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Vorwort. 

Schon  seit  geraumer  Zeit  hat  die  Lehre  von  den  reellen  Funk- 
tionen aufgehört,  eine  bloße  Sammlung  von  Merkwürdigkeiten  zu  sein: 
sie  ist  zu  einer  Theorie  der  reellen  Funktionen  geworden,  die  eine 
große  Anzahl  bedeutungsvoller  und  weittragender  Gesetze  aufgedeckt 
hat;  nicht  mehr  das  Suchen  nach  Ausnahmen  ist  ihre  Absicht, 
sondern  das  Suchen  nach  Regeln.  Und  da  immer  häufiger  Frage- 
stellungen aus  den  verschiedensten  Gebieten  der  Mathematik  bei 
gründlicher  Behandlung  auf  Fragen  aus  der  Theorie  der  reellen  Funk- 
tionen führten,  so  hat  diese  Theorie  auch  aufgehört,  Alleinbesitz 
einiger  Spezialisten  zu  sein  und  in  immer  steigendem  Maße  das 
Interesse  der  mathematischen  Allgemeinheit  gefunden.  Von  vielen 
Seiten  wurde  daher  der  Mangel  einer  zusammenfassenden,  systemati- 
schen Darstellung  dieser  Theorie  schmerzlich  empfunden. 

Ich  habe  es  deshalb  mit  Freuden  begrüßt,  als  vor  einer  Reihe 
von  Jahren  Herr  A.  Schoenflies  an  mich  mit  der  Aufforderung 
herantrat,  an  einer  Neuauflage  seines  Berichtes  „Die  Entwickelung 
der  Lehre  von  den  Punktmannigfaltigkeiten"  mitzuarbeiten,  und  zwar 
insbesondere  die  Anwendungen  der  Mengenlehre  auf  die  Theorie  der 
reellen  Funktionen  zu  behandeln.  Im  Jahre  1914  war  diese  Darstellung 
nahezu  beendet.  Der  Ausbruch  des  Krieges,  der  mich  von  meinem 
damahgen  Wohnsitze  Czernowitz  trennte,  sodann  meine  Einberufung 
zur  österreichischen  Armee,  eine  schwere  Verwundung,  schließlich  meine 
Übersiedlung  nach  Bonn  verzögerten  die  endgültige  Fertigstellung, 
und  als  diese  endlich  erfolgt  war,  machten  die  mittlerweile  einge- 
tretenen traurigen  Verhältnisse  die  Drucklegung  unmöglich.  Ich  war 
schon  darauf  gefaßt,  das  Manuskript  in  meinem  Schreibtische  begraben 
zu  müssen,  als  das  freundliche  Entgegenkommen  der  Verlagsbuch- 
handlung von  Julius  Springer  mir  die  Möglichkeit  bot,  es  zu 
einer  selbständigen,  zwei  Bände  umfassenden  „Theorie  der  reellen 
Funktionen"  umzugestalten,  deren  erster  Band  nun  vorhegt,  und 
deren  zweiter  Band  (enthaltend  die  Theorie  der  Integration  und 
Dififerentiation,  die  analytische  Darstellung  willkürlicher  Funktionen 
und  die  Fourierschen    Reihen)   hoffentUch    bald  wird    folgen  können. 


jV  Vorwort. 

Ich  hoffe,  daß  dieses  Buch  auch  nach  dem  Enscheinen  von 
Herrn  C  Caratheodorys  ausgezeichneten  „Vorlesungen  über  reelle 
Funktionen"  nicht  als  überflüssig  wird  empfunden  werden.  Denn 
schon  ein  flüchtiger  Vergleich  wird  zeigen,  daß  der  behandelte  Stoff 
sich  nur  zum  geringen  Teile  mit  den  Caratheodoryschen  Vorlesungen 
deckt,  und  daß  da.  wo  der  Stoff  sich  deckt,  doch  die  Darstellung 
meistens  eine  völlig  verschiedene  ist.  Daß  ich  nach  Form  und  Inhalt 
aus  Caratheodorys  Werke  vielen  Nutzen  für  das  meine  ziehen 
konnte,  «ird  jeder  aufmerksame  Leser  feststellen,  und  es  sei  hier 
ausdrücklich  und  gerne  anerkannt. 

Was  die  verarbeitete  Literatur  anlangt,  so  hoffe  ich,  von  den 
bis  1914  erschienenen  Arbeiten  über  die  behandelten  Gegenstände 
keine  wichtigere  unberücksichtigt  gelassen  zu  haben.  Die  nach  Kriegs- 
ausbruch erschienene  Literatur  des  Auslandes  ist  mir  teils  gar  nicht, 
teils  80  spät  zur  Kenntnis  gekommen,  daß  sie  nur  ganz  gelegentlich 
verwertet  werden  konnte. 

Vom  Leser  werden  keine  speziellen  Vorkenntnisse  verlangt,  wohl 
aber  eine  gewisse  Übung  im  mathematischen  Denken.  Um  nicht  fort- 
während auf  andere  Bücher  verweisen  zu  müssen,  wurden  die  für 
das  Verständnis  erforderlichen  Tatsachen  aus  der  allgemeinen  Mengen- 
lehre und  der  Theorie  der  reellen  Zahlen  in  einer  Einleitung  kurz 
entwickelt.  Ich  muß  wohl  nicht  eigens  darauf  hinweisen,  daß  es  sich 
dabei  nicht  um  eine  systematische  Entwicklung  dieser  Theorien 
handelt:  die  schwierigen  Fragen  der  Grundlegung  der  Mengen-  und 
Zahlenlehre  z.  B.  werden  gar  nicht  berührt.  Ausführlicher  und  syste- 
matischer wurde  in  Kapitel  I  die  Theorie  der  Punktmengen  behandelt, 
doch  auch  hier  möge  sich  der  Leser  vor  Augen  halten,  daß  diese 
Darstellung  nicht  Selbstzweck  ist.  sondern  nur  zur  Grundlegung  für 
den  eigentlich  zu  behandelnden  Gegenstand,  die  Theoiie  der  reellen 
Funktionen,  dient. 

Beim  Lesen  der  Korrekturen  haben  mich  in  freundlichster  Weise 
unterstützt  die  Herren  F.  Hausdorff,  Th.  Radakovic,  A.  Rosen- 
thal und  H.  Tietze.  Es  sei  ihnen  an  dieser  Stelle  für  zahlreiche 
wertvolle  Ratschläge  und  Verbesserungen  der  herzlichste  Dank  aus- 
gesprochen. 

Bonn.  September   1!»20. 

Hans  Hahn. 
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Einleitung. 

Grundbegriffe  der  allgemeinen  Mengenlehre. 

§  1.    Vereinigung  und  Durchschnitt. 

Wir  beginnen  mit  einem  kurzen  überblick  über  die  einfachsten 
Tatsachen  der  Mengenlehre,  von  denen  wir  werden  Gebrauch  zu 
machen  haben. 

Wir  werden  Mengen  meistens  mit  großen  deutschen  Buch- 
staben bezeichnen,  wie  ?[,  93  usf.^)  Die  Elemente  einer  und  der- 
selben Menge  werden  stets  als  untereinander  verschieden  ange- 
nommen. Es  wird  auch  eine  (uneigentliche)  Menge  betrachtet,  die 
gar  kein  Element  enthält,  die  leere  Menge. 

Enthält  93  kein  Element,  das  nicht  auch  in  5t  vorkommt,  so 
heißt  $8  ein  Teil  von  %,  in  Zeichen: 

93  <  ?I     oder      W  >  93. 

Sowohl  ?(  selbst,  als  die  leere  Menge  sind  auf  Grund  dieser  Defini- 
tion Teile  von  21.  Ist  93  Teil  von  %  aber  nicht  mit  21  identisch,  so 
heißt  58  ein  echter  Teil  von  2t. 

Zwei  Mengen  ohne  gemeinsames  Element  nennen  wir  fremd. 

Sei  jedem  Element  b  der  Menge  93  ein  Element  der  Menge  2t 
zugeordnet,  das  wir  mit  a^  bezeichnen  können.  Eine  solche  Zu- 
ordnung heißt  eine  Abbildung  von  95  in  die  Menge  2t,  oder 
auch  eine  Belegung  von  93  mit  Elementen  aus  2t. 

Ist  insbesondere  93  die  Menge  der  natürlichen  Zahlen  1,  2, . ..,  Ä", 
so  heißt  die  Gesamtheit  der  ihnen  zugeordneten  Elemente  a^,  a„,  . . .,  a^ 
von  2t  eine  endliche  Folge  aus  2t.  Ist  93  die  Menge  aller  natür- 
lichen Zahlen  1,  2,  .  .  .,  n,  .  .  .,  so  heißt  die  Gesamtheit  der  zuge- 
ordneten Elemente 
a^,  a^,  .  .  .,  a^,  .  .  . 

*)  Mengen,  deren  Elemente  selbst  Mengen  sind,  bezeichnen  wir  hin  und 
wieder  mit  großen  griechischen  Buchstaben  A,  B  usf. 
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2  Grundbogriffe  clor  allgcmoinen  Mengonlehro. 

eine  unendliche  Folge  aus  'üt,  und  wird  kurz  bezeichnet  mit: 

Jedes  einzelne  a„  heißt  ein  Glied  der  Folge.  Im  Gegensatze  zum 
Begriffe  der  Menge  können  in  einer  Folge  mehrere  (ja  auch  alle) 
Glieder  gleich  [d.  h.  dasselbe  Element  von  ^31)  sein.  Die  Menge  aller 
in  einer  unen-dlichen  Folge  auftretenden  Elemente  von  9t  kann 
also  sehr  wohl  endlich  sein,  ja  sogar  aus  nur  einem  Elemente 
bestehen. 

Der  Ausdruck^)  „fast  alle"  Glieder  einer  Folge  (oder  Ele- 
mente einer  Menge)  soll  bedeuten :  alle  Glieder  (Elemente),  mit  höch- 
stens   endlich    vielen  Ausnahmen. 

Jede  Folge,  die  aus  {a„}  durch  Weglassung  von  Gliedern  ent- 
steht, heißt  eine  Teilfolge  von  {a„}.  Eine  unendliche  Teilfolge 
von  {a^}  kann  in  der  Form  angeschi'ieben  werden: 

«n».  a„^,  .  .  .,  a„^,,  ...   (n^  <W2<  ...  <'>(v<  •  •  •) 
oder  kurz : 

{a„,}. 

Sei  nun  A  eine  Menge,  deren  Elemente  selbst  Mengen  ?t  sind, 
und  33  eine  beliebige  Menge.  Sei  eine  Belegung  B  von  33  mit  Ele- 
menten aus  A  gegeben,  die  dem  Elemente  b  von  $8  die  Menge  Stj, 
aus  A  zuordnet.  Wir  denken  uns  aus  der  Gesamtheit  der  durch  B 
den  Elementen  von  93  zugeordneten  Mengen  9t^  zwei  neue  Mengen 
gebildet:  ihre  Vereinigung  und  ihren  Durchschnitt.  Die  Ver- 
einigung ist  definiert  als  die  Menge  aller  derjenigen  Elemente,  die 
in  mindestens  einer  der  Mengen  91^  vorkommen,  der  Durch- 
schnitt als  die  Menge  aller  derjenigen  Elemente,  die  in  sämtlichen 
Mengen  91^  vorkommen.  Werden  duiwh  B  verschiedenen  Elementen 
b' =\=  b"  aus  93  stets  fremde  Mengen  91^,',  ^i"  zugeordnet,  so  wird 
die  Vereinigung  aller  Mengen  91^  auch  als  ihre  Summe  bezeichnet. 
Vereinigung  "iß,  Summe  ©,  Durchschnitt  5)  einer  endlichen  Mengen- 
folge 9tj,  9L,,  .  .  .,  9Ijj  werden  bezeichnet  mit"): 

n=l 


*)  Er  wurde  eingeführt  von  G.  Kowalcwski,  Einführung  in  die  In- 
finitesimalrophnung  (190H),  14;  Grundzüge  der  Differential-  und  Integralrech- 
nung (1909),   14. 

')  Die  Bezeichnungsweipe  -f  für  die  Vereinigung  rührt  her  von  C.  Cara- 
th6odory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen  (1918),  23. 
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k 

3)  =  2{^ .  91., . . . . .  gr,  =  31^^., . . .  51,  =  D  K- 

Vereinigung,    Summe,  Durchschnitt    einer    unendlichen    Mengenfolge 
(^^n)  werden  bezeichnet  mit : 

i8  =  9t,4-9r,  +  ...  +  5r„4-...  =  Y^„; 

n=l 

©  =  5i,  +  ?r, +  ...  +  ?!„+...  =  §51,.; 

n  =  l 

Ist  33-<3I,  so  heißt  die  Menge  aller  nicht  zu  $8  gehörigen 
Elemente  von  21  das  Komplement  von  93  zu  21  und  wird  be- 
zeichnet mit: 

21  —  93. 

Allgemein  (ob  58  Teil    von    21  ist  oder  nicht)    kann    die  Menge  aller 
nicht  zu  93  gehörigen  Elemente  von  %  geschrieben  werden: 

2t  — 2r-93. 

Die  Vereinigung  aller  Mengen  einer  (endlichen  oder  unend- 
lichen) Mengenfolge  {2t„}  kann  stets  durch  eine  Summe  ersetzt 
werden.     In  der  Tat,  setzt  man: 

5^i  =  2f„93„  =  (2r,-f  2t.,  +  ...4-2tJ-(2{,4-2t,-f...  +  2I„:0(^>l)» 
fco  sind  je  zwei  93„  fremd,  und  es  ist : 

^i^^-^2  +  ---  +  2r,.  +  ...  =  58,  +  $8,  +  ---  +  33„-f ... 

Wir  nennen  eine  (endliche  oder  unendliche)  Mengenfolge  {2{„} 
monoton   wachsend,  wenn: 

2ri<2{.3<...<2(„<..., 
monoton  abnehmend,  wenn  hierin  -<  durch  >-  ersetzt  wird. 

Satz  I.  Zu  jeder  Mengenfolge  {2I„}  gibt  es  eine  mo- 
noton wachsende  {2I„},  so  daß 

und : 

In  der  Tat,  wir  haben  nur  zu  setzen : 

^i=5r,;     5I„=2(,  +  2r,4-...  +  2l„     (n>l). 

Satz  II.  Zu  jeder  Mengenfolge  {2(„}  gibt  es  eine  mo- 
noton abnehmende  {2r„},  so  daß: 

1* 
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^      ot,.....c)(    ....  =  21.-  3I..-...-2I„-... 

1  *J  fl  — 1       — -  — W 

und: 

In  der  Tat,  wir  haben  nur  zu  setzen: 

Aus  einer  unendlichen  Mengenfolge  {2t„}  leiten  wir  zwei  Mengen 
her:  die  obere  Gemeinschaftsgrenze  von  {%„},  in  Zeichen: 

lim  2r„ 

»1=00 

und  die  untere  Gemeinschaftsgrenze,  in   Zeichen: 

lim  \; 

n  =00 

sie  werden  in  folgender  Weise  definiert:  die  obere  Gemeinschafts- 
grenze ist  die  Menge  der  in  unendlich  vielen  3t^  vorkommenden 
Elemente;  die  untere  Gemeinschaftsgrenze  ist  die  Menge  der  in 
fast  allen  2t„  vorkommenden  Elemente^). 

Sind  für  eine  Mengenfolge  {2I„}  obere  und  untere  Gemein- 
schaftsgrenze identisch,  so  heißt  die  Folge  konvergent;  man 
schreibt  dami: 

lim  9l„  =  lim  2l„  =  lim  2I„, 

.,  =  x  n=x  „^„ 

und  nennt  diese  Menge  schlechthin  die  Gemeinschaftsgrenze 
von  {9t,.}. 

Satz  III.  Jede  monotone  Mengenfolge  ist  konvergent; 
und  zwar  ist  für  monoton  wachsende  Mengenfolgen: 

lim9I„  =  2t,  +  2I,  +  ...  +  9t„-f-'-.. 

»1=00 

für  monoton  abnehmende  Mengenfolgen: 
lim  5l„  =  %  ■  91.  •...•«„•.. . 

»1=  30 

Der  Beweis  liegt  auf  dei"  Hand. 

Wir  stellen  noch  Formeln  für  obere  und  untere  Gemeinschafts- 
grenzen einer  Mengenfolge  {9t„}  auf. 


*)  Auf  die  Wichtigkeit  dieser  beiden  Mengen  hat  wohl  zuerst  fi.  Borel 
hingewiesen;  er  nennt  die  äußere  Gemeinschaftsgrenze:  „ensemble  liraite  com- 
plet",  die  innere:  „ensemble  limite  restreint"  (Le^ons  sur  les  fonctions  de  va- 
riables reelles  (1905),  18).  Wir  haben  den  Namen  „Gemeinschaftsgrenze"  ge- 
wählt zum  Unterschiede  von  den  bei  Folgen  von  Punkt  mengen  auftretenden 
„Näherungsgrenzen"  (Kap.  I,  §  3,  S.  74). 
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Satz  l\.     Setzt  man  : 

«n  =  ^n4-3tn  +  i+...;       2)„  =  2I„  •  9^1  •  .  .  . , 

ISO  ist : 

(0)  lim  2l„  =  lim58„;      Hm  ?t„  =  lim  ®„ . 

H=X  nrrx  ^^^  »1=00 

In  der  Tat  aus  der  Definition  von  oberer  und  unterer  Gemein- 
echaftsgrenze  folgt: 

li^3t„  =  5?jSS,-...SS,.-...; 

^  ]im3t„  =  ®,+2),  +  ...  +  ®„  +  --- 

n=oo 

Ofifeubar  aber  ist  {S3„}  monoton  abnehmend,  {S)„}  monoton  wach- 
send.    Nach  Satz  III  ist  also: 

SBi-9S,-...-iB„-...  =  limgS„; 

(**]  .... 

®,  +  ®,-f  ...  +  ®„  +  ...  =  lim®„. 

>l=:oo 

Aus  (*)  und  (**)  aber  folgt  die  Behauptung  (0). 
Satz  V.     Setzt  man  : 

B o    ist : 

(1)  Um  SI„  =  lim  (lim  ^„^  j,) ;    Jiim  t>t„  =  lim  (lim  5t„,k) . 

«=«  fi=»    t=!C  )i  =  oo  »1=30    ifc=ao 

In  der  Tat,  in  Satz  IV  ist  ofiFenbar : 

®n  =  i".l-2t«,2-...-3r„,i...., 

und  da  die  Folge  2l„,i,  5l„,2.  •  •  .,  9l„,t,  ..-,  monoton  zunehmend,  die 
Folge  %,,!,  5l„,2,  ...,  3l„,i,  .  .  .  monoton  abnehmend  ist,  so  ist  (f) 
nach  Satz  III  gleichbedeutend  mit : 

(tt)  %  =  lim  2I,,4;     ®„  =  lim  9I„,i. 

t^«  i=30 

Setzt  man  (fjj  in  die  Gleichung  (Oj  von  Satz  IV  ein,  so  erhält  man 
die  Behauptung  (1)  von  Satz  V. 

§  2.    Die  Mächtigkeiten. 

Sei  eine  Abbildung  A  der  Menge  $8  in  die  Menge  31  gegeben 
(§  1,  S.  1),  die  dem  Elemente  b  von  93  das  Element  a^  von  %  zuordnet. 
Dann    heißt    a,^    das    Bild    von    6,    umgekehrt  heißt   jedes  Element 


6  Orundbogriffo  dor  allgenioinon  Mengenlehre. 

von  'iö,    dem    durch    .4    das  Element  o   von    ?l    zugeordnet    ist,    ein 
Urbild^)  von  a. 

Die  Abbildung  A  von  ^3  in  'i?(  habe  nun  folgende  Eigen- 
schaften : 

1.  Verschiedene    Elemente    aus  ^>3    haben    ver.-chiedene  Bilder 
in  ?r: 

aj,4=«?/5    wenn    b=^b'. 

2.  Jedes  Element  von  51  ist  Bild  eines  Elementes  von  'i^. 
Dann  hat  jedes  a  aus  31  in  33  ein  und  nur  ein  Urbild,  das  wir 
mit  6,  bezeichnen  können : 

b  =  b^     wenn     a,^  =  a. 

Es  ist  also  durch  die  Abbildung  Ä  nicht  nur  jedem  Elemente 
von  S  ein  Element  von  3t  zugeordnet,  sondern  auch  jedem  Ele- 
mente von  31  ein  Element  von  33,  nämlich  sein  Urbild.  Eine  solche 
Abbildung  A  heißt  eine  eineindeutige  Abbildung  (^oder  Zuord- 
nung) der  Mengen  9t  und  35. 

Gibt  es  eine  eineindeutige  Abbildung  von  3t  und  33,  so  heißen 
21  und  93  gl  eich  mächtig-).  Die  Eigenschaft,  die  eine  Menge  3( 
und  alle  ihr  gleichmächtigen  "von  den  übrigen  Mengen  unterscheidet, 
heißt  die  Mächtigkeit  (oder  Kardinalzahl)  der  Menge  3t  (und 
jeder  mit  3t  gleichmächtigen  Menge).  Die  Mächtigkeiten  der  end- 
lichen Mengen  sind  die  natürlichen  Zahlen  (in  ihrer  Verwendung  als 
Kardinalzahlen).  Ist  a  die  Mächtigkeit  von  3t,  b  die  von  33,  so  be- 
deutet a  =  h:  die  Mengen  3t  und  33  sind  gleichmächtig. 

Die  Mächtigkeit  a  von  3t  heißt  größer  als  die  Mächtigkeit  b 
von  93,   in  Zeichen: 

Q>>I)     oder     6<<a, 

wenn  93  gleichmächtig  ist  mit  einem  Teile  von  3t,  aber  nicht  mit  3t 
selbst"'').    In  üblicher  Weise  bedeutet  a>b  soviel  wie: 

a'^b     oder     a  =  b. 

Summe,  Produkt,  Potenz  zweier  Mächtigkeiten  werden  defi- 
niert durch  folgende  Festsetzungen*):  sei  3t  eine  Menge  der  Mächtig- 


*)  Diese  Bezeichnung  stammt  von  F.  Hausdorff,  Grundzüge  der 
Mengenlehre  (1914),  43. 

*)  Dieser  Begriff,  sowie  der  ganze  Inhalt  dieses  Paragraphen  stammen 
von  G.  Cantor. 

')  Daß  die  Relationen  a^  b  und  a  <Ci  eich  ausschließen,  und  daß  stets 
eine  der  drei  Relationen  a  =  b,  a>-b,  a  <ib  eintritt,  werden  wir  erst  später 
zeigen  können:  §  4,  Satz  XXI. 

*)  Für  endliche  Mengen  reduzieren  sie  sich  auf  die  bekannte  Definition 
von  Summe,  Produkt  und  Potenz  natürlicher  Zahlen. 
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keit  ö,  ©  eine  Menge  der  Mächtigkeit  b.  Dann  ist,  wenn  91  und  33 
fremd,  a  -|-  &  die  Mächtigkeit  von  ^  -|-  33.  Versteht  man  unter  der 
Verbindungs menge  von  51  und  33  die  Menge  aller  verschiedenen 
Paare  («,  b),  deren  erstes  Glied  a  ein  Element  von  %  deren  zweites 
Güed  b  ein  Element  von  33  ist,  so  ist  o  •  b  die  Mächtigkeit  der  Ver- 
bindungsmenge von  %  und  53.  Und  versteht  man  vmter  der  Be- 
legungsmenge von  33  mit  91  die  Menge  aller  verschiedenen  Be- 
legungen (§  1,  S.  1)  von  33  mit  Elementen  von  9t  (d.  h.  die  Menge  aller 
verschiedenen  Abbildungen  von  33  in  91).  so  ist  a^  die  Mächtigkeit 
der  Belegungsmenge  von  "ö  mit  9t. 

Aus  diesen  Definitionen  folgen  unmittelbar  die  Sätze: 

Satz  I.     Es  gelten  die  Rechnungsregeln: 

a-}-b  =  b  +  a;     a  4-(b  +  c)  =  (a4-b)  +  c; 

Q-b  =  b-a;     a-(b-c)=^(a-b)'c;     (a-]-b)-c  =  a-c-|-b-c; 

Wenn    b^b',    so  ist  auch: 

a^b>a^b';     a-b>a-^;     a^^a*';     b'^^b'''. 

Eine  Menge  9t  heißt  abzählbar-unendlich,  wenn  sie  gleich- 
mächtig ist  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen.  Es  gibt  dann  eine 
eineindeutige  Zuordnung  Ä  der  Elemente  von  9t  zu  den  natürlichen 
Zahlen.  Bezeichnet  man  mit  a,,  das  durch  A  der  Zahl  n  zugeordnete 
Element  von  9t,  so  sieht  man,  daß  jede  abzählbar-unendHche  Menge 
in  der  Form  angeschrieben  werden  kann: 


umgekehrt  ist  jede  Menge,  die  in  dieser  Form  angeschrieben  werden 
kann,  abzählbar-unendlich. 

Aus  der  Definition  der  abzählbar  unendlichen  Mengen  folgt 
unmittelbar: 

Satz  II.  Jeder  unendliche  Teil  einer  abzählbar-unend- 
lichen Menge  ist  abzählbar-unendlich. 

Da  man,  wenn  aus  einer  unendlichen  Menge  endlich  viele  Elemente 
a^,a,.,....,  a^  herausgegriffen  sind,  immer  noch  ein  (n-}-l)-tes  a„_^i 
herausgreifen  kann,  so  hat  man: 

Satz  III.  Jede  unendliche  Menge  enthält  einen  abzähl- 
bar-unendlichen Teil. 

Die  Mächtigkeit  der  abzählbar-unendlichen  Mengen  wird  mit  Kq 
bezeichnet.     Satz  III  kann  dann  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  IV.  Unter  allen  Mächtigkeiten  unendlicher  Mengen 
ist  Ny  die  kleinste. 
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Wir  beweisen  die  folgenden  Rechnungsregeln : 
Satz  V.     Bedeutet    e    eine  endliche   Mächtigkeit    >'0*), 
HO  ißt: 

(*)  No  +  C     -  No;      N„  +  No  =  No;      e •  No  =  No;      No  •  No  =  N'o- 

Es  wird  genügen,  die  letzte  dieser  Formeln  zu  beweisen,  da  aus 
ihr,  mit  Hilfe  von  Satz  II,  die  andern  sofort  folgen'-).  Erinnert 
man  sieh  an  die  Definition  des  Produktes  zweier  Mächtigkeiten,  so 
ißt  zu  zeigen:  „Die  Menge  aller  Paare  (w,  n)  natürlicher  Zahlen  ist 
abzählbar-unendlich. " 

In  der  Tat,  wir  setzen: 

(m-\-n  —  2)()n  +  n — 1)    , 
(**)  ^— ^^ Y~-^ ^-i-n  =  v. 

Da  aus: 

lm-\-n—2)(m4-n—l)    .  (m' +  «'  — 2)(m'-f  n' —  l)    .     , 

2  2 

folgt«): 

tn  =  m' ,      n  =  n  , 

so  ist  dadurch  eine  eineindeutige*)  Abbildung  der  Paare  (m,  n)  auf 
die  natürlichen  Zahlen  1,  2,  3,...,»',..,  gegeben,  und  die  Behaup- 
tung ist  bew'iesen. 

Aus  der  hiermit  bewiesenen  Tatsache,  daß  die  Menge  aller 
Paare  natürlicher  Zahlen  abzählbar-unendlich  ist,  folgt  leicht: 


*)  Es  ist  also  e  eine  natürliche  Kardinalzahl. 

*)  Denn  es  ist  nach  Satz  I:  n^ -)- e^  NqH"  **o  ="  ^-Nq  ^  f  •*'o^ '*o"*'o- 

')  In  der  Tat,  man  setze: 

w  -|-  w  —  1  =  Ä;,       m'  -\-n'  —  1  =  /r' . 
Dann  ist 
(t)  l^n^k,       l£n'£k'. 

Ißt  dann   k  =  k',    n  >  n',   so  ist  offenbar : 

{k-l)k    .      ^{k'  —  l)k'., 

Ist  hingegen: 

k>k',      d.h.      k'£k—\, 
so  ist  wegen  (f): 

{k-l)k.^^   {k-l)k        {V-\)k'  ,  ^,^{V-'^)V  ^v^  {k-l)k 
2 +  "*' 2 '     2 ^**^ 2 +  *^^         2         ' 

und  somit  gilt  wieder  (tf). 

*)  Um  zu  sehen,  daß  jede  natürliche  Zahl  v  in   der  Form  (**)    erscheint, 

bestimme  man  die  natürliche  Zahl  k  aus: 

(k-l)k                    kik+l) 
-- 2"— -t-1^»'^ 2—' 
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Satz  VI.     Die    Menge    aller    rationalen    Zahlen    ist    ab- 
zahlbar-unendlich^). 
Sei  in  der  Tat 

r=   -     {m,n  teilerfremde,  natürliche  Zahlen) 
n 

eine  positive  rationale  Zahl.  Ordnen  wir  ihr  das  Paar  (m,  n)  zu, 
HO  ist  die  Menge  9^^  aller  positiven  rationalen  Zahlen  eineindeutig 
abgebildet  auf  einen  Teil  Sil  der  abzahlbaren  Menge  aller  Paare 
natürlicher  Zahlen;  nach  Satz  II  ist  auch  5t,  und  somit  Ot^,  abzahlbar- 
imendlich.  Da  die  Menge  '3{„  aller  negativen  rationalen  Zahlen  mit 
9?j  gleichmächtig  ist,  so  ist  auch  St.,,  und  somit  nach  der  zweiten 
Formel  (*)  auch  di^  -f-  St.j  abzählbar-unendlich.  Fügt  man  noch  die  0 
hinzu,  so  erhält  man  nach  der  ersten  Formel  (*)  (für  e  =  1)  wieder 
eine  abzahlbar-unendliche  Menge  9{.  Da  9?  aber  die  Menge  aller 
rationalen  Zahlen  ist,  so  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Wir  werden  weiterhin  eine  Menge  als  abzählbar  bezeichnen, 
\\enn  sie  abzählbar-unendlich,  endlich  oder  leer  ist.  Man  kann  dann 
die  Sätze  aussprechen  (deren  Beweis  aus  Satz  II  und  Satz  V  un- 
mittelbar folgt): 

Satz  VII.  Jeder  Teil  einer  abzählbaren  Menge  ist  ab- 
zählbar. 

Satz  yill.  Die  Vereinigung  abzählbar  vieler  abzähl- 
barer Mengen  ist  abzählbar. 

Ein  häufig  anzuwendender  Satz  lautet: 

Satz  IX.  Ist  jede  der  Mengen  51^,  51.,,  . . .,  \  abzählbar, 
so  ist  auch  die  Menge  aller  ^*-gliedrigen  Folgen: 

(t)  K,    rt.2>    ■■•,   Clk)' 

in  denen  a^   zu  5l„  (n==  1,  2,  . .  .,k)   gehört,  abzählbar. 

Wir  beweisen  dies  durch  Induktion.  Die  Behauptung  ist  richtig 
für  k=  1.  Angenommen,  sie  sei  richtig  für  k  —  1 .  Die  Menge  aller 
Ä;-gliedrigen  Folgen  (f),  an  deren  letzter  Stelle  ein  fest  gegebenes 
Element  äj.  aus  9t^  steht: 

ist  dann  abzählbar.    Da  es  in  St^.  nur  abzählbar  viele  Elemente  gibt, 
ist  also  die  Menge  aller  Folgen  (f)  die  Vereinigung  abzählbar  vieler 


und  setze  sodann: 

ik—l)k 


m  =  k  —  n-{-  l. 


^)  Darin  ist  (nach  Satz  II)  auch  enthalten  der  Satz:    Die  Menge   aller 
ganzen  Zahlen  (0,  i^l,  i2,  ...,  -^n,  ...)  ist  abzahlbar-unendlich. 
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abzahlbarer  Mengen,  und  somit  nach  Satz  VIII  selbst  abzählbar. 
Gilt  also  die  Behauptung  von  Satz  IX  für  {k — l)-gliedrige  Folgen, 
so  auch  für  A--gliedrige.     Damit  ist  sie  bewiesen. 

Wir  fügen  noch  den  Satz  bei: 

Satz  X.  Ist  9(  eine  abzählbare  und  33  eine  unendliche 
Menge,  so  haben  \>l -[- 33  und  $8  gleiche  Mächtigkeit. 

In  der  Tat.  da  33  unendlich  ist,  gibt  es  (Satz  III)  in  93  einen 
abzählbar-unendlichen  Teil  9l'.  und  wir  können  schreiben: 

(*)  33  =  3t'  +  33'. 

Seien  b  und  b'  die  Mächtigkeiten  von  33  und  93'.  Wegen  (*)  ist  dann: 
(**)  b  =  No  +  b'. 

Ferner  kann  man  schreiben: 

(*♦*)         31  +  93  =  (3t  —  31  •  93)  +  33  =  (31  —  3t  •  93)  +  (31'  -f  93') . 

Hierin  ist  3t  —  3t  $8 ,  als  Teil  der  abzählbaren  Menge  3t ,  abzählbar, 
etwa  —  um  einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben  —  abzahlbar- 
unendlich^).  Aus  (***)  ergibt  sich  dann  für  die  Mächtigkeit  von 
9t  -j-  S8  (bei  Berücksichtigung  von  Satz  I,  Satz  V,  und  von  (**)) : 

^0  +  (No  +  &')  =  (^<o  +  ^o)  +  ö'  =  N*o  +  b'  =  b, 
also   haben  3t  -j-  93  und  93   gleiche  Mächtigkeit,    und  Satz  X   ist   be- 
wiesen. 

Sei  93  eine  beliebige  Menge  der  Mächtigkeit  b ,  und  3t  die  Menge 
der  beiden  Elemente  0,  1.  Jede  Belegung  von  93  mit  Elementen 
von  3t  liefert  dann,  indem  man  die  mit  0  belegten  Elemente  weg- 
läßt, einen  Teil  von  93.  Also  sind  die  Belegungsmenge  von  93  mit  3t 
und  die  Menge  aller  Teile  von  93  gleichmächtig.  Da  aber  zufolge 
der  Definition  der  Potenz  die  Belegungsmenge  von  58  mit  3t  die 
Mächtigkeit  2''  hat,  so  sehen  wir: 

Satz  XI.  Die  Menge  aller  Teile  einer  Menge  der  Mäch- 
tigkeit  b  hat  die  Mächtigkeit  2^. 

Zum  Schlüsse  beweisen  wir  noch: 

Satz  XII.    Für  jede  Mächtigkeit  b  gilt  die  Ungleichung: 

2''>b. 

In  der  Tat,  da  gewiß  2''>b  ist,  so  ist  nur  zu  beweisen:  die 
Menge  93  und  die  Menge  T  aller  Teile  von  93  können  nicht  gleich- 
mächtig sein.     Sei,    um   das   zu   beweisen,    A   irgendeine   Abbildung 


*)  Wäre  ?l  —  Sil  33  endlich  oder  leer,  verläuft  der  Beweis  ganz  analog. 
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von  93  in  T;  sie  ordne  dem  Elemente  h  von  58  den  Teil  Xj  von  'ö 
zu.    Wir  definieren  einen  Teil  X*  von  93  durch  die  Vorschrift: 

„h  in  jI;*,  wenn  b  nicht  in  X^; 
^   '  h  nicht  in  %*,  wenn  h  in  2;^." 

Dann  kann  das  Element  %*  von  T  in  93  kein  Urbild  haben.  Denn 
angenommen,  es  gebe  ein  solches  Urbild  h*: 

(00)  %*  =  %i,».      ' 

Die  Vorschrift  (0)  ergibt  dann: 

„b*  in  %*,  wenn  &*  nicht  in  %i,*\ 
h*  nicht  in  %*,  wenn  h*  in  jJ;^«." 
Berücksichtigt  man  nun  (00),  so  wird  hieraus: 

„5*  in  2;*,  wenn  b*  nicht  in  %*; 
b*  nicht  in  X*,  wenn  ^*  in  J*." 

Das  aber  ist  ein  Widerspruch,  und  es  kann  somit  kein  Urbild  von 
%*  geben.  Also  ist  die  Abbildung  A  von  93  in  T  nicht  eineindeutig. 
Und  da  A  eine  beliebige  Abbildung  von  93  in  T  war,  ist  gezeigt: 
es  gibt  keine  eineindeutige  Abbildung  von  93  und  T;  d.  h.  93  und  T 
sind  nicht  gleichmächtig;  damit  aber  ist  Satz  XII  bewiesen. 

§  3.    Die  geordneten  Mengen.     Die  Ordnungstypen. 

Die  Menge  91  heißt  geordnet,  wenn  zwischen  je  zweien  ihrer 
Elemente  a=j=a  eine  Relation  definiert  ist,  die  wir  durch  das  Wort 
„vor"   ausdrücken,  und  derzufolge: 

entweder:    a  vor  a,    oder:    a    vor  a^) 

gilt;  dabei  muß  diese  Relation  die  beiden  folgenden  Eigenschaften 
haben: 

1.  sie  ist  asymmetrisch,  d.  h.: 

wenn:    a  vor  a,    so  ist  nicht:    a    vor  a; 

2.  sie  ist  transitiv,  d.  h.: 

wenn:    a  vor  a      und:     a    vor  a",    so  ist:    a  vor  a". 

Durch  diese  Relation  ist  zugleich  mit  91  auch  jeder  Teil  von  91 
geordnet. 

Zwei  geordnete  Mengen  91  und  93  heißen  ähnlich"-),  wenn  es 
eine  eineindeutige  Abbildung  von  9t  und  93  gibt  von  folgender  Eigen- 


^)  Statt  „a  vor  a'"  sagen  wir  auch:  „a'  folgt  auf  a". 
■)  Auch  dieser  Begriff,  sowie  der  ganze  Inhalt  dieses  Paragraphen  stammb 
von  G.  Cantor. 
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Schaft:  ßind  b'  und  b"  die  Bilder  in  53  der  Elemente  a  und  a"  von 
%  so  gilt: 

b'  vor   h" ,     wenn     a    vor  flt". 

Eine  solche  Abbildung  heißt  eine  ähnliehe  Abbildung  von  31 
und  "iß.  Da  jede  ähnliche  Abbildung  auch  eineindeutig  ist,  so  sehen 
wir:  Ähnliche  Mengen  sind  gleichmächtig. 

Die  Eigenschaft,  die  eine  geordnete  Menge  51  und  alle  ihr  ähn- 
lichen von  den  übrigen  Mengen  unterscheidet,  heißt  der  Ordnungs- 
t^'pus^)  der  Menge  2t  (und  jeder  mit  5t  ähnlichen  Menge). 

Da  je  zwei  geordnete,  endliche  Mengen  der  Kardinalzahl  n 
ähnlich  sind  und  mithin  gleichen  Ordnungstypus  haben,  kami  die 
natürliche  Zahl  ?i  auch  zur  Bezeichnung  dieses  Ordnungstypus  ver- 
wendet werden.  Die  Ordnungstypen  geordneter  endhcher  Mengen 
sind  demnach  die  natürlichen  Zahlen  (in  ihrer  Verwendung  als 
Ordinalzahlen). 

Ist  a  der  Ordnungstypus  von  5t  und  ß  der  Ordnungstypus 
von  93,  so  bedeutet  a  =  ß:  die  Mengen  5t  und  93  sind  ähnlich. 

Das  Element  a^,  der  geordneten  Menge  5(  heißt  das  erste  Ele- 
ment von  5t,  wenn  zwischen  ihm  und  jedem  andern  Ele^nente  a 
von   5t  die,  Relation  besteht: 

üq  vor  a; 

es  heißt  das  letzte  Element  von  5t,  wenn  zwischen  ihm  und  jedem 
andern  Elemente  a  von  5t  die  Relation  besteht: 

a  vor  a^. 
Gelten  die  Relationen 

a    vor  a  vor  a", 

so  sagt  man:  a  hegt  zwischen  a  und  a"  (oder:  zwischen  a"  und  a'). 
Sei  a   ein  Element,   5t'  ein  Teil   der   geordneten  Menge  5t;    gilt 
daim  für  jedes  Element  a    von  5t': 

a  vor  a, 
eo  schreiben  wir  kurz; 

a  vor  5t'    (oder:.   5t'  folgt  auf  d). 

Analog  wird  definiert:  51'  vor  a  (oder:  a  folgt  auf  5t'),  sowie:  a 
zwischen  51'  und  5t",  oder:  a  zwischen  2t'  und  a"  (zwischen  a" 
und  51'). 


*)  So  wie  die  Mächtigkeit  eine  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der 
endlichen  Kardinalzahl,  so  ist  der  Ordnungstypus  eine  Verallgemeine- 
rung des  Begriffes  der  endlichen  Ordinajlzahl.  Doch  werden  üblicherweise 
nur  sehr  spezielle  Ordnungstypen,  von  denen  noch  unten  die  Rede  sein  wird 
(§  4,  S.  18),  als  Ordinalzahlen  bezeichnet. 
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Ist  91'  vor  a,  und  gibt  es  in  "Hl  kein  Element  zwischen  91' 
und  a,  so  sagen  wir:  a  folgt  unmittelbar  auf  SU'.  Ist  a  vor  %', 
und  gibt  es  kein  Element  zwischen  a  und  21',  so  sagen  wir:  a  geht 
9('  unmittelbar  voran. 

Sind  %'  und  21"  zwei  Teile  von  21.  und  gilt  für  alle  Elemente 
rt'  von  2('  und  a"  von  2t": 

a'  vor  a", 
so  sagen  wir  auch: 

2t'  vor  2t"     (2i"  folgt  auf  2t'). 

Damit  sind  auch  Aussagen,  wie:  21'"  zwischen  2t'  und  2t"  ohne  wei- 
teres verständlich. 

Wir  definieren  die  Summe  a-{-  ß  zweier  Ordnungstypen  ^).  Seien 
21  und  23  zwei  fremde  Mengen  der  Ordnungstypen  a  und  ß.  Wir 
ordnen  die  Summe  2t  -j-  58  durch  die  Vorschriften: 

a  vor  b,  wenn  a  in  2t,  ?)  in  23; 

a    vor  a",  wenn  a'  und  a"  in  2t,  und  dort  a'  vor  a"  gilt; 

b'  vor  b",  wenn  b'  und  b"  in  58,  und  dort  &'  vor  fe"  gilt. 

Den  Ordnungstypus  der  so  geordneten  Menge  2t  -j-  95  bezeichnen  wir 
als  die  Summe  cc-\-  ß  von  a  und  ß. 
Es  ist  dann  offenbar: 

i<^  +  ß)  +  Y  =  a-h(ß  +  y), 
hingegen  ist  im  allgemeinen: 

a-\-ß^ß  +  a, 

wie  folgendes  Beispiel  zeigt:  es  gebe  in  der  Menge  2t  vom  Ordnungs- 
typus «  ein  erstes  Element,  in  der  Menge  93  vom  Ordnungstypus  ß 
nicht.  Wird  die  Menge  2t  -|-  93  nach  dem  Ordnungstypus  a-{-  ß  ge- 
ordnet, so  hat  sie  gleichfalls  ein  erstes  Element,  wird  sie  nach  dem 
Typus  ß-{-ci  geordnet,  hat  sie  kein  erstes  Element;  diese  beiden 
Ordnungen  von  21  -j-  93  sind  also  nicht  ähnlich,  ihre  Ordnungsstypen 
daher  nicht  gleich. 

Der  Ordnungstypus  der  Menge  der  natürlichen  Zahlen  in  ihrer 
natürlichen  Anordnung: 

n  vor  n'     wenn  n  <^  n', 

wird  mit  a>  bezeichnet.  Der  Ordnungstypus  dieser  selben  Menge 
in  der  umgekehrten  Anordnung: 

n  vor  n'     wenn  n'^  n, 

*)  Die  Definition  des  Produktes  und  der  Potenz  von  Ordnungstypen 
werden  wir  nicht  benötigen. 
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(oder,  was  dasselbe  heißt,  der  Ordnungstypus  der  Menge  der  nega- 
tiven ganzen  Zahlen  in  ihrer  natürlichen  Anordnung)  wird  mit  a>* 
bezeichnet.  Demnach  bezeichnet  (o*  -\-  co  den  Ordnungstypus  der 
Menge  aller  ganzen  Zahlen   in  ihrer  natürlichen  Anordnung. 

Der  Ordnungstypus  der  Menge  aller  rationalen  Zahlen  in  ihrer 
natürlichen  Anordnung: 

r  vor  r'     wenn  r  <C  r, 
wird  mit  t]  bezeichnet.     Es  gilt  der  Satz: 

Satz  I.  Ist  eine  abzählbare  Menge  so  geordnet,  daß  sie 
kein  erstes  und  kein  letztes  Element  hat,  und  daß  zwischen 
je  zweien  ihrer  Elemente  stets  mindestens  ein  Element 
liegt,  so  ist  ihr  Ordnungstypus  r]. 

Sei  in  der  Tat  91  die  gegebene  abzählbare  Menge  in  der  in 
Satz  I  geschilderten  Anordnung,  und  sei  9i  die  Menge  der  rationalen 
Zahlen  in  natürlicher  Anordnung.  Da  5(  und  9t  abzählbar -unendlich 
sind  (§  2,  Satz  VI),  können  die  Elemente  dieser  beiden  Mengen  in  der 
Form  angeschrieben  werden: 

(0)  51:     a^,  fl,^,  ...,  Ur,... 

(1)  9?:     i\,  n,,. ..,  r„,... 

Wir  definieren  durch  Induktion  eine  ähnliche  Abbildung  A  von 
9?  auf  einen  Teil  51'  von  51,  die  der  Zahl  r„  das  Element  a^,,  zu- 
ordne, vermöge  der  Festsetzungen: 

1.  Es  ist  Ovj^  Oj . 

2.  Seien  r^  <<  r^  <C  •  •  •  <C  ^„  die  n  Zahlen  r^ ,  r« , . . . ,  r„  in  ihrer 
natürlichen  Reihenfolge,  und  seien  die  Bilder  «,,^,  a,.^,...,  av„  von 
r^,  r^,  •••,»'„  bereits  definiert,  und  zwar  so,  daß  wenn  ä^  (i  =  1 ,  2 , . . . ,  n) 
das  Bild  von  r-  bedeutet,  in  51  die  Anordnung  besteht: 

äj   vor  äo   ...  vor  a^ . 

Die  Zahl  r„-ui  genügt  dann  einer  und  nur  einer  der  Unglei- 
chungen : 

r„  +  i<ri,     r^<Cr„^t<Cr^,    ...,      r„  _  i  <  r„+ i  <  r„,      r„<r„  +  i. 

Zufolge  der  Vorraussetzungen  von  Satz  I  gibt  es  in  51  gewiß  ein 
Element  a,  das  der  entsprechenden  unter  den  Relationen 

a  vor  ttj ,  (tj  vor  a  vor  a^ ,    . . . ,  ä„  _  i  vor  a  vor  a„ ,  a„  vor  a 

genügt,  und  unter  allen  dieser  betreffenden  Relation  genügenden  a 
gibt  es  eines,  das  bei  der  Schreibweise  (0)  von  51  kleinsten  Index 
hat.     Dieses  werde  für  Uy^^^  gewählt. 
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Es  leuchtet  ein,  daß  hierdurch  eine  ähnliche  Abbildung  A  von  ÜR 
auf  einen  Teil  91'  von  9t  gegeben  ist,  dessen  Elemente  sind: 

91':     rt..,,  a,,,,  ...,  ay^,  ... 

Wir  behaupten:  es  ist 

(2)  91' =91, 

und  beweisen  dies  durch  Induktion. 

Da  a,.^  =  a^,  kommt  a^  in  91'  vor.  Angenommen,  es  kommen 
Oj,  «._, ,  ...,  tty  in  91'  vor.  Wir  haben  zu  zeigen,  daß  auch  «,, +  i  in 
91'  vorkommt. 

Es  kann  n  so  groß  gewählt  werden,  daß  a^,  a„,  ...,  a,,  unter 
den  Bildern  flt,,^,  0,.^,  •••.  «.„  von  r^,  r^,  ...,  r„  vorkommen.  Kommt 
av  _L- 1  auch  unter  diesen  Bildern  vor,  so  ist  die  Behauptung  bewiesen. 
Andernfalls  schreiben  wir  die  a,,, ,  ay^,  . . . ,  Uy^  in  der  Reihenfolge 
an,  in  der  sie  in  91   vorkommen: 

flj  vor  a„   vor  . . .  vor  ä^ , 

und  bezeichnen  mit  r^  diejenige  rationale  Zahl,  deren  Bild  a^  ist;  dann 
ist  auch 

rj  <  r,  <  . . .  <  r„  . 

Für  a,.  -f  1  gilt  nun  eine  und  nur  eine  der  Relationen : 

üy  +  1  vor  äj ;  ä^  vor  ay  j^  i  vor  7i„;  . . .;  äu  —  i  vor  a,,  _^  i  vor  ä„ ;  ä„  vor  a,,  _t.  i . 

Sei  r*  unter  allen  Rationalzahlen,  die  der  entsprechenden  Un- 
gleichung: 

genügen,  diejenige,  die  in  (1)  kleinsten  Index  hat.  Man  erkennt 
unmittelbar  aus  der  Definition  der  Abbildung  J,,  daß  a,.  4.  i  das  Bild 
von  r*  ist.     Also  kommt  «,,4.1  in  jedem  Falle  in  91'  vor. 

Es  kommen  somit  alle  r<,.  in  9l'  vor,  und  (2)  ist  bewiesen.  Dem- 
nach ist  Ä  eine  ähnliche  Abbildung  von  9t  und  9(,  d.  h.  9(  hat  den 
Ordnungstypus  rj.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

§  4.    Die  wohlgeordneten  Mengen.     Die  Ordinalzahlen. 

Eine  geordnete  Menge  heißt  wohlgeordnet^),  wenn  jeder  ihrer 
(nicht  leeren)  Teile  ein  erstes  Element  hat'-).  Aus  dieser  Definition 
folgt  unmittelbar: 


^)  Auch  die  Theorie  der  wohlgeordneten  Mengen  ist  eine  Schöpfung  von 
G.  Cantor. 

^)  Dabei  ist  —  wie  immer,  wenn  nicht  anders  bemerkt  —  jeder  Teil 
einer  geordneten  Menge  so  geordnet  gedacht,  wie  die  Menge  selbst. 
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Salz  I.  Jeder  Teil  einer  wohlgeordneten  Menge  ist 
wohlgeordnet. 

Satz  II.  In  einer  wohlgeordneten  Menge  "?(  gibt  es  zu 
jedem  Elemente  a,  das  nicht  letztes  Element  von  2t  ist, 
ein  unmittelbar  folgendes. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  auf  a  folgenden  Elemente  von  91 
bildet  einen  nicht  leeren  Teil  von  S(,  und  hat  daher  ein  erstes  Ele- 
ment: es  ist  das  auf  a  unmittelbar  folgende. 

Satz  III.  Ist  )}l'  ein  Teil  der  wohlgeordneten  Menge  9t, 
und  gibt  es  in  91  ein  auf  9t'  folgendes  Element,  so  gibt  es 
in  9t  auch  ein  unmittelbar  auf  9t'  folgendes  Element. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  auf  9('  folgenden  Elemente  von  9t 
bildet  einen  nicht  leeren  Teil  von  9t,  und  hat  daher  ein  erstes  Element : 
es  ist  das  auf  91'  unmittelbar  folgende. 

Satz  IV.*)  Wird  durch  die  Abbildung  A  die  wohlgeordnete 
Menge  91  ähnlich  abgebildet  auf  einen  ihrer  Teile  91^,  und 
bildet  A  das  Element  a  von  9t  ab  auf  das  Element  a^  von 
9tj,  so  kann  nicht  a^  vor  a  sein. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre 

(1)  u^  vor  a . 

Da  auch  a^  Element  von  9t,  wird  es  durch  A  abgebildet  auf  ein 
Element  a.^,  für  das  wegen  der  Ähnlichkeit  der  Abbildung  aius  (1) 
folgt: 

(2)  a.2  vor  a^ . 

Ist  dann    a^  das  Bild  von    a.,    vermöge  A,    so    folgt  ebenso  aus  (2): 

a,  vor  a^  . 

Und  indem  man  so  weiter  schließt,  erhält  man  in  9t  einen  abzähl- 
baren Teil 

a^,  a._, ,  . . . ,  a„ .  ... 

ohne  erstes  Element,  entgegen  der  Voraussetzung,  9t  sei  wohlgeordnet. 
Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Ist  a  ein  Element,  der  wohlgeordneten  Menge  9t,  so  bezeichnen 
wir  als  den  Abschnitt  9ta  von  9t  die  Menge  aller  der  Relation 

a'  vor  a 

genügenden  Elemente  a    von  9t"-). 


*)  G.  Heseenberg,    Abh.  d.    Friessclicn   Schule.     Neue    Folge,    4.    Heft 
(1906),  539. 

*)  Ist  a  das  erste  Element  von  SU,  so  ist  Sllg  leer. 
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Satz  V.  Eine  wohlgeordnete  Menge  ist  nicht  ähnlich 
einem  ihrer  Abschnitte. 

In  der  Tat,  gäbe  es  eine  ähnliche  Abbildung  A  von  91  auf  den 
Abschnitt  %^,  so  müßte  durch  A  das  Element  a  abgebildet  werden 
auf  ein  Element  a'  von   %\^.     Es  wäre  also: 

a!  vor  a, 

entgegen  Satz  IV.  Damit  ist  Satz  V  bewiesen.  —  Es  folgt  aus  ihm 
unmittelbar: 

Satz  VI.  Zwei  verschiedene  Abschnitte  einer  wohl- 
geordneten Menge  sind  nicht  ähnlich. 

Seien  in  der  Tat  a,  a  zwei  verschiedene  Elemente  der  wohl- 
geordneten Menge  91,  etwa: 

a  vor  a. 

Dann  ist  %^  gleichzeitig  Abschnitt  der  wohlgeordneten  Menge  %a' 
und  aus  Satz  V  folgt  die  Behauptung. 

Satz  VII.  Sind  Sil  und  93  zwei  wohlgeordnete  Mengen, 
so  trifft  stets  eine  und  nur  eine  der  drei  folgenden  Mög- 
lichkeiten zu:  1.  9t  und  93  sind  ähnlich;  2.  9t  und  ein  Ab- 
schnitt von  iö  sind  ähnlich;  3.  93  und  ein  Abschnitt  von  9t 
sind  ähnlich. 

Zum  Beweise  gehen  wir  davon  aus,  daß  folgende  vier  Fälle 
eine  vollständige  Disjunktion  bilden: 

1.  Fall:  Zu  jedem  Abschnitte  9t„  gibt  es  einen  ähnlichen  93j  und 
umgekehrt. 

2.  Pall:  Zu  jedem  Abschnitte  9tg  gibt  es  einen  ähnlichen  93j, 
aber  nicht  umgekehrt. 

3.  Fall:  Zu  jedem  Abschnitte  93j  gibt  es  einen  ähnlichen  9t^, 
aber  nicht  umgekehrt, 

4.  Fall:  Es  gibt  weder  zu  jedem  Abschnitte  9t„  einen  ähnlichen 
93^,  noch  zu  jedem  Abschnitte  58^  einen  ähnlichen  91^. 

Da  es  nach  Satz  VI  zu  jedem  Abschnitte  9t^  nur  einen  ähn- 
lichen 93 j  geben  kann,  erhalten  wir  im  1.  Falle  eine  umkehrbar  ein- 
deutige Abbildung  A  von  9t  und  93,  indem  wir  jedem  Elemente  a 
von  91  dasjenige  Element  h  von  93  zuordnen,  für  das  9t^  imd  S3j 
ähnlich  werden.  Diese  Abbildung  A  ist  auch  ähnlich,  denn  seien 
a,  h  und  a',  h'  einander  vermöge  A  entsprechende  Elemente  von  91 
und  93,  und  sei: 

(*)  a'  vor  a. 

Zwischen  SS.^   und  93j   gibt   es  eine  ähnliche  Abbildung  B.    Wegen  (*) 
wird  9ta'  durch  B  auf  einen  Abschnitt  58^"  von  93j  abgebildet: 

(**)  h"  vor  h. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  2 
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Es  sind  also  9la'  und  33b"  ähnlich;  andererseits  sind  nach  An- 
nahme Sla'  und  93«,'  ähnlich.  Also  sind  33t'  und  936"  ähnlich.  Nach 
Satz  VI  ist  das  nur  möglich,  wenn  b'  =  h",    so  daß  (**)  übergeht  in: 

(***)  h'  vor  b. 

Es  folgt  also  (***)  aus  (*),  d.  h.  die  Abbildung  A  von  %  und  33  ist 
ähnlich.     Im   1 .  Falle  sind  also  '*.?(  und  58  ähnlich. 

Im  2,  Falle  gibt  es  in  33  Elemente  b,  zu  deren  Abschnitt  Sj, 
in  51  kein  ähnlicher  vorkommt.  Nach  Definition  der  wohlgeordneten 
Mengen  gibt  es  nun  unter  allen  diesen  Elementen  von  ^  ein  erstes, 
etwa  feß.  Zu  jedem  Abschnitte  von  'ii  gibt  es  nun  in  33i,o  ©i^en  ähn- 
lichen und  umgekehrt.  Nach  dem  im  1.  Falle  bewiesenen  sind  also 
51  und  ^6^  ähnlich.  Im  zweiten  Falle  ist  also  31  ähnlich  einem  Ab- 
schnitte von  33. 

Ganz  ebenso  zeigt  man,  daß  im  3.  Falle  33  ähnlich  ist  einem 
Abschnitte  von  3[. 

Der  4.  Fall  endlich  kann  nicht  eintreten;  denn  angenommen, 
er  läge  vor.  Dann  ist  in  91  ein  erstes  Element  a^  vorhanden,  zu 
dessen  Abschnitt  9(3^,  es  in  S8  keinen  ähnlichen  gibt,  und  in  33  ein 
erstes  Element  h^,  zu  dessen  Abschnitt  Sß^^  es  in  91  keinen  ähnlichen 
gibt.  Dann  aber  ist  jeder  Abschnitt  von  9la(,  ähnlich  einem  Abschnitte 
von  336o  und  jeder  Abschnitt  von  33?,„  ähnlich  einem  Abschnitte  von 
STa^.  Nach  dem  im  1.  Falle  Bewiesenen  ist  dann  auch  9(,,„  ähnlich 
SBfc^,  und  es  wäre  also  der  Abschnitt  9I„„  von  21  ähnlich  einem  Ab- 
schnitte von  $8,  entgegen  seiner  Definition.  Also  kann  der  4.  Fall 
nicht  eintreten.  • 

Damit  ist  gezeigt,  daß  immer  eine  der  drei  Möglichkeiten  von 
Satz  VII  zutrifft,  und  daß  nur  eine  zutrifft,  folgt  aus  Satz  V. 

Die  Ordnungstypen  der  wohlgeordneten  Mengen  werden  als 
Ordinalzahlen  bezeichnet.  Da  jede  geordnete  endliche  Menge 
wohlgeordnet  ist,  fallen  die  natürlichen  Ordinalzahlen  tatsächlich 
unter  diesen  Begrifft).  Da  auch  die  Menge  der  natürlichen  Zahlen 
in  ihrer  natürlichen  Anordnung  wohlgeordnet  ist,  so  ist  auch  der  in 
§  3,  S.  13  eingeführte  Ordnungstypus  co  eine  Ordinalzahl.  Gegenüber 
den  endlichen  Ordinalzahlen  heißen  die  Ordnungstypen  unendlicher 
wohlgeordneter  Mengen:  transfinite  Ordinalzahlen. 

,  Anknüpfend  an  die  drei  Möglichkeiten  von  Satz  VII  wird  zwischen 
den  Ordinalzahlen  folgende  Anordnung  festgesetzt.  Seien  «  und  ß 
die  Ordinalzahlen  der  beiden  wohlgeordneten  Mengen  9t  und  93.  Sind 


')  Auch   die  0  rechnen  wir  (als  den  Ordnungstypus   der   stets  wohlgeord- 
neten leeren  Menge)  zu  den  Ordinalzahlen. 
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%  und  93  ähnlich,    .so   ist  a  =  ß.     Ißt    ?l    ähnhch    einem    Ab.schnitte 
von  93,  Bo  schreiben  wir: 

u<iß     oder  /?  >>  a  . 

Von  den  drei  Relationen  a  =  ßy  a'^^ß,  a<^ß  trifft  dann  stets 
eine  und  nur  eine  zu,  und  aus  a<^ß,  ß<Cy  folgt  a<^y. 

Wir  sagen,  eine  Menge  von  Ordinalzahlen  sei  in  natürlicher 
Anordnung  (Reihenfolge),  falls: 

c.  vor  ß     wenn  a<^ß . 

Satz  VIII.  Ist  a  eine  Ordinalzahl,  so  ist  die  Menge 
aller  Ordinalzahlen  ß<ia  in  natürlicher  Reihenfolge  wohl- 
geordnet und  hat  den  Ordnungstypus  a. 

Sei  in  der  Tat  %  eine  Menge  vom  Ordnungstypus  a,  und  sei  93 
die  Menge  aller  Ordinalzahlen  ß<^a.  Zufolge  der  Definition  der 
Relation  ß  <^  a  gibt  es  dann  zu  jedem  ß  aus  93  ein,  und  nach 
Satz  VI  nur  ein  Element  a  in  31 ,  so  daß  der  Abschnitt  21^  den  Ord- 
nungstypus ß  hat.  Ordnen  w  ir  jeder  Zahl  ß  aus  58  dieses  Element  a 
aus  2t  zu,  so  ist  dies  eine  ähnliche  Abbildung  von  %  und  $8,  und 
Satz  VIII  i(^t  bewiesen. 

Satz  VIII  besagt,  daß  die  (endlichen  und  transfiniten)  Ordinal- 
zahlen ebenso  zum  „Numerieren"  der  Elemente  einer  wohlgeord- 
neten Menge  verwendet  werden  können,  wie  die  endlichen  Ordinal- 
zahlen zum  Numerieren  der  Elemente  einer  endlichen  Menge.  Ist 
in  der  Tat  2(  eine  wohlgeordnete  Menge  vom  Typus  a.  so  lehrt 
Satz  VIII,  daß  es  eine  ähnliche  Abbildung  von  21  auf  die  Menge 
aller  Ordinalzahlen  <^a  gibt;  d.  h.  die  Elemente  von  3t  können  be- 
zeichnet werden  mit  aß,  wo  ß  alle  Ordinalzahlen  <^  u  durchläuft, 
und  es  ist: 

Uß  vor  üß',     wenn  ß  <^ß'. 

Satz  IX.  Zu  jeder  Ordinalzahl  a  gibt  es  eine  unmittel- 
bar folgende;  es  ist  die  Ordinalzahl  <; -f- 1 . 

In  der  Tat,  die  Menge  2t  aller  Ordinalzahlen  <^r.  hat  in  natür- 
hcher  Reihenfolge  den  Ordnungstypus  a;  daher  hat,  nach  Definition 
der  Summe  von  Ordnungstypen  (§  3,  S.  13),  die  Menge  2t'  aller  Ordinal- 
zahlen <  a  in  natürlicher  Reihenfolge  den  Ordnungstypus  tt  -j-  1 , 
und  da  2t  ein  Abschnitt  von  2t'  ist,  so  ist 

r:<a-fl. 

Ist  ferner  ß  irgendeine  Ordinalzahl  <^  a  -{-  1 ,  so  gibt  es  in  2t' 
einen  Abschnitt  vom  Ordnungstypus  ß;  ein  Abschnitt  von  2t'  ist  aber 
entweder  2t  oder  ein  Abschnitt  von  2t ,  d.  h.  es  ist  entweder  ß  =  a 

2* 
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oder  ß<^ii;  es  gibt  also  keine  Ordinalzahl  zwischen  n  und  « -j- 1 . 
Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Satz  X.  Zu  jeder  Menge  91  von  Ordinalzahlen  gibt  es 
eine  unmittelbar  folgende. 

Nach  Satz  IX  muß  der  Beweis  nur  mehr  für  den  Fall  geführt 
werden,  daß  es  unter  den  Ordinalzahlen  a  von  9(  keine  größte  gibt. 

^^'i^  bilden  zu  jeder  Ordinalzahl  et  von  9t  die  Menge  91«  aller  Or- 
dinalzahlen ■<<.'.  Die  Vereinigung  aller  dieser  9la  sei  33;  sie  ist  wohl- 
geordnet M.  Sei  ß  ihr  Ordnungstypus.  Da,  für  jedes  «  aus  9t,  die 
Menge  9t«  ein  Abschnitt  von  33  ist,  und  da  91,,  den  Ordnungstypus  (X 
hat,  so  ist: 

(1)  (t<ß  für  alle  a  von   9t. 

Sei  ferner  y  irgend  eine  Ordinalzahl  <^ß.  Zufolge  Definition 
von  33  kömmt  dann  /  in  einer  der  Mengen  9ta  vor,  es  ist  also: 

(2)  y  <^  r;  für  mindestens  ein  a  aus  9t . 

Die  Ungleichungen  (l)  und  (2)  aber  zeigen,  daß  ß  die  unmittelbar 
auf  9t  folgende  Ordinalzahl  ist,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Satz  XI.  Jede  Menge  von  Ordinalzahlen  ist  (in  natür- 
licher Reihenfolge)  wohlgeordnet.  In  jeder  Menge  von  Or- 
dinalzahlen gibt  es  daher  eine  kleinste. 

Sei  in  der  Tat  9t  eine  Menge  von  Ordinalzahlen  a.  Nach  Satz  X 
gibt  es  eine  Ordinalzahl  ß,  für  die  (l)  gilt.  Nach  Satz  VIII  ist  die 
Menge  58  aller  Ordinalzahlen  <;/5  in  natüriicher  Reihenfolge  wohl- 
geordnet, und  da  9t  Teil  von  58  ist,  gilt  dies  auch  für  9t  (Satz  I). 
Damit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Satz  XII.  Ist  a  die  Ordinalzahl  einer  wohlgeordneten 
Menge  9t,  und  a'  die  Ordinalzahl  eines  Teiles  9t'  von  9t,  so 
ist  stets  ^.^^ 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre: 

a'>ß. 

Wir  bezeichnen  mit  35  die  Menge  aller  Ordinalzahlen  <^a'.   Dann  ist: 

(^)  9t'  ähnlich  95. 

Ist  95a  der  Abschnitt  des  Elementes  «  in  95,  so  gibt  es  ferner, 
weil  9t  die  Ordinalzahl  a  hat,   eine   ähnliche   Abbildung   von    9t   auf 


*)  In  der  Tat,  angenommen  sie  hätte  einen  Teil  58'  ohne  erstes  Element. 
Ist  dann  ß'  ein  Element  aus  33',  so  gäbe  es  auch  in  der  Menge  der  Ordinal- 
zahlen <  ß'  einen  Teil  ohne  erstes  Element,  entgegen  der  Tatsache  (Satz  VIII), 
daß  diese  Menge  wohlgeordnet  ist. 
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iöa,    bei    der  der  Teil  ^3t'    von  ?t   abgebildet  wird   auf   einen  Teil  S&' 

von  93«: 

C*^)  91'  ähnlich  93'. 

Aus  C^)  und  (^^)  folgt: 

5^  ähnlich  93'. 

Das  aber  ist  unmöglich,  denn  bei  einer  ähnlichen  Abbildung  von  93 
auf  $8'  müßte  wegen  93'-<93a  das  Element  a  von  93  abgebildet 
werden  auf  ein  Element  /ö<C«  von  93«,  entgegen  Satz  IV.  Damit 
i^t  Satz  XII  bewiesen. 

Die  nach  Satz  X  auf  die  Menge  der  endlichen  Ordinalzahlen 
unmittelbar  folgende  ist  offenbar  nichts  anderes  als  der  in  §  3  ein- 
geführte Ordnungstypus  co  der  Menge  der  endHchen  Ordinalzahlen 
(in  natürlicher  Reihenfolge),  es  ist  also  a>  die  kleinste  transfinite 
Ordinalzahl.  Nach  Satz  IX  lautet  die  Reihe  der  sich  unmittelbar 
anschließenden  Ordinalzahlen : 

(ü,  co-j-1,  (o  -\-2.  . . .,  co-{-n,... 

Die  nach  Satz  X  unmittelbar  auf  alle  diese  folgende  Ordinalzahl 
bezeichnet  man  mit  <x>-2,  und  allgemein  mit  o-k  die  unmittelbar  auf 

w (Ä  —  1),  oj(k—l)-\-l,...,  oj(k—l)-\-n,... 

folgende  Ordinalzahl.     Die  unmittelbar  auf 

CO,  CO-  2,  co-3,  . . .,  (o-n,  ... 

folgende  Ordinalzahl  bezeichnet  man  mit  co^  und  erkennt  nun  leicht 
die  Bedeutung  der  Ordinalzahl 

(*)  ^O''  ■  «0  -f  O/  -^  •  <^i  4-  •  •  •  +  f>  •  «k-l  +  «k' 

wo  ÖQ .  a^ ;  . . . ,  a^  endliche  Ordinalzahlen  bedeuten.  Die  auf  alle  Or- 
dinalzahlen der  Form  (*)  unmittelbar  folgende  wird  mit  co'"  be- 
zeichnet usf.  Wir  haben  es  nicht  nötig,  näher  auf  die  Theorie  der 
Bezeichnung  von  Ordinalzahlen  einzugehen. 

Wir  unterscheiden  die  Ordinalzahlen  in  isolierte  Zahlen  und 
Grenzzahlen.  Isolierte  Zahlen  sind  die  0  und  alle  diejenigen,  zu 
denen  es  eine  unmittelbar  vorangehende  gibt,  Grenzzahlen  die  übrigen. 
Isolierte  Zahlen  sind  also  alle  endlichen  Ordinalzahlen,  ferner  z.  B. 
ft>.-|- 1,  w -j- 2  usf.;  Grenzzahlen  sind:  co,  o)-2,  co',  cu"  usf.  I.st  a 
eine  isolierte  Zahl,  so  bezeichnen  wir  die  unmittelbar  vorhergehende 
mit  a  —  1. 

Da  jede  ähnliche  Abbildung  zweier  Mengen  auch  eineindeutig 
ist,  haben  zwei  Mengen  von  gleichem  Ordnungstypus  a  auch  gleiche 
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Mächtigkeit;  sie  heißt:  die  Mächtigkeit  des  Ordnungstj-^pus  ix.  Wie 
man  sieht,  ist  die  Mächtigkeit  der  Ordinalzahl  (*)  (ebenso  z.  B.  von 
CO'")  N\,.  Man  bezeichnet  die  Menge  aller  endlichen  Ordinalzahlen 
als  die  Zahlklasse  ^i!  ^i^  Menge  aller  Ordinalzahlen  der  Mächtig- 
keit Nq  als  die  Zahlklasse  3a  oder  auch  3(No)- 

Satz  XIII.  Zu  jeder  abzählbaren  Menge  31  von  Zahlen 
aus  3i  H~  3a  gibt  es  in  3i  ~l~  3i  eine  Zahl,  die  größer  ist,  als 
alle  Zahlen  von  3t. 

Da  zugleich  mit  «  auch  a-\-  1  zu  3i  4"  3-2  gehört,  bedarf  dies 
eines  Beweises  nur,  wenn  es  in  9(  keine  größte  Zahl  gibt.  Bilden 
wir  in  dem  Falle  nach  Satz  X  die  auf  alle  Zahlen  a  von  3(  un- 
mittelbar folgende  Zahl  ß;  sie  ist,  wenn  51«  die  Menge  aller  Or- 
dinalzahlen <^  a  bedeutet,  der  Ordnungstypus  der  Vereinigung  93 
aller  51«.  Nun  ist  jede  Menge  51«  abzählbar,  und  da  es  in  2t  nur 
abzählbar  viele  a  gibt,  so  ist  (§  2,  Satz  VIII)  auch  ^  abzählbar, 
d.  h.  ß  gehört  zu  3i  4"  32 '  "^^'i®  behauptet. 

Satz  XIY.  Die  Zahlklasse  32  ist  eine  nicht  abzählbare 
Menge.  Bezeichnen  wir  ihre  Mächtigkeit  mit  n^,  so  ist  dem- 
nachM : 

Ni>  Ne- 
in der  Tat,  wäre  3«  ^^^  somit  ^  auch  3i  ~l~  32  abzählbar,  so 
gäbe  es  nach  Satz  XIII  eine  Zahl  in  3i  "h  32  >  ^i^  größer  ist  als 
alle  Zahlen  von  3i  H~  32  >  ^^^  ^i'^  Widerspruch  ist.  Damit  ist 
Satz  XIV  bewiesen.  —  Wir  bemerken  noch,  daß  nach  §  2,  Satz  X 
auch  3i  -j-  32  ^i®  Mächtigkeit   n^  hat. 

Nach  Satz  X  gibt  es  eine  auf  alle  Zahlen  von  33  unmittelbar 
folgende  Zahl;  sie  wird  mit  co^^  bezeichnet.  Nach  Satz  VIII  ist  sie 
der  Ordnungstypus  von  3i  -f-  32  i^  natürlicher  Reihenfolge,  und  mit- 
hin ein  Ordnungstypus  der  Mächtigkeit  Nj.  Die  Menge  aller  Ordinal- 
zahlen der  Mächtigkeit  n^  wird  als  die  Zahlklasse  33  oder  3(Ni)  be- 
zeichnet. Die  kleinste  unter  ihnen  ist  die  Zahl  w^.  die  deshalb 
auch  die  Anfangszahl  von  3G'^'i)  lieißt. 

Satz  XV.    Es  gibt  keine  Mächtigkeit  zwischen  n^  und  n^  . 

Dies  ist  bewiesen,  wenn  wir  zeigen:  jeder  Teil  von  3i  ~l~  32  ^^^ 
entweder  die  Mächtigkeit  n^  oder  ist  abzählbar.  Nun  hat  nach 
Satz  XII  jeder  solche  Teil  5t  zum  Ordnungstypus  eine  Ordinalzahl 
<  c/jj  d.  h.  entweder  die  Ordinalzahl  o)^  —  dann  hat  5t  die  Mächtig- 
keit Nj ,  oder  eine  Ordinalzahl  aus  3i  ~\~  Q-^  —  dami  ist  5t  abzähl- 
bar.    Damit  ist  Satz  XV  bewiesen. 

»)  §  2,  Satz  IV. 
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Satz  XVI.  Bezeichnet  m«  die  Mächtigkeit  der  Ordinal- 
zahl «,  und  ist  a<.ß,  so  kann  nicht  nt«  >  nt/j  sein.^j 

Andernfalls  gäbe  es  (Satz  XI)  eine  kleinste  Ordinalzahl  ß,  unter 
deren  Vorgängern  eine  a<^ß  vorkommt,  so  daß : 

(0)  ni„>m/?. 

Es  gäbe  also  eine  eineindeutige  Abbildung  A  der  Menge  93  aller 
Ordinalzahlen  <<  ß  auf  einen  Teil  %'  der  Menge  31  aller  Ordinal- 
zahlen <;  a.  Durch  A  wird  dann  der  Abschnitt  93„  =  §1  von  33  ab- 
gebildet auf  einen  Teil  %"  von  3t'.  Nach  Satz  I  sind  31'  und  3t" 
wohlgeordnet.     Nach  Satz  XII  gilt  für  ihre  Ordnungstypen: 

(00)  a"<a'<a<^ß. 

Weil  3t'  mit  33,   3t"  mit  3t  gleichmächtig,  ist: 

nta'==m^;      nta"  =  nta-  ^ 

Also  wegen  (0): 

nia"  >*  nta' . 

Wegen  (00)  steht  dies  aber  in  Widerspruch  zur  Definition  von  ß, 
als  der  kleinsten  Ordinalzahl  mit  einem  der  Ungleichung  (0)  ge- 
nügenden Vorgänger.     Damit  ist  Satz  XVI  bewiesen. 

Sei  {tiv}  eine  Folge  von  Ordinalzahlen.     Wir  schreiben: 
lim  «v  =  «j 

V  =  00 

wenn  die  Ordinalzahl  u  folgende  Eigenschaft  hat:  ist  ß  irgendeine 
Ordinalzahl  <]  a,  so  ist: 

ß <iay<ia     für  fast  alle  v. 

Dann  gilt  der  vSatz: 

Satz  XVII.  ■  Zu  jeder  Grenzzahl  a  aus  3^  gibt  es  eine 
Folge  {ocy}.  so  daß: 

(t)  «v<l«v  +  i     und     lim  «»,  =  «. 


V  z=   X 


In  der  Tat.   die  Menge   aller   Ordinalzahlen  << «   ist  abzählbar- 
unendlich,  kann  also  in  der  Form  geschrieben  werden: 

(tt)  /5x.  /?„..•,  ^„,... 

Unter   den  Ordinalzahlen  (ft)   gibt    es   dann,    weil   a    Grenzzahl  war, 
keine  größte. 


*)  Daß  m«  ^  m/?  ist,    erkennt  man  unmittelbar;    doch  können  wir  daraus 
noch  nicht  auf  die  Unmögliclikeit  von  m«  >  mß  schließen.    Vgl.  S.  6  Fußn.  *). 
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Wir  definieren  eine  Teilfolge  {ß^  }  aus  (ft)  durch  folgende  Fest- 
setzungen: 

2.  Da  es  in  (f|)  keine  größte  Ordinalzahl  gibt,  so  gibt  es, 
wenn  ß^  gewählt  ist,  unter  den  in  (ff)  auf  ß^  folgenden  Zahlen 
solche,  die  '^  ß„  (n=l,2,...,  n,.)  sind.  Die  erste  von  ihnen 
wählen    wir  (üt  ß^ 

Wir  behaupten:  Wird  «,.  =  /3„  gesetzt,  so  leistet  die  Folge  {a^} 
das  Verlangte. 

In  der  Tat,  die  erste  Relation  (t)  ist  offenbar  erfüllt.  Was 
die  zweite  anlangt,  so  sei  ß  irgendeine  Ordinalzahl  <^  a.  Sie  kommt 
in  (tt)  vor,  etwa  als  das  Glied  ß„*.  Unter  den  Indizes  n,.  der 
Folge  {/?„  }  sind  fast  alle  >>  n*.  Sobald  aber  n,,  >  n*,  ist  zufolge 
der  Wahl  von  ß^  : 

ßn^>ßn'  =  ß- 

Also  ist  für  fast  alle  Gheder  von  {ß„J-- 

womit  auch  die  zweite  Relation  (f)  nachgewiesen  ist.  Damit  ist 
Satz  XVII  bewiesen. 

Dieselbe  Rolle,  die  in  der  natürlichen  Zahlenreihe  der  Satz  von 
der  vollständigen  Induktion  (in  der  Form  des  Schlusses  „von  n  auf 
,j_|_l«)  spielt,  spielt  in  der  Lehre  von  den  transfiniten  Ordinal- 
zahlen der  Satz  von  der  transfiniten  Induktion: 

Satz  XMII.  Eine  Aussage  A  habe  die  folgenden  Eigen- 
schaften: 

1.  Sie  gilt  für  die  Ordinalzahl  a^. 

2.  Wenn  sie  für  alle  der  Ungleichung: 

genügenden  Ordinalzahlen  ß  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  a. 

Dann   gilt    die  Aussage  A  für    alle    Ordinalzahlen  >«o. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gäbe  eine  Ordinalzahl  a*>^a^,  für 
die  ^  nicht  gilt.     In  der  Menge  aller  der  Ungleichung: 

genügenden  Ordinalzahlen  ß  gibt  es  (Satz  XI)  eine  kleinste  ß*,  für 
die  A  nicht  gilt.  Wegen  Eigenschaft  1.  von  A  ist  ß*>aQ,  und  es 
gilt  A  für  alle  der  Ungleichung: 

%<ß<ß* 
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genügenden  ß,  nicht  aber  für  ß*.  Dies  steht  in  Widerspruch  mit 
Eigenschaft  2.  von  A,  womit  Satz  XVIII  bewiesen  ist. 

Ganz  analog  beweist  man  folgenden  Zusatz  zu  Satz  XVIII: 
Satz  XIX.  Man  ersetze  in  Satz  XVIII  Bedingung  2.  durch: 
2.  Ist  «j^«(,,  und  gilt  die  Aussage  A  für  alle   der   Un- 
gleichung 

«0^/^<«<«l 

genügenden  ß,  so  gilt  sie  auch  für  a. 

Dann  gilt  die  Aussage  A  für  alle  der  Ungleichung 
ciQ-^a  <^  a^   genügen6.en  a. 

Wir   werden  gelegentlich   auch    vom    Satze  Gebrauch   machen*): 

Satz  XX.  Zu  jeder  Menge  9(  gibt  es  eine  gleichmächtige 
wohlgeordnete  Menge. 

Wir  gehen  aus  von  einer  Abbildung  der  Menge  aller  Teile  von  31 
in  die  Menge  2f,  wobei  jeder  (nicht  leere)  Teil  %  von  SU  auf  ein 
Element  von  J  abgebildet  werde;  mit  andern  Worten:  jedem  Teile  % 
von  51  sei  eines  seiner  Elemente  zugeordnet;  wir  nennen  es:  das 
ausgezeichnete  Element  von  J.  Sei  nun  a  eine  Ordinalzahl  von 
folgender  Eigenschaft  (der  ..Eigenschaft  E'^):  jedem  ß  <a  läßt  sich 
ein  Element  aß  in  31  derart  zuordnen,  daß,  wenn  die  Menge  aller  aß- 
[ß'  <C  ß)  mit  'ilß  bezeichnet  Avird  -) ,  31  —  %ß  nicht  leer,  und  aß  das 
ausgezeichnete  Element  von  31  —  3(^  ist'^). 

Ist  dann  auch  « ^  a  eine  Ordinalzahl  der  Eigenschaft  E,  wobei 
nun  der  Zahl  ß<ä  das  Element  äß  zugeordnet  sei,  so  ist  notwendig: 

(*)  aß=äß     für     ß  <a. 

In  der  Tat.  andernfalls  müßte  es  ein  kleinstes  ß  <a,  etwa  ß^^ 
geben,  für  das 

Die  Elemente  Uß  und  (iß  (ß  <  ß^  bilden  dann  dieselbe  Menge  31;?, 
(die,  falls  ß^  =  0,  die  leere  Menge  ist^.  Nach  Annahme  muß  aber  darm 
sowohl  üß^  als  üß^  das  ausgezeichnete  Element  von  31  —  31^^  sein,  ent- 
gegen (**;.  Damit  ist  (*j  bewiesen.  Die  aß  sind  also  durch  die 
Eigenschaft  E  völlig  eindeutig  bestimmt. 


')  Er  wurde  schon  von  G.  Cantor  ausgesprochen,  zuerst  bewiesen  aber 
Ton  E.  Zermelo,  Math.  Ann.  59,  (1904),  514.  Die  zahlreichen  kritischen  Be- 
trachtungen, die  über  die  logischen  Grundlagen  dieses  Beweises  angestellt 
wurden,  können  hier  unerörtert  bleiben. 

-;  Dabei  bedeute  SIq  den  leeren  Teil  von  51. 

')  Die  Zahl  0  ist  eine  Ordinalzahl  der  Eigenschaft  E,  und  zwar  ist,  da 
Äo  leer,  a^  das  ausgezeichnete  Element  von  21. 
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Unter  allen  Ordinalzahlen,  die  nicht  die  Eigenschaft  E  haben  ^), 
gibt  es  nun  (Satz  XI)  eine  kleinste  ;'.  Wir  behaupten:  die  Menge  St' 
aller  aß{ß<Cy)  ist  dann  die  Menge  9(.  Andernfalls  wäre  ja  St — St' 
ein  nicht  leerer  Teil  von  9t;  und  indem  wir  sein  ausgezeichnetes 
Element  mit  a..  bezeichnen,  sehen  wir,  daß  auch  noch  y  die  Eigen- 
schaft E  hat,  entgegen  der  Amiahme.  Also  ist  9l'  =  5t.  Da  aber 
21'  gemäß  seiner  Definition  eineindeutig  auf  die  nach  Satz  VIII 
wohlgeordnete  Menge  der  Ordinalzahlen  <^  y  abgebildet  ist,  so  ist 
Satz  XX  bewiesen. 

Bezeichnen  wir  wieder  mit  aß  das  bei  dieser  Abbildung  der 
Ordinalzahl  ß  zugeordnete  Element  von  St,  und  setzen  wir  zwischen 
den  Elementen  von  St  die  Ordnungsbeziehung  fest: 

afi  vor  ttß-     wenn     ß  <^ß' , 

so  ist  St  ähnlich  geordnet  der  Menge  aller  Ordinalzahlen  <^  y  und 
mithin  wohlgeordnet.  Wir  können  also  Satz  XX  auch  so  aus- 
sprechen: 

Satz  XXa.    Jede  Menge  St  kann    wohlgeordnet    werden^). 

Satz  XXI.  Sind  a  und  b  zwei  Mächtigkeiten,  so  trifft 
stets  eine  und  nur  eine  der  drei  Möglichkeiten  zu: 

(t)  a  =  b,     a<b,     a>\). 

In  der  Tat  sei  o  die  Mächtigkeit  von  St,  b  die  Mächtigkeit  von  95. 
Seien  St'  und  S3'  mit  St  und  ^  gleichmächtige  wohlgeordnete  Mengen 
(Satz  XX).  Ist  nicht  a  =  h,  so  sind  Sl'  und  33'  nicht  gleichmächtig, 
und  mithin  auch  nicht  ähnlich;  nach  Satz  VII  ist  also  entweder  Sl' 
ähnlich  einem  Abschnitte  von  S3',  und  dann  ist  a<C&j  oder  es  ist 
93'  ähnlich  einem  Abschnitte  von  St',  und  dann  ist  a  ^  b .  Also  trifft 
von  den  drei  Möglichkeiten  (f)  mindestens  eine  zu. 

Da  die  erste  Relation  (j)  die  beiden  anderen  zufolge  ihrer  De- 
finition (§  2,  S.  6)  ausschließt,  bleibt  nur  zu  zeigen,  daß  die  zweite  und 
dritte  Relation  sich  ausschließen.  Nun  trifft  die  zweite  zu,  wenn 
21'  und  33'  nicht  gleichmächtig,  und  St'  ähnlich  einem  Abschnitte 
von  S3'.     Für    die  Ordinalzahlen  c.    und  ß    von  St'  und  S3'  gilt   dann 

a<ß. 

*)  Es  gibt  Ordinalzahlen,  die  nicht  die  Eigenschaft  E  haben;  denn  es  ist 
jeder  Ordinalzahl  a  der  Eigenschaft  E  ein  Element  a«  von  9t  zugeordnet;  da- 
durch sind  die  Ordinalzahlen  der  Eigenschaft  E  eineindeutig  auf  einen  Teil  von 
21  abgebildet;  sie  bilden  also  eine  Menge  von  Ordinalzahlen,  und  nach  Satz  X 
gibt  es  Ordinalzahlen,  die  größer  sind  als  sie  alle. 

®)  Damit  soll  natürlich  nicht  gesagt  sein,  daß  eine  solche  VV'ohlordnung 
in  jedem  einzelnen  Falle  auch  wirklich  angegeben  werden  kann. 
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Nach  Satz  XVI  kann  daher  nicht  a^b  sein.    Damit  ist  Satz  XXI  be- 
wiesen. 

Salz  XXII.     Aus   a>5,  b>c  (oder  a>b,  b  >  c)   folgt: 

a  ;>  c. 

In  der  Tat,  seien  a,  b,  c  die  Mächtigkeiten  von  5(,  ^-8,  S.  An- 
genommen, es  wäre  a^c  Dann  gäbe  es  eine  eineindeutige  Ab- 
bildung Ä^  von  51  auf  einen  Teil  S'  von  (5.  Wegen  b>c  gibt  es 
eine  eineindeutige  Abbildung  A^  von  6  auf  einen  Teil  von  93. 
Aus  Äj^  und  A.^  ließe  sich  eine  eineindeutige  Abbildung  von  9[  auf 
einen  Teil'  von  58  zusammensetzen,  d.  h.  es  wäre  a<b,  was  nach 
Satz  XXI  in  Widerspruch  steht  zur  Annahme  a'^b.  Damit  ist 
eine  Hälfte  von  Satz  XXII  bewiesen. 

Angenommen  nun,  es  sei  a^b,  b^c.  Wäre  c>a,  so  würde 
nach  dem  schon  bewiesenen  aus  b]>c,  c>a  folgen  b^a,  was  nach 
Satz  XXI  der  Annahme  a  >  b  widerspricht.  Damit  ist  Satz  XXII 
bewiesen. 

Satz  XXIII.     Aus   a>b,  b>c   folgt: 

a  >  c. 

In  der  Tat,  wäre  c  ^  a ,  so  würde  aus  b  >  c ,  c  ^  a  nach  Satz  XXII 
folgen;   b^a,  entgegen  der  Annahme  a>b. 
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§  5.    Grenzwerte  reeller  Zahlen. 

Den  Begriff  der  reellen  Zahl  und  die  einfachsten  Lehrsätze 
über  reelle  Zahlen  setzen  wir  als  bekannt  voraus. 

Wir  fügen  zu  den  endlichen  reellen  Zahlen  noch  die  beiden 
unendlichen  Zahlen  -]-oc  und  — oo  hinzu^),  und  setzen  folgende 
Rechenregeln  fest,   in  denen  a  eine  endliche  reelle  Zahl   bedeutet: 

1.   Addition  und  Subtraktion: 

a-\-{-\-co)  =  a-\- 'X.=^-}-oc;     (-]-oo)-}-a  =  -\-<X] 
a-f-( — oo)  =  a  —  oc  =  —  oc;     ( — oo)-\-a  =  —  oo; 


*)  Diese  Erweiterung  des  Systems  der  reellen  Zahlen  durch  Hinzufügung 
„uneigentlicher"  Elemente  erweist  sich  als  für  die  Theorie  der  reellen  Funk- 
tionen zweckmäßig.  Bekanntlich  nimmt  man  in  der  Theorie  der  analytischen 
Funktionen  einer  komplexen  Veränderlichen  eine  andere  Erweiterung  vor,  in- 
dem man  dort  zu  dem  System  der  reellen  und  komplexen  Zahlen  ein  ein- 
ziges uneigentliches  Element  OO  hinzufügt. 
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a  —  (-)-oo)  =  a  —  cxj  =  —  oo;     (-j-oc)  —  a  =  -f-C!o; 

a  —  ( — oo)  =  -|-oc;  ( — oo)  —  a  =  —  oo. 

(+oo)  +  (-f  oo)=-f  cü  +  oc  =  -]-oo;    (+00)  —  (—00)  =  +  00; 
( —  00) -|-  ( — 00)  =  —  00;   ( — 00)  —  (-}-oo)=  —  00  —  oc  =  —  00. 

2.  Multiplikation: 

/  1   _N  f  +  oo.  wenn  a>0 

a  •  (4-  00)  =  (+  00)  •  a  =  < 

^  '       ^       v^     ;  l  — 00,  wenn  a<0 

,  ,       .  ,  f  — 00,  wenn  a">() 

a-(— oo)  =  (— oc)-a  =  -^ 

^  l-f-oo,  wenn  a<^0 

(+ 00)  •  (4- 00)  =  (— 00)  •  (— 00)  =  +  oc ; 

(+cc)-(— oo)  =  (— oo)-(+oo)  =  — oc. 

3.  Division: 

a  a 

-}-oo  — 00 

-f-  00       /  -)-  00  wenn  aj>0  —  00        f  —  oc  wenn  a  >>  0 
a           \  —  00  wenn  a  <^  0  a  \  -|-  00  wenn  a  <C  0 . 

Unerklärt  bleiben  (und  sind  daher  als  sinnlos  zu  betrachten)  die 
Symbole: 

(+oo)  +  (-oo);     (-oo)+(+oü);     (+oo)-(+oo);     (-oo)-(-oü). 
0-(+oo);     (4-oo)-0;     0-(— c^);     (— .-xi)-0. 

a        H-co.      —  00,      "{"OC.      H"*^.      '~^^  .      —  "^ 
Ö"'         Ö~'  Ö~'      +Ö0'     "^^öc'     "+0Ö'      — "oü' 

Weiter  wird  gesetzt: 

—  (-[-oo)  =  —  00;     — ( — 00)  =  -[-00. 
|-[-oo|  = -j-oo;      I — oo|  =  -|-'^- 
Endlich  werden  die  Anordnungsbeziehungen  festgesetzt: 

a<C-}-oc.;     — oc<^a;     — oc<^~)-oo; 
-|-oo^a;     a>  —  00;     -f-oc^  —  00. 

Das  Wort  „Zahl"  bedeutet  in  Hinkunft,  wo  nichts  anderes  bemerkt: 
reelle  Zahl,  einschließUch  -j-oo  und  — 00;  sollen  -|-oo  und  — 00 
ausgeschlossen  werden,  sagen  wir  „endliche  Zahl".  Die  Buchstaben 
a,  b  usf,  bedeuten  in  diesem  und  den  drei  nächsten  Paragraphen, 
wo  nichts  anderes  bemerkt,  beliebige  (endhche  oder  unendliche) 
reelle  Zahlen. 

Ist  a<Cb,  so  heißen  die  Mengen  aller  den  Ungleichungen: 

(1)      a<x^h;      (2)    a<.r<fc;     (3)    a<x<b;     (4)    a<x<6 

genügenden  Zahlen: 


Einleitung.     §  5.    Grenzwerte  reeller  Zahlen.  29 

1.  das  abgeschlossene  Intervall  [a,  h], 

2.  das  offene  Intervall  (a,  h), 

3.  und  4.  das  halboffene  Intervall  [a,  h)  bzw.  (a,  b]. 

Die  (immer  positive)  Zahl  h  —  a  heißt  die  Länge  jedes  dieser 
Intervalle.  Ist  sie  endlich,  so  nennen  wir  auch  das  Intervall  end- 
lich.    Bekannthch  gilt: 

Satz  I.     Jedes  Intervall  enthält  rationale  Zahlen. 

Aus  Satz  I  folgt: 

Satz  II.  Eine  Menge  Tl  zu  je  zweien  fremder  Intervalle 
ist  abzählbar. 

In  der  Tat  ordnet  man  jedem  Intervall  der  Menge  3Jl  eine  in 
ihm  enthaltene  rationale  Zahl  zu,  so  hat  man  eine  eineindeutige 
Abbildung  zwischen  9K  und  einem  Teil  der  Menge  aller  rationalen 
Zahlen,  woraus  in  Hinblick  auf  §  2,  Satz  VI  und  VII  die  Behaup- 
tung folgt. 

Sei  9t  irgendeine  geordnete  Menge.  Seien  91',  'iL"  zwei  Teile 
von  91  mit  folgenden  Eigenschaften: 

1.  9i'-f9r  =  9r. 

2.    Ist    a'  in  9t',     a"  in  91",    so  ist    a'  vor  a". 

Man  sagt  dann:  91',  9t"  bilden  einen  Schnitt^)  in  91.  Wir  nennen 
9t'  die  erste,  9t"  die  zweite  Komponente  des  Schnittes'^). 

Ist  9t  Teil  der  geordneten  Menge  9t,  so  gibt  jedes  Element  ä 
von  9t  —  9t  Anlaß  zu  einem  Schnitte  in  9t: 

(*)     91' =  Menge  aller  Elemente  von  91,  die  vor  ä;  9t"  =  9t— 9t'. 

Ist  hingegen  ä  Element  von  9t,  so  gibt  es  Anlaß  zu  zwei 
Schnitten  in  9t:  nämlich  außer  dem  Schnitte  (*),  noch  zu  dem- 
jenigen, dessen  erste  Komponente  aus  der  ersten  Komponente  des 
Schnittes  (*)  durch  Hinzufügen  des  Elementes  ä  entsteht.  In  jedem 
dieser  Fälle  sagen  wir:  der  Schnitt  wird  durch  ä  hervorgerufen. 
Bekanntlich  gilt  dann,  wenn  wir  für  9t  die  Menge  der  (natürlich 
geordneten)  reellen  Zahlen,  für  9t  aber  sei  es  die  Menge  der  (natür- 
Hch  geordneten)  ratrionalen,  sei  es  wieder  die  der  reellen  Zahlen 
wählen,  der  Satz: 


^)  Der  Begriflf  des  Schnittes  wurde  von  R.  Dedekind  zum  Ausgangs- 
punkt der  Theorie  der  reellen  Zahlen  gemacht  (Stetigkeit  und  irrationale 
Zahlen,  1872). 

^)  Bei  dieser  Definition  des  Schnittes  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  daß  eine 
Komponente  leer  sei. 
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Satz  III.  Jeder  Schnitt  in  der  Menge  der  rationalen 
(der  reellen)  Zahlen,  wird  hervorgerufen  durch  eine  reelle 
Zahl. 

Sei  ?I  eine  Menge  reeller  Zahlen.  Genügen  alle  Zahlen  x  aus  21 
der  Ungleichung 

x<a, 

80  heißt  a  eine  Oberzahl  (majorante  Zahl,  Majorante)  von  31. 
Genügen  alle  x  aus  %  der  Ungleichung 

x'^a, 

so  heißt  a  eine  Unterzahl  (minorante  Zahl,  Minorante)  von  21. 

Jede  Zahlenmenge  31  besitzt  die  Majorante  -j-  '^  >  ^^^  Minorante 
—  CO.  Eine  Zahlenmenge,  die  eine  endliche  Majorante  (Minorante) 
besitzt,  heißt  nach  oben  (nach  unten)  beschränkt;  gilt  beides,  so 
heißt  3t  beschränkt. 

Satz  IV.  Unter  allen  Majoranten  von  %  gibt  es  eine 
kleinste,  sie  heißt  die  obere  Schranke^)  von  3(.  Unter 
allen  Minoranten  von  9t  gibt  es  eine  größte,  sie  heißt  die 
untere  Schranke  von  3t. 

Sei  in  der  Tat  31"  die  Menge  aller  Majoranten  von  3t,  und  3t' 
die  Menge  aller  übrigen  Zahlen.  Dann  bilden  3t',  3t"  einen  Schnitt  in 
der  Menge  aller  reellen  Zahlen,  Die  ihn  hervorrufende  Zahl  (Satz  III) 
ist  die  kleinste  Majorante.  —  Analog  beweist  man  die  zweite  Hälfte 
von  Satz  IV. 

Wir  bezeichnen  obere  und  untere  Schranke  von  3t  mit  G  (3t) 
und  ^(3t).     Dann  ist  offenbar: 

y(2l)^(?(3l). 

Es  ist  (t(31)   völlig   charakterisiert  durch   die  beiden  Ungleichungen: 

1.  a<G(3t)     für  alle  a  aus  31. 

2.  Ist  «<(?(3t),  so  gilt: 

a'^ z     für  mindestens  ein  a  aus  31 . 

Analoges  gilt  für  y(3t). 

Unter  oberer  (unterer)  Schranke  einer  Zahlenfolge  {a„}  ver- 
stehen wir  obere  (untere)  Schranke  der  von  den  Gliedern  der  Folge 
gebildeten  Zahlenmenge. 


*)  Sie  wird  vielfach  auch  die  obere  Grenze  von  ?l  genannt..  Wir 
schließen  uns  dem  nicht  an,  weil  „obere  Grenze"  die  Übersetzung  von  „linies 
superior"  ist,  was  eine  andere  Bedeutung  hat(§  6,  S.  38).  Vgl.  zu  dieser  Termino- 
logie M.  Pasoh,  Math.  Ann.  30  (1887),  133.    Monatsh.  f.  Math.  26  (1915),  303. 
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Die  Zahl  a  heißt  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge  {a,,},  in  Zeichen: 

a  =  lim  a„ , 

»1  =  00 

wenn  folgendes  stattfindet :  Ist  p  <Ca,  so  ist 

a^^ p     für  fast  alle  n; 
ißt  q^  a,  ßo  ist 

a^<^q     für  fast  alle  n . 

In   dieser   Form    gilt    die   Definition    bei   endlichem    wie  bei    unend- 
lichem a.    Ist  a  =  -|-  oo  (=  —  oo) ,    so  reduziert  sie  sich  auf:    Es  ist 

lim  a,,  =  -|-  oc     (=  —  oo) , 

n=oo 

wenn  für  jedes  p  (für  jedes  q): 

a^^p     {a,^<iq)     für  fast  alle  n. 

Ist   a    endlich,    so    kann    die    Definition    ersetzt    werden    durch:    Ist 
fp,  q)  ein  a  enthaltendes  Intervall,  so  gilt: 

^n  ^  (P'  'i)     ^^^  ^*^^  ^^^^  ^' 
Oder:    Ist  e^O  beliebig  gegeben,  so  ist: 

\a^  —  a\<Ce     für  fast  alle  n . 

Aus    der  Definition    des    Grenzwertes    folgt    ohne    weiteres:    Ist 
a^=^  a    für   fast    alle   n ,     so    ist    auch    lim  a„  =  a .      Hat   {a„ }    den 

Grenzwert  a,     so     auch     jede    Teilfolge   {a„  },     sowie     jede     Folge, 

die  aus  {ö„}  durch  Hinzufügen  (durch  Abändern)  von  endlich  vielen 
Gliedern  entsteht.     Ist   lim aj,  =  a,    lim a''  =  a,  und  liegt  a^  für  fast 

n:=oO  »1=00 

alle  n  zwischen  a',  und  a",  so  ist  auch  lim  a^  =  a. 

»1=00 

Satz  V.     Eine    Zahlenfolge    {a„}    kann    nicht    zwei    ver- 
schiedene Grenzwerte  haben. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre: 

lim  a^  =  a';     lim  a,,  =  a";     a<C.a". 

H=:X  »1=» 

Dann  gibt  es  eine  Zahl  b,  so  daß: 

a  <^b  <ia  . 
Wegen  lim  a^  =  a'  muß  sein : 

(1)  ^n"^^       fÜ^    f^®^    *^^®    ^• 

Wegen  lim  a^  =  a"  muß  sein: 

(2)  ^n^^     für  fast  alle  n. 

Da  (1)  und  (2)  sich  widersprechen,  ist  Satz  V  bewiesen. 
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Die  bekannten  Beweise  der  folgenden  Sätze  können  wir  wohl 
übergehen: 

Satz  VI.  Aus  lim a„  =  a,  und  a^^b  für  fast  alle  n,  folgt 
a<h. 

Satz  VII.     Aus   lim  a„  =  a   folgt: 

Iim(— flj  =  — a;     lim|a„|  =  [a|. 

11=:  X  n=QO 

Satz  VIII.  Aus  hma^  =  a;  limb^  =  &  folgt  jede  der 
Relationen: 

Um (a„ -4- fcj  =  a  4-6;      lim(a„  —  fe„)  =  a  —  6; 

n=»  n=ao 

lima^h^  =  ab',  lim^  =  |-. 

vorausgesetzt,    daß    ihre    rechte    Seite    sowie    jedes    Glied 
ihrer  linken  Seite  einen  Sinn  hat.   - 

Eine  Zahlenfolge,  die  einen  Grenzwert  besitzt,  nennen  wir  kon- 
vergent; ist  insbesondere  ihr  Grenzwert  endlich,  so  nennen  wir 
sie  eigentlich  konvergent;  eine  nicht  konvergente  Zahlenfolge 
nennen  wir  auch  oszillierend^). 

Die  Folge  {a^}  heißt  monoton  wachsend,  wenn: 
a^  ,  ,  >a„     für  alle  n; 

Ti  "t"  1  — —     n 

sie  heißt  stets  wachsend^),  wenn: 

cin-i-i^  (i„     für  alle  n; 
sie  heißt  monoton  (bzw.  stets)  abnehmend,  wenn: 

«n  +  i^«n     (bz^-«n  +  i<0     für  allen. 
Satz  IX.     Jede   monotone  Zahlenfolge   {a„}    ist    konver- 
gent,   und   zwar  ist   lima^   die   obere   oder   untere   Schranke 

n=  00 

von  {a^}',   je  nachdem   {a^}   monoton   wächst   oder   abnimmt. 
Sei  in  der  Tat  {a„}  etwa  monoton  wachsend,   und  a  die  obere 
Schranke  von  {«„}.     Dann  ist 

(l)   *  '^n^^      ^^^   ^^^®   "' 

und,  wenn  q<^a,  gibt  es  mindestens  ein  Wq,  so  daß: 

an,>q- 

*)  Diese  Terminologie  weicht  von  der  gewöhnlichen  ab,  die  nur  Folgen 
mit  endlichem  Grenzwert  konvergent,  Folgen  mit  unendlichem  Grenzwert 
und  oszillierende  Folgen  divergent  nennt. 

■")  Nach  C.  Carath6odory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  149. 
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Weil  {a„}  monoton  wachsend,  ist  also  auch: 

(2)  <*n^2     ^^'     w>?Jq,     d.h.  für  fast  alle  n. 

Aus  (l)  und  (2)  aber  folgt: 

lim  a^  =  a, 

und  Satz  IX  ist  bewiesen. 

Satz  X.  Zu  jeder  Zahl  a  H= — oo  gibt  es  eine  stets 
wachsende,  zu  jeder  Zahl  a=^-\-oo  gibt  es  eine  stets  ab- 
nehmende Folge  rationaler  Zahlen  {r„},  so  daß: 

a  =  limr„. 

In  der  Tat,  ist  a  =  -|-oo,  so  setze  man  r^  =  nt  ist  a  =  —  oo, 
so  setze  man  r„  =  —  n.  Wir  haben  uns  also  nur  mehr  mit  end- 
lichem a  zu  befassen.     Nach  Satz  I  gibt   es  für  jedes  n  in     a , 

in 

a r— r     ßi^^  rationales  r  ,  in  \a-\ t-^ ,   a-\--\  ein  rationales  /„ . 

Dann  ist: 

lim  r^  =  a;     r„  <  Vn+ü     Hm  /„  =  a;     rn>r'r,  +  i. 

n=ao  n=oo 

Damit  ist  Satz  X  bewiesen. 

Wir  nennen  eine  Folge  von  Intervallen  [«„.  &„]^)  einge- 
schachtelt, wenn: 

«n  +  i^«n'     ^  +  1^^     für  alle  n. 
Satz  XI.      Der    Durchschnitt     einer     eingeschachtelten 
Folge    von    Intervallen     [«„,&„]    ist  niemals   leer^).     Er   be- 
steht, wenn 
(0)  lim  a„  =  lim  h^ , 

n^ao  »1=  00 

aus  der  einzigen  Zahl  (0),  sonst  aus  dem  Intervall  [a,  b],  wo 
a  =  liina„,     b  =  limb^. 

In  der  Tat,  die  Folge  {a„}  ist  monoton  wachsend,  {&^}  monoton 
abnehmend,  also  existieren  die  Grenzwerte  (Satz  IX) 

(00)  lim  a„  =  a;     lim&^  =  &, 

n=»  n=ao 

und  es  ist: 

(000)  «n^^^^^^n       fÜ^    ^11^    ^^^ 


^)  Ebenfalls  von  Intervallen  (a„,  6„),   [a„,  b„),  (an,  b„]. 
*)  Für  Intervalle  (a„,  b„)  gilt  dies  nicht;  Beispiel:  die  Intervalle  (0,  - ) . 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  3 
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Aus  (00)  und  (000)  entnimmt  man:    Der    Durchschnitt  der  [a„,  &,,] 
ist  die  Menge  aller  der  Ungleichung 

a<a;<  & 

genügenden   Zahlen  x.    Das   ist    das    Intervall    [a,h],    wenn    6>>a, 
andernfalls  die   einzige   Zahl  b  =  a.     Damit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Es  möge  hier  noch  der  Begriff  der  k-i&ch.  unendlichen  Zahlen- 
folge und  des  Jfc- fachen  Grenzwertes  Platz  finden.  Wie  eine  ein- 
fache Zahlenfolge  {a„}  durch  eine  Abbildung  der  Menge  der  natür- 
lichen Zahlen  in  die  Menge  der  reellen  Zahlen,  so  entsteht  eine 
jfc-fach  unendliche  Folge  {am.n»,...,  n^}  durch  eine  Abbildung  der 
Menge  aller  ifc-gliedrigen  Folgen  n^^,  n^,  .. .,  rij.  natürlicher  Zahlen 
in  die  Menge  der  reeller^  Zahlen.  Nach  §  2  Satz  IX  ist  die  Menge 
aller  Glieder  einer  ^-fach  unendlichen  Folge  abzählbar. 

Wir  nennen  die  Zahl  a  den  Ä;-fachen  Grenzwert  von  {a„^,  „ „^}  : 

a=  lim  öni,  ti,,...,tifc, 

wenn  zu  jedem  p<Ca  solche  Indizes  n^ ,  n^' ,  . . . ,  n^  gehören,  daß: 
an,,n, ».k>P     ^"^     ^i>n/,  ...,  w^>n^', 

und  zu  jedem  g^a  solche  Indizes  n^',n^', >  *^fc">  ^^^'• 

«n, , «, "k  <  3     für     Wj  >  w/',  . . . ,  n^  >  n^' . 

Für  Ä;- fache  Grenzwerte  gelten  Sätze,  die  den  Sätzen  V  bis  VIII 
völlig  analog  sind. 

Eine  ä:- fache  Folge.,  die  einen  /r- fachen  Grenzwert  besitzt,  heißt 
konvergent,  und  zwar  eigentlich  konvergent,  wenn  dieser  Grenz- 
wert endlich  ist. 

Eine  bekannte  Anwendung  findet  die  Lehre  von  den  (einfachen 
und  mehrfachen)  Grenzwerten  in  der  Theorie  der  (einfach-  und  mehr- 
fach-) unendlichen  Reihen:  Aus  der  Folge  {a,j}  leiten  wir  eine  neu^ 
Folge  {5^}  her  durch  die  Vorschrift: 

Ist  {«„}  konvergent  (eigentlich  konvergent): 

lim5„=5, 

W=ao 

so  schreiben   wir: 

CO 

«1  +  «2 -f- •••  H- «„  +  •••  =  ^«„=  «> 
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und  sagen,  die  linksstehende  unendliche  Reihe  sei  konvergent^)  (eigent- 
lich konvergent);  die  Zahl  6'  heißt  ihre  Summe,  die  Zahl  s^  ihre 
n-te  Teilsumme. 

Aus  der  ä- fachen  Folge  {an,,  »i«,  ...,  «*}  ^^'^^'^  ebenso  eine  ä -fache 
Folge  {s„,,  n, nt)  hergeleitet  durch: 

Ist  {s,,,,  „„  ...,„  }  konvergent  (eigentlich  konvergent): 

lim  5„,,  n,,  ....  «i  =■?, 

«1=00 n^  =  OD 

so  schreiben  wir: 

00 
Vi,     Vj,    ...,   V;t    =^ 

und  nennen  wieder  die  Ä-fach  unendliche  Reihe  links  konvergent 
(eigentlich  konvergent),  die  Zahl  s  ihre  Summe»)  die  Zahlen  s„j,„j,..  ,„^ 
ihre  Teilsummen. 


§  6.   Häufungswerte  reeller  Zahlen. 

Die  Zahl  a  heißt  ein  Häuf ungs wert  der  Zahlermienge  2f,  wenn 
es  in  %  einen  abzählbaren  Teil  a^,  Cj,  ...,  a^,  ...  gibt,  so  daß: 

Um  a^=a, 

n=oo 

sie    heißt    ein    Häufungswert    der     Zahlenfolge'^)  {a^},     wenn    es    in 
{a,,}  eine  Teilfolge  {a,,  }  gibt,  so  daß: 

lima„  =a. 

"v 

v=ao 

Aus  dieser  Definition  folgt  sofort,  daß  jeder  Häufungswert 
eines  Teiles  von  %  (einer  Teilfolge  von  { a„ })  auch  Häufungswert 
von   5(  (von  {a,,})  ist. 

Satz  I.  Damit  a  Häufungswert  von  %  (von  {a„})  sei,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß,  sei  es  zu  jedem  Intervalle 


^)  Dies  weicht  von  der  üblichen  Terminologie  in  derselben  Weise  ab,  wie 
für  die  Zahlenfolgen.    Vgl.  S.  32,  Fußn.  ^). 

'')  Sind  unendlich  viele  an=a,  so  ist  a  Häufungswert  von  {fln},  nicht 
aber  notwendig  Häufungswert  der  von  den  a„  gebildeten  Zahlenmenge  (die, 
wenn  z.  B.  alle  a,,^  a  sind,  nur  aus  der  Zahl  a  be.steht,  und  demnach  keinen 
Häufungswert  hatj. 

3* 
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{p,  a]  ,  sei  es  zu  jedem  Intervalle  [a,  q),  unendlich  viele 
Zahlen  von  ?I  (unendlich  viele  Glieder  von  {«„})  gehören^). 

Die  Bedingung  ist  notwendig,  denn  ist  a  Häufungswert  von 
21,    80    gibt    es    in  ?(  einen  abzählbaren  Teil  a^,  a^',  ..,,  a^',  ...,  so 

daß 

lim  a,/=a. 

Dann  gilt,  wenn  p<ia: 

a^''^p     für  fast  alle  «; 
wemi  2  ^  a: 

a^'<^q     für  fast  alle  n.  • 

Gibt  es  also  ein  Intervall  (p,  a],  das  nur  endlich  viele  aj  ent- 
hält (oder  gibt  es  kein  Intervall  (p,  a]),  so  muß  jedes  Intervall 
[a,  q)  unendlich  viele  aj  enthalten,  womit  die  Behauptung  be- 
wiesen ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  es 
enthalte  etwa  jedes  Intervall  (p,  a]  unendlich  viele  Zahlen  aus  31*). 
Sei  { j;„  }  eine  stets  wachsende  Zahlenfolge  mit: 

(0)  lim p^^=a    {p„<a). 

Dann  gibt  es  in  (p^,  a)  einen  Punkt  a/  von  21,  im  Durch- 
schnitt von  (a^'j  a)  und  (j)»,  a)  gibt  es  einen  Punkt  a,,'  von  21,  all- 
gemein, wenn  an—i<Ca  gebildet  ist,  gibt  es  im  Durchschnitte  von 
{an-i,a)  und  (jj^,  a)  einen  Punkt  aV  von  2t.     Aus  (0)  folgt: 

lim  a/=  a, 

n=oo 

also  ist  a  Häufungspunkt  von  2t,  und  Satz  I  ist  (für  Zahlenmengen) 
bewiesen.     Analog  verläuft  der  Beweis  für  Zahlenfolgen. 

Satz  II.  Jede  unendliche  Zahlenmenge  (Zahlenfolge) 
besitzt   mindestens  einen  Häufungswert. 

Es  genügt,  den  Beweis  für  Zahlenfolgen  zu  führen.  Denn  jede 
imendHche  Zahlenmenge  2t  besitzt  (§  2,  Satz  III)  einen  abzählbar- 
unendlichen  Teil  aj,  a^,  ...,  a„,  ...;  und  dann  ist  (da  diese  a„  alle 
untereinander  verschieden  sind)  jeder  Häufungswert  von  {a„}  auch 
ein  Häufungswert  von  2t. 


^)  Ist  a  =  -\-oo,  gibt  es  keine  Intervalle  [a,  q);  ist  a  =  —  OO,  gibt  es 
keine  Intervalle  (p,  a],  so  daß  im  ersten  (zweiten)  Falle  unsere  Bedingimg 
besagt:  Jedes  Intervall  {p,  +00]  (jedes  Intervall  [ — oo,  q))  enthält  mi- 
endlich  viele  Zahlen  aus  2t.  Ist  a  endlich,  so  besagt  unsere  Bedingung:  jedes  a 
enthaltende  Intervall  (p,  q)  enthält  unendlich  viele  Zahlen  aus  81. 

^)  Wie  der  Beweis  zeigt,  genügt  es  zu  wissen,  daß  jedes  Intervall  (p,  a) 
mindeetens  eine  Zahl  aus  21  enthält. 


-  Einleitung.     §  6.    Häufungsworte  reeller  Zahlen.  37 

Sei  also  eine  unendliche  Zahlenfolge  {«„}  gegeben.  Ist  -j-*^ 
oder  — oo  Häufungswert  von  {a,J,  so  ist  die  Behauptung  richtig. 
Andernfalls  gibt  es  ein  Intervall  (p,  -\-(x>]  und  ein  Intervall 
[ — CO,  q),  deren  jedes  nur  endlich  viele  a,,  enthält.  Dann  aber 
müssen  zu  [q,  p]  unendlich  viele  a,,  gehören.  Da  [q,  p]  Ver- 
einigung endlich  vieler  Intervalle  der  Länge  1  ist,  gibt  es  in 
[q,  p]  ein  Teilintervall  [q^,  p^]  der  Länge  1,  das  gleichfalls  unend- 
lich viele  a,,  enthält,  ebejiso  in  [q^,  Pj]  ein  Teilintervall  [q^,  p^] 
der  Länge  },  das  unendlich  viele  a,^  enthält,  und  indem  man  so 
weiter    schließt,  kommt  man  zu   einer    eingeschachtelten    Folge    von 

Intervallen  [q^ ,  p,,],  deren  jedes  die  Länge  -  hat  und  unendlich  viele 

a„    enthält.      Nach    §  5,    Satz    XI    gibt    es    eine    allen    [q^,  p,.]    an- 
gehörende   Zahl  a.    Wir  behaupten:  sie  ist  Häufungswert    von  {a,,}. 
Zufolge  Satz  I(Fußn.  ^))  genügt  es  zu  zeigen:  Zu  jedem  a  enthalten- 
den Intervalle  (x',  x")  gehören    unendlich  viele  a^^ .     Da   nun  [q^ ,  py  ] 

die  Länge  -  hat  und  a  enthält,   liegen   fast  alle  [qy ,  pv]  in  (x',   x"). 

Und  da  jedes  [q^,  py'\  unendlich  viele  a,,  enthält,  ist  die  Behaup- 
tung und  damit  Satz  H  bewiesen. 

Aus  Satz  n  folgt  unmittelbar: 

Satz  in.  Gibt  es  in  [p,q]  keinen  Häufungswert  von  2t  (von 
{a„}),  80  gibt  es  in  [p,  q]  nur  endlich  viele  Zahlen  von  51 
(Glieder  von  {a„}). 

In  der  Tat,  andernfalls  gäbe  es  in  [p,  q^  einen  unendlichen 
Teil  %'  von  %  Nach  Satz  II  hätte  %'  einen,  offenbar  gleichfalls  zu 
[p^  s]  gehörigen  Häufungswert,  der  auch  Häuf ungs wert  von  51  wäre, 
entgegen  der  Annahme. 

Satz  IV.  Unter  den  Häufungswerten  einer  unendlichen 
Zahlenmenge  (Zahlenfolge)  gibt  es  einen  größten  und  einen 
kleinsten. 

Sei  in  der  Tat  5t^  die  Menge  aller  Häufimgswerte  der  unend- 
Hchen  Zahlenmenge  51.  Wir  bezeichnen  die  obere  Schranke  von  5t ^ 
mit  G,  und  zeigen:  G  ist  Häuf  ungs  wert  von  5t. 

Angenommen  G  wäre  nicht  Häufungswert  von  5t,  gehörte  also 
nicht  zu  5t^.  Da  G  obere  Schranke  von  5t^,  muß  dann  zu  jedem 
Intervalle-  (p,  G)  eine  Zahl  von  5t\  d.  h.  ein  Häufungswert  von  5t 
gehören;  dann  aber  enthält  jedes  Intervall  (p,  G)  unendlich  viele 
Zahlen  aus  5t,  und  es  ist  G  Häufungswert  von  5t,  entgegen  der  An- 
nahme. 

Die  Annahme,  G  sei  nicht  Häufungswert  von  5t,  führt  also 
zu  einem  Widerspruche,    d.  h.  G  ist  Häufungswert   von  5t,    und    als 
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obere  Schranke  von  91^  dann    notwendig   der    größte  Häufungswert 
von  9(. 

Ebenso  zeigt  man,  daß  die  untere  Schranke  von  9(^  der  kleinste 
Häufungswert  von  ?(  ist,  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Größter  und  kleinster  Häufungswert  von  91  (von  {</„})  werden 
als  Limes  superior  und  inferior  von  91  (von  {«„})  bezeichnet,  in 
Symbolen: 

lim  $1,  lim  21;     lim«  ,  lima  . 

Sie  heißen  auch  die  Hauptlimiten  von  21  (von  {a„}). 

Der  Limes  superior  ist  völlig  charakterisiert  durch  die  beiden 
Ungleichungen^)  (Analoges  gilt  für  den  Limes  inferior): 

1.  Ist  q'^lima^^,  so  ist: 

2.  Ist  p  <C  lim  rt^j ,  80  ist: 

n  =  ao 

(**)  <*„^i>     für  unendlich  viele  a^. 

Aus  der  Definition  der  Hauptlimiten  folgt  unmittelbar: 

/*  *\  Um^a,,  ^lima„. 

^  *  '  »1=«.  "=« 

(  *  )  "  lim(-aj  =  — m^a„. 

Die  Hauptlimiten  von  Zahlenfolgen  sind  einer  Darstellung  fähig, 
die  bei  Vergleich  mit  §  1,  Satz  IV  und  V  die  Analogie  dieser  Be- 
griffsbildung mit  dem  Begriffe  der  oberen  und  unteren  Gemeinschafts- 
grenze einer  Mengenfolge  deutlich  hervortreten  läßt: 

Safa  V.    Seien  ä„  und  a.  obere  und   untere  Schranke  der 

n  — n 

Folge: 

(1)  «n,  «B  +  1,  ......n  +  v,  ... 

Dann  ist: 

(2)  lim  a„  =  lim  a^^ ;     lim  a„  =  lim  a„ . 

Um  etwa  die  erste  dieser  Formeln  zu  beweisen,  bemerken  wir, 
daß  {ä„}  monoton  abnimmt,  also  nach  §5  Satz  IX  konvergent  ist; 
etwa: 

(3)  limä„=ä. 


')  Wir  schreiben  sie  nur  für  eine  Folge  {a»}   auf;  für  eine  Menge  91  gilt 
dasselbe. 
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Um  nachzuweisen,  daß 

(4)  a  =  lima„, 

n=  » 

haben  v^'ir  zu  zeigen,  daß  a  die  beiden  charakteristischen  Eigen- 
schaften (*)  und  (**)  besitzt.     Sei  also  2>-ä,  dann  ist  wegen  (3): 

ä^<^q     für  fast  alle  n, 
daher  um  so  mehr: 

a„  <^  q     für  fast  alle  n , 

und  (*)  ist  nachgewiesen.  Ist  andrerseits  j;  <;  ö ,  so  ist  (weil  (ä^} 
monoton  abnimmt): 

ä„>ä>l>     für  alle  n, 

und  da  ü,,  obere  Schranke  der  Zahlen  (1).  gibt  es  unter  diesen  eine 

Da  dies  für  jedes  n  gilt,  so  ist  also: 

für  unendlich  viele  Werte  n  von  n  erfüllt,  und  es  ist  auch  (**)  be- 
wiesen. Damit  ist  auch  (4)  und  also  auch  die  erste  Beziehung  (2) 
nachgewiesen.     Analog  beweist  man  die  zweite. 

Satz  Tl.     Seien  ä„,  ^  und  a^^,  j.  größte  und    kleinste    unter 
den  Zahlen: 

«n'   «n^i'   •••'   «,,  +  f 
Dann  ist: 

(5)  lim  a,j  =  lim  (lim  ä,, ,  ^ ;     lim  a„  =  lim  (lim %,  j). 

n=x  n=x  fc=  X  n=  X  ti=x  k=  x 

In   der  Tat,  da  die  Folge    ä,,.j,    ä^,2,    ...,    «„,  fc,  ••.    monoton 
wächst,  ist  sie  nach  §  5,  Satz  IX  konvergent,  etwa: 

(6)  limä„,  ^=a*     und     a„.^.<a*. 

it=ao 

Hat  ä„  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Satz  V,  so  ist: 

ä„.  fe^a„     für  alle  k, 
daher  wegen  (6)  auch: 

iV  «n^  an- 

wäre nun  fl*<Ca„>  so  gäbe  es  ein  p: 

(8)  a:<p<ä„, 

und  wegen  (6)  wäre: 

d.  h,  alle  Zahlen  (1)  wären  <^p,  im  Widerspruche  damit,  daß  nach  (8j 
ihre    obere    Schranke  ä^'^p  ist.     Also   gilt    in  (7)  das  =  -Zeichen: 


40  I^ie  reellen  Zahlen. 

a*  =  ö„.  Setzt  man  dies  unter  Beachtung  von  (6)  in  (2)  ein,  so 
erhält  man  die  erste  Gleichung  (5),  und  analog  beweist  man  die 
zweite. 

Satz  VII.  Für  die  Hauptlimiten  von  Summen  (Produkten) 
gelten  die  Ungleichungen  (vorausgesetzt,  daß  die  darin 
auftretenden  Ausdrücke  einen  Sinn  haben): 


(♦)  lim  a„+  lim  fc„  <  lim  (a„+  fc  J  <  lim  a„-[-  lim  &„; 

_j^  n=<s  n=oo  n=ao  n=oo 

(**)  lim  a„  +  lim  &^,  ^  1^(«„  +  ^,.)  ^  1"^  <^n  "h  ^i"^  ^n ' 

n=oo  n=«)  n=«  n=oo  n--oo 

ferner  wenn  a>0,  6„>0: 

(♦**)  lim  a„  •  lim  &„  <  lim  a^  6„  <  lim  a,,  &„  <  lim  a„  •  lim  b^ 


n=ao         n=oo  n=oo 


n=ao  n=eo  w=  30 


Es  \\-ird  genügen,  die  Ungleichung  (*)  zu  beweisen.    Um  zunächst 
ihre  rechte  Hälfte  zu  beweisen,  haben  wir  zu  zeigen:  ist 

(1)  2r>lima„+lim&„, 
80  ist: 

(2)  *n~h^n<^^       ^^^    ^^*    ^^^^    **• 

In   der   Tat,    genügt  z  der  Ungleichung  (1),    so    gibt   es  z'  und   z", 
so  daß: 

/>ii^a„;     /'>&&„;     /-f/'<z. 

n=oo  n=ao 

Dann  aber  ist 

a,,<;/     und     h^<^z"     für  fast  alle  n. 

Damit  aber  ist  (2)  bewiesen. 

Um  die  linke  Hälfte  von  (*)  zu  beweisen,  haben  wir  zu  zeigen:  Ist 

(3)  .  z<lima^-f-lim&^, 

n=(x>  "=*  • 

80  ist: 

(4)  ^n~\~^n^ ^     ^^^  unendlich  viele  n. 

In  der  Tat,  genügt  z  der  Ungleichung  (3),  so  gibt  es  z  und  /',  so  daß : 

/<lima„;     ^"<lim&„;     nf^z^'y-z. 
Dann  ist: 

a^>/     für  fast  alle  n;         ^„!>^"     ^^r  unendlich  viele  n, 
womit  (4)  bewiesen  ist. 


Einleitung.     §  6.    Häufungswerte  reeller  Zahlen.  41 

Satz  VIII.  Damit  die  Folge  {a,,}  konvergent  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  sie  nur  einen  Häufungswert 
besitzt,  oder  —  was  dasselbe  heißt  —  daß: 

lim  a„  =  lim  a„ . 

Die  Bedingimg  ist  notwendig.    Sei  in  der  Tat  die  Folge  {«„} 
konvergent : 
(+)  lim  a„  =  a. 

Ist    dann  a'    ein  Häufungswert    von  {u^^},    so    gibt   es    in  {a„}  eine 
Teilfolge   {a„  },  so  daß: 

lim  a     =  a' . 

"v 
V  =  <x> 

Aus  (t)  aber  folgt: 

lim  a„  =a. 


>>=  CO 


Also  ist  für  jeden  Häufungswert  a'  von  {«„}: 

a'  =  a. 
Die  Bedingung  ist  hinreichend.      Sei  in  der  Tat: 
lim  a„  =  lim  a^^  =  a, 

Ist  p<^a,  so  gilt  dann: 

(tt)  ^n^P    ^^    ^^**    ^^1®    ^*» 

ist  q^  a,  so  gilt: 

(ttt)  ^n'^1  ^"^  ^^*  ^^®  '"■'' 

die  Ungleichungen  (tt)  und  (ttt)  ^^er  besagen:  es  gilt  (t),  d.h.  {a„} 

ist  konvergent.     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 

W^ir  beweisen  nun  die  bekannte  Cauchysche  Bedingung  für 
eigentliche  Konvergenz  einer  Zahlenfolge. 

Satz  IX.  Damit  die  Folge  endlicher  Zahlen  {a,,}  eigent- 
lich konvergent  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
es  zu  jedem  e>0  ein  Wogi.bt,  so  daß^): 

(*)  I  dn'  —  an"  |<  e     für  n  >  n^ ,  n"  ^  % . 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  denn  ist 

lim  a^  =  a     (a  endlich) , 


so  gehören  fast  aUe  a^  zu  [a  —  ^  >  '"^  H~  2) '  ''^'®^*  (*)  nachgewiesen  ist. 

*)  Die  Bedingung  (*)  ist  gleichbedeutend  mit: 

,       lim         (a„'  — a„")  =  0. 
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Die  Bedingung  ist  hinreichend;  denn  ist  sie  erfüllt,  so  ist: 

an,  — €<a„<fl„„  +  £     für  n^rif^, 

so  daß  die  Folge  {o^}  jedenfalls  keinen  unendlichen  Grenzwert 
hat.  Wäre  sie  andererseits  überhaupt  nicht  konvergent,  so  gäbe  es 
(Satz  VIII)  /  und  z" .  so  daß: 

lim  a„  «<  ^^'  <C  ^"  <C  l"ii  «n  j 

und  es  wäre 

a,,' <iz'     für  unendlich  viele  n, 

an"^z"  für  unendlich  viele  n" . 

Wenn  0<ie  <Cz"  —  z  ,  wäre  also 

fl»" — «n'^fi  für  unendlich  viele  n,  n", 

entgegen  der  Annahme  (*).  Die  Folge  {öi„}  ist  also  weder  oszillierend, 
noch  hat  sie  einen  unendlichen  Grenzwert;  also  ist  sie  eigentlich 
konvergent.     Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Satz  X.  Damit  die  Folge  endlicher  Zahlen  {a„}  eigent- 
lich konvergent  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
es  zu  jedem  e  >•  0  ein  n^  gibt,  so  daß: 

I  a„  —  an J  <  e     für  n  >  «q. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     Dies  ist  in  Satz  IX  enthalten. 
Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  ist  sie  erfüllt,  so  gibt 

es  zu  X  ein  Hq,  so  daß: 

I  a„'  —  a„,  |<  - ,     '  a„ ««» l<  g     ^^^  ^''  =  "o-  »»"  ^  %' 

und  mithin: 

i  a„ a„"  '  <  e     für  n  >  n^ ,  n"  >  n  „; 

dies  aber  ist  die  Bedingung  von  Satz  IX. 

Wir  definieren  noch  die  Hauptlimiten  von  A-fach  unendlichen 
Folgen,  und  zwar  in  Anlehnung  an  'die  charakteristischen  Eigen- 
schaften (*),  (**)  S.  38  der  Hauptlimiten  von  Folgen  {«„}.  Sei 
{a,,,.  „j.  ....  n*}  eii^e  Ä:-fach  imendliche  Folge.  Wir  nehmen  einen 
Schnitt  3tj  -f-  %  in  der  Menge  der  reellen  Zahlen  vor,  indem  wir  in 
2(j  alle  Zahlen  z  aufnehmen ,  zu  denen  es  Indizes  7i\ ,  »^ ,  . . . ,  ni 
gibt,  derart  daß: 

a„,.  «, r,,>z     für  «1  >  n\ ,  n.,  >  n!_, ,  . . . ,  ^^  >  »1  • 

Die  diesen  Schnitt  hervorrufende  Zahl  (§  5,  Satz  III)  bezeichnen 
wir  mit: 
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lim 


"'»i.    "2 "* 


Nehmen  wir  hingegen  in  ^t.^  alle  z  auf,    zu  denen  es  Indizes  ?//,  u'^, 
. . .,  n'i,  gibt,  so  daß: 

«n„  nj,  ..  .  ,  nt  <  2:       für    W^  ^  «'/ ,    W,  >  «^  ,    •  •  •  ,    W,.  ^  Wfc', 

so  bezeichnen  wir  die  den  Schnitt  SIj -j- St«  hervorrufende  Zahl  mit: 

lim  a„j,  „^ „^ . 

«1=^00  ..  .,    n;t  =  ^ 

In  Analogie  zu  Satz  VIII  gilt  dann: 

Satz  XI.     Damit    die  Folge  {a„,,„2 „^ }  konvergent    sei, 

ist  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

(t)  1^  ««,,n« n*  =  lim  a„j,„,,  ...,„^. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     Denn    ist    sie   nicht   erfüllt,    so 
gibt  es  /  und  /',  so  daß: 

lim  flf.1 n^<2'<2'"<  lim  «ni,..,n^. 

m  =  c» , . . . ,  «j.  -  X  m  =  »,...,  n^.  =  » 

Wie  immer  auch  n^,  rig,  ...,  n^  vorgeschrieben  sein  mögen,   gibt  es 
dann  Indizes: 


w/^rij,  ...,  n\>nj^     und     n'l>ni,  ...,  n^'^^, 
so  daß: 

es  kann  also  {a„j,  n,,  ....  «*}  keinen  Grenzwert  >>0'  und  keinen  Grenz- 
wert <C  ^" ,  also  wegen  /  <^  z"  überhaupt  keinen  Grenzwert  haben. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  nennen  wir  den  ge- 
meinsamen Wert  (t)  der  Hauptlimiten:  a,  so  gibt  es  nun  zu  jedem 
p  <ia  Indizes  n^,  w', ,  ,  ?u   so  daß : 

a„i.  ,.„ "t  >iJ     für  7!^  >  ??i ,  . . . ,  Wfc  ^  Mj  ; 

zu  jedem  g  >  a  Indizes  n[^  n",  . . . ,  n'k,  so  daß : 

«ni,  «8 n*  <  2       für    »«1  ^  «1 .    •  •  • .     "fc  ^  «k  • 

Das  aber  heißt: 

lim  a„j.„, "*=«> 

rjx  ^  50  ,  . . . ,  «IL  =  00 

und  Satz  XI  ist  bewiesen. 
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§  7.    Die  Mächtigkeit  des  Kontinunms. 

Sei  g  eine  natürliche  Zahl  >>1.     Eine  Zahl  der  Form: 

«  «0  +  '-+^  +  ...+^. 

worin  Cq  irgendeine  ganze  Zahl ^),  e^,  e.^,  -  •'■>  ^k  ^^®'  ^®^  Ungleichung 

(2)  0^«„^S'-1 

genügende  ganze  Zahlen  sind,  nennen  wir  einen  endlichen  System - 
bruch  der  Grundzahl  g,  oder  kurz  einen  endlichen  ^r-Bruch. 
Unter  einem  unendlichen  Systembruch  der  Grundzahl  g  (einem 
unendlichen  ji-Bruch)  verstehen  wir  eine  Amendliche  Reihe  der 
Form-): 

(3)  e.  +  |  +  i  +  ..,  +  ^^  +  ..., 

in  der  die  e^  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  (1).  Ist  über  die 
Grundzahl  kein  Zweifel,  so  schreiben  wir  statt  (1)  und  (3): 

e^  bezeichnen  wir  als  „n-te  Stelle".  Wir  nennen  e^'e^^e^ . .  .e^^  den 
n-ten  Näherungsbruch  von  CQ-e^e^  . .  .e^. ..  ,    Bekanntlich  gilt: 

Satz  I.  Jeder  endliche  ^-Bruch  ist  gleich  zwei  und  nur 
zwei  unendlichen  ^-Brüchen,  nämlich  (wenn  e^^O): 

(5)  «0  •  ^1  «2  •  •  •  «k  =  «0  •  «1  «2  •  •  •  «k  0  0  •  •  •  0'. . . 

=  eQ-e^e,^...{e^—l){g  —  l){g  —  l)...{g  —  l)... 

Satz  II.  Zwei  unendliche  gf-Brüche,  in  denen  nicht  durch- 
wegs entsprechende  Stellen  übereinstimmen,  sind  nur  dann 
einander  gleich,  wenn  sie  gleich  demselben  endlichen 
^-Bruch  sind,  und  somit  die  Form  (5)  haben. 

Satz  III.  Für  einen  unendlichen  g^-Bruch  besteht  die 
Ungleichung: 

(6)  «0  •  «1  «2  •  •  •  «„  ^  «0  •  «1  «2  •  •  •  «n  •  •  •  ^  «0  •  «1  «2  •  •  •  «n  +  3^  • 

*)  Sie  kann  auch  negativ  sein. 

')  Bekanntlich    zeigt    man  durch  Vergleich   mit  der  geometrischen  Reihe 

X,  die  eigenthche  Konvergenz  der  Reihe  (3). 
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Satz  IV.     Jede  endliche  reelle  Zahl  2  kann    durch    einen 
unendlichen  (/-Bruch  dargestellt  werden: 


Die  Mächtigkeit  der  Menge  aller  in  [0,  1]  enthaltenen  reellen 
Zahlen  bezeichnen  wir  mit  c,  und  nennen  sie  die  Mächtigkeit  des 
Kontinuums^).     Wir  behaupten: 

Satz  V.")    Ist  e  eine  endliche  Mächtigkeit  ^1,  so  ist: 

(7)  •  c  =  c»'o. 

Wir  betrachten  die  Menge  (S  aller  unendlichen  Systembrüche 
der  Grundzahl  e,  in  denen  ^0  =  0  ist.  Sie  ist  gleichmächtig  der 
Menge  aller  Belegungen  (§  1,  S.  1)  der  Menge  1,  2,  ...,  n,  ...  mit 
den  Elementen  der  Menge  0,  1,  2,  ...,  e  —  1,  und  hat  daher  (§2, 
S.  7)  die  Mächtigkeit  e**«.  Wie  die  Sätze  I,  II,  IV  lehren,  ist  jede 
Zahl  aus  [0,  1]  gleich  einem  und  nur  einem  unendlichen  Systembruche 
aus  @,  ausgenommen  die  in  (0,  1)  enthaltenen  endlichen  e-Brüche, 
die  gleich  zwei  unendlichen  Systembrüchen  aus  ß  sind.  Da  aber 
jeder  endliche  Systembruch  rational  ist,  gibt  es  ihrer  (§  2,  Satz  VI 
und  VII)  nur  abzählbar  viele.  Es  ist  also  S  Vereinigung  einer  mit 
[0,  1]  gleichmächtigen  und  einer  abzählbaren  Menge,  also  sind 
(§  2,  Satz  X)  (i  und  [0,  1  ]  gleichmächtig.  Da  aber  ß  die  Mächtig- 
keit e**«  hat,  ist  Satz  V  bewiesen.     Es  folgt  nun  leicht: 

Satz  VI.  Für  die  Mächtigkeit  des  Kontinuums  gilt  die 
Ungleichung: 

c>No. 

In  der  Tat,  man  setze  in  (7)  c  =  2  und  wende  Satz  XII  von 
§  2  an. 

Satz  VII.  Jedes  beliebige  (abgeschlossene,  offene,  halb- 
offene) Intervall  hat  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  sei  zunächst  [a,  b]  ein  abgeschlossenes,  endliches 
Intervall.     Durch: 

x'  =  a-\-  {b  —  a)  X 

wird  eine   eineindeutige  Abbildung  zwischen  den  Zahlen  x  von  [0,1] 


^)  Sie  wurde  zuerst  betrachtet  von  G.  Cantor,  auf  den  die  folgenden 
Sätze  zurückgehen. 

^)  In  Satz  V  ist  die  Aussage  enthalten:  Die  Menge  aller  Teilfolgen 
einer  unendlichen  Folge  {a„\  hat  die  Mächtigkeit  c.  In  der  Tat,  die 
Menge  aller  Teilfolgen  von  {aS  hat  nach  §  2,  Satz  XI  die  Mächtigkeit 
2«o=c. 
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und  den  Zahlen  x'  von   [a,b]  hergestellt;  also  sind  [0,  Ij  und  [a,  b] 
gleiehmächtig,  d.  h.  auch  [a,b]  hat  die  Mächtigkeit  c. 

Da  (a,  &),  [a,b)  und  {a,b]  sich  von  [a,b]  nur  durch  endlich 
viele  Elemente  unterscheiden,  sind  sie  (§  2,  Satz  X)  mit  [a,  b] 
gleiehmächtig,  haben  daher  auch  die  Mächtigkeit  c. 

Durch  a;'==e~* 

wird  eine  eineindeutige  Abbildung  von  [0, -}-oo)    und  (0,1],    durch 

x'  =  tg  03  • 

eine   solche  von  l —  ^ ,  ^j    und  ( —  oo,  ~\-  oo)   hergestellt.     Es   haben 

also  auch  [0, -|-oc)  und  ( — oo, -|-oc)  die  Mächtigkeit  c,  woraus  nun 
Satz  VII  ganz  allgemein  ohne  weiteres  folgt. 

Satz  VIII.  Es  gelten,  wenn  e  eine  endliche  Mächtigkeit 
>>0  bedeutet,  die  Rechnungsregeln: 

e  ■  c  =  c ;     N(,  •  c  =  c . 

In  der  Tat,  die  erste  besagt:  die  Summe  endlich  vieler  Mengen 
der  Mächtigkeit  c  hat  die  Mächtigkeit  c .  Man  zerlege,  um  dies  ein- 
zusehen : 


e/    '    Le    e/    '  '    l    e 

Die  zweite  Regel  besagt:  die  Summe  abzählbar  unendlich  vieler 
Mengen  der  Mächtigkeit  c  hat  die  Mächtigkeit  c.  Man  zerlege,  um 
dies  einzusehen: 

[0,-foc)  =  [0,  l)  +  [l,2)-|-...  +  [r.,n+l)  +  .... 

Satz  IX.  Die  Vereinigung  3?  abzählbar  vieler  Mengen 
der  Mächtigkeit  c  hat  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  ist  33  Vereinigung  abzählbar  vieler  zu  je  zweien 
fremder  Mengen  der  Mächtigkeit  c,  so  ist  die  Behauptung  durch 
Satz  VIII  bewiesen.  Sind  diese  Mengen  nicht  zu  je  zweien  fremd, 
so  gilt  daher  für  die  Mächtigkeit  o  von  33: 

ö  <c 
Da  aber  33  Teile  der  Mächtigkeit  c  hat,  so  ist  andererseits: 

t)>c, 

und  daher  (§4,  Satz  XXI)  ö  =  c,  wie  behauptet. 

Satz  X.  Es  gelten,  wenn  e  eine  endliche  Mächtigkeit 
^0  bedeutet,  die  Rechnungsregeln: 
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In  der  Tat,  unter  Benutzung  von  Satz  V,  und  von  §  2  Satz  I 
und  V  hat  man: 

C«  =  (c*'o)e  ^^^Ho-t  =  e«o  =  c , 

c^'o  =  (e'*oA**o  =  e'^0 '  '*o  =  e'*o  =  q  . 
Ferner  ist  (Satz  V,  und  §  2,  Satz  I), 

c  :==  e**»  ^  N^o  <  c*"»  =  c, 

woraus  (§  4,  Satz  XXI)  n,'*''=c  folgt. 

Diese  drei  Rechnungsregeln  können  der  Reihe  nach  in  folgende 
Sätze  gekleidet  werden: 

Satz  XI.  Ist  k  eine  natürliche  Zahl,  so  hat  die  Menge 
aller  Ä-gliedrigen  Folgen  reeller  Zahlen  (eines  beliebigen 
Intervalles)  die  Mächtigkeit  c. 

Satz  XII.  Die  Menge  aller  unendlichen  Folgen  reeller 
Zahlen  (eines  beliebigen  Intervalles)  hat  die  Mächtigkeit  c. 

Satz  XIII.  Die  Menge  aller  unendlichen  Folgen  natür- 
licher (oder  rationaler)  Zahlen  hat  die  Mächtigkeit  c. 

Bezeichnen  wir  in  gewohnter  Weise  jede  endliche  reelle  Zahl, 
die  nicht  rational  ist,  als  irrational,  so  gilt  der  Satz: 

Satz  XIV.  Die  Menge  aller  irrationalen  Zahlen  eines 
beliebigen  Intervalles  hat  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  rationalen  Zahlen  ist  abzählbar, 
also  haben  (§  2,  Satz  X)  in  jedem  Intervalle  die  Menge  aller  irra- 
tionalen Zahlen  und  die  Menge  aller  Zahlen  die  gleiche  Mäch- 
tigkeit,   und    diese    ist  c  nach  Satz  VII. 

Ganz  ebenso  beweist  man: 

Satz  XV.  Die  Menge  aller  jener  Zahlen  eines  Intervalles, 
die  nicht  endliche  Systembrüche  einer  gegebenen  Grund- 
zahl y  sind,  hat  die  Mächtigkeit  c. 

§  8.     Anordnungssätze. 

Wir  beweisen  nun  einige  Anordnungssätze  über  reelle  Zahlen. 
Durch  Anwendung  von  §  3,  Satz  I  erhalten  wir: 

Satz  I.  Die  Menge  aller  der  Größe  nach  geordneten 
rationalen  Zahlen  eines  Intervalles  (a,  b): 

r    vor  r"     wenn     r  <ir" 

hat  den  Ordnungstypus  rj. 

Wir  haben  zu  dem  Zwecke  nur  nachzuweisen,  daß  die  betrachtete 
Menge  die  Voraussetzungen  von  Satz  I,  §  3  erfüllt:  Sie  ist  abzählbar 
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nach  §  2,  Satz  VI  und  II.  Sie  hat  kein  erstes  und  kein  letztes 
Element;  denn  ist  r  irgendeine  rationale  Zahl  aus  (a,  b),  so  gibt  es 
nach  §  5,  Satz  I  ein  rationales  r    und  r",  so  daß: 

«<r'<r<r"<&. 

Sind  ferner  r  <<  r"  zwei  beliebige  rationale  Zahlen  aus  (a,  h),  so  gibt 
es  zwischen  ihnen  ein  rationales  r: 

r'<r<r". 

Damit  sind  die  Voraussetzungen  von  Satz  I,  §  3  verifiziert,  und  Satz  I 
ist  bewiesen. 

Ganz  ebenso  beweist  man: 

Satz  II.  Die  Menge  aller  der  Größe  nach  geordneten  end- 
lichen Systembrüche  von  gegebener  Grundzahl  im  Inter- 
valle (a,  b)  hat   den  Ordnungstypus  ?;. 

Wir  bezeichnen  mit  ><.den  Ordnungstypus  der  Menge  aller  der 
Größe  nach  geordneten,  endlichen,  reellen  Zahlen.     Dann  gilt: 

Satz  III.  Die  Menge  aller,  der  Größe  nach  geordneten 
Zahlen  eines  beliebigen  Intervalles  (a,  b)  hat  den  Ord- 
nungstypus y.. 

In  der  Tat,  sind  a<^b  endlich,  so  ist  durch 

,  2x  —  b  —  a 

eine  ähnliche  Abbildung  von  (a,  b)  auf  ( — oo,  -|-oo)  gegeben,  durch: 

x'  =  lg  (cc  —  a)     bzw.     x'  =  —  lg  (&  —  x) 

eine  ähnliche  Abbildung  von  (a,  -}-oo)  und  von  ( — oo,  6)  auf  ( —  oo,  -j-o^)? 
womit  Satz  III  bewiesen  ist. 

Wir  bezeichnen  mit  i  den  Ordnungstypus  der  Menge  aller  der 
Größe  nach  geordneten  irrationalen  Zahlen. 

Satz  IV.  Sei  39  eine  Menge  vom  Ordnungstypus  x,  SU  einer 
ihrer  Teile  von  folgenden  Eigenschaften: 

1.  9(  hat  den  Ordnungstypus  t]] 

2.  zwischen  je  zwei  Elementen  von  58  liegt  mindestens 
eines  von  §t; 

dann  hat  $8  —  3t  den  Ordnungstypus  i. 

In  der  Tat,  da  3(  den  Ordnungstypus  ?;  hat,  gibt  es  (§  3,  Satz  I) 
eine  ähnliche  Abbildung  Ä  von  2t  auf  die  Menge  91  der  ihrer  Größe 
nach  geordneten  rationalen  Zahlen;  sei  r^  die  durch  A  dem  Elemente  a 
von  2t  zugeordnete  rationale  Zahl. 
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Sei  nun  b  ein  Element  v"on  58  —  31,  und  seien  SUj^'  und  'ab  die 
Mengen  aller  der  Relation 

a'  vor  h     bzw.     6  vor  a" 

genügenden   Elemente   von   3f.     Durch   A   werden   Stj  und  Sls  abge- 
bildet auf  zwei  Teile  9Rj,  und  SRt   von  M,  und  es  ist: 

»•'<r",  wenn  /  in  %,  r"  in  31^'. 

Wir  zeigen,  daß  91/  und  somit  auch  9t j'  nicht  leer  ist^):  Weil 
33  den  Ordnungstypus  x  hat,  gibt  es  kein  erstes  Element  von  93,  es 
gibt  also  ein  Element  h'  vor  b,  und  nach  Voraussetzung  2.  ein  Ele- 
ment a'  von  9(  zwischen  b'  und  b;  dann  gehört  aber  a'  zu  91/,  so 
daß  51/  nicht  leer  ist. 

Sodann  zeigen  wir:  in  ST/  und  somit  in  91/  gibt  es  kein  letztes 
Element^).  In  der  Tat,  ist  a'  in  9tj',  so  ist  a'  vor  b,  und  nach  Voraus- 
setzung 2.  gibt  es  zwischen  a'  und  b  ein  Element  von  9i,  das  dann 
notwendig  zu  5t j'  gehört:  also  war  a'  nicht  letztes  Element  von  2t/. 

Nun  ist  durch: 

ein  Schnitt  in  9i  gegeben;  sei  x^  die  ihn  hervorrufende  Zahl  (§  5,  Satz  III). 
Da  weder  di'b  noch  9^6  leer,  ist  Xj  endlich;  da  es  in  9t&  keine  größte, 
in  ^b   keine  kleinste  Zahl  gibt,  ist  Xj,  irrational. 
Wir  behaupten  weiter:  es  ist 


Xbi<^Xb^,     wenn     fe^  vor  b. 


•2' 


In   der  Tat,     nach  Voraussetzung   gibt   es   dann    ein  Element  a  von 
9t    zwischen  b^  und  b^.    Die  durch  Ä    zugeordnete    rationale  Zahl  r 
gehört  dann  einerseits  zu  9^6',,  andrerseits  zu  9^^^;  es  ist  also: 

woraus  sofort 

^6i  <  37», 

folgt. 

Hierdurch  ist  also  eine  ähnliche  Abbildung  B  von  93  —  9t  auf 
einen  Teil  §*  der  Menge  ö  aller  der  Größe  nach  geordneten  irratio- 
nalen Zahlen  gegeben. 

Wir  haben  nur  noch  zu  zeigen,  daß  §  *  =  ^  ist.  Angenommen, 
es  gäbe  in  §  ein  x,  das  in  93  —  9t  kein  Urbild  hat.  Seien  91'  und 
9?"  die  Menge  aller  rationalen  Zahlen  r' <^x  bzw.  r"^x,  und  9t', 
9t"  die  ihnen  vermöge  A  entsprechenden  Teile  von  9t.    Wenn  x  kein 


*)  Analog  zeigt  man  es  für  9lj  und;SR5. 
*)  Und  analog  in  %i  und  SR"  kein  erstes. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I. 
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Urbild  in  58 — 9t  hat,  gibt  es  in  93  —  91  kein  Element  zwischen  91' 
und  91".  Das  aber  ist  unmögUch;  denn  da  93  den  Ordnungstypus  x 
hat,  gibt  es  eine  älinhche  Abbildung  C  von  93  auf  die  Menge  Ä  aller 
der  Größe  nach  geordneten  endlichen  reellen  Zahlen.  Seien  Ä'  und 
Ä"  die  vermöge  C  aus  91'  und  9t"  entstehenden  Teile  von  ^;  die 
obere  Schranke  Jt  von  51'  liegt  zwischen  'St'  und  ^",  und  ihr  ent- 
spricht vermöge  G  ein  Element  von  93,  das  zwischen  9t'  und  91"  liegt. 
Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Aus  Satz  IV  folgt  nun  bei  Berufung  auf  Satz  I,  II,  III  ohne 
weiteres: 

Satz  V.  Die  Menge  aller  irrationalen  Zahlen  eines  be- 
liebigen Intervalles  (a,  h)  hat  in  ihrer  natürlichen  Anord- 
nung den  Ordnungstypus  f,  ebenso  die  Menge  aller  Zahlen 
eines  Intervalles  (a,  &),  die  nicht  endliche  Systembrüche 
einer  gegebenen  Grundzahl  g  sind. 

Wir  beweisen  endlich  noch: 

Satz  VI.  Ist  a  eine  Ordinalzahl,  so  gibt  es  dann  und  nur 
dann  eine  in  ihrer  natürlichen  Anordnung  wohlgeordnete 
Menge  reeller  Zahlen  vom  Ordnungstypus  a,  wenn  a  zur 
Zahlklasse  3i  oder  3-2  gehört. 

In  der  Tat,  hat  die  Zahlenmenge  9t  den  Ordnungstypus  a,  so 
gibt  es  (§  4,  Satz  VIII)  eine  ähnliche  Abbildung  ihrer  Zahlen  auf  die 
Menge  aller  Ordinalzahlen  ß  <^ci.  Ist  Xß  die  der  Ordinalzahl  ß  zu- 
geordnete Zahl  von  9t,  so  ist: 

ocß  <C  Xß' ,     wenn     ß  <  ß'. 

Die  Intervalle  (xß,  Xß^i)  sind  dann  zu  je  zweien  fremd;  es  kann  ihrer 
also  (§  5,  Satz  II)  nur  abzählbar  viele  geben.  Es  gibt  also  auch  nur 
abzählbar  viele  ß<Za,  d.h.  a  gehört  zu  3i  oder  32- 

Nehmen  wir  umgekehrt  an,  a  gehöre  zu  3i  oder  3.2-  Wir  führen 
den  Nachweis,  daß  es  dann  eine  Zahlenmenge  9t  gibt,  die  in  natür- 
licher Anordnung  den  Ordnungstypus  «  hat,  durch  Induktion  (§  4, 
Satz  XIX). 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  a  =  0. 

Angenommen,  sie  sei  richtig  für  jedes  a'<^a,  wo  a  eine  Zahl 
aus  3i~r3>  (d.  h.  «  <^  cOj).  Ist  a  eine  isolierte  Zahl,  so  gibt  es 
dann  eine  Zahlenmenge  vom  Ordnungstypus  a  —  1.  Indem  wir  nötigen- 
falls eine  ähnliche  Abbildung  von  [ — c», -f-cc]  auf  [0,1]  vor- 
nehmen, können  wir  annehmen,  sie  liege  in  [0,  1].  Fügen  wir  ihr 
dann  als  a:«  noch  eine  Zahl  >  1  hinzu^  so  erhalten  wir  eine  Menge 
vom  Ordnungßtypus  a. 
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Ist  hingegen  a  eine  Grenzzahl,  so  gibt  es  nach  §  4,  Satz  XVII 
eine  Ordinalzahlfolge  {ciy},  so  daß 

ciy  <^cty^i     und     lim  «,,  =  a . 

Dann  ist  auch  (Xy<^a,  und  es  gibt  daher  nach  Annahme  eine  Zahlen- 
menge 2(v  vom  Ordnungst3^us  Uy,  von  der  wir  ohne  weiteres  an- 
nehmen können,  sie  liege  in  [v  —  1 ,  v).    Seien 

4"'    (ß<ciy,  xy<x^p,  wenn  ß^ß') 

die  Zahlen  von  %.  Wir  lassen,  wenn  v^  1,  aus  ?{>,  alle  Xß\ß  <C.c^v—i) 
weg,  wodurch  2tt  entstehe.     Die  Menge  der  Zahlen  aus 

3t  =  5r,  +  3(,'  +  ...  +  C  +  -.- 

hat,  in  natürlicher  Reihenfolge,  den  Ordnungstypus  a.  Damit  aber 
ist  Satz  VI  bewiesen. 


4* 


Erstes    Kapitel. 
Puiiktmeiigeii. 

§  1.  Metrische  Räume. 

Wir  nennen  eine  Menge  91  irgendwelcher  Elemente  einen  me- 
trischen Raum^),  wenn  jedem  Paare  von  Elementen  a,  b  der  Menge  9ft 
eine  endliche  Zahl  r  {a ,  h)  zugeordnet  ist  von  folgenden  Eigen- 
schaften: 

1.  r{a,  h)  =  r{b,  a). 

2.  r{a,  h)>  0,  und  zwar  =  0  dann  und  nur  dann,  wenn  a  =  b. 

3.  Für  je   drei  Elemente  a,  h,  c  von   9?   gilt  die  Ungleichung^): 

r{a,c)^r  (a,  b)-\-r{b,c). 

Wir  nennen  dann  die  Elemente  von  9i  auch  Punkte  von  fH, 
demgemäß  die  Teile  von  di  Punktmengen;  femer  heißt  r{a,b)  der 
Abstand  von  a  und  b,  und  die  in  Eigenschaft  3.  auftretende  Un- 
gleichung heißt  die  Dreiecks  Ungleichung.  Das  Komplement  91  —  Sl 
eines  Teiles  9(  von  9t  zu  9t  nennen  wir  kurz  das  Komplement 
von^(. 

Die  einfachsten  und  wichtigsten  Beispiele  metrischer  Räume 
sind  die  euklidischen  Räume.  Wir  bezeichnen  als  den  /c-dimen- 
sionalen  euklidischen  Raum  9t^  die  Menge   aller  Ä-gliedrigen  Folgen 


»)  Der  Begriff  etammt  von  M.  Fr^chet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  17,  30,  der 

Name  von  F.  Hausdorff,  Grundzüge  der  Mengenlehre  211. 

*)  Für  die  meisten  Anwendungen  genügt  folgende  Annahme:  Es  gibt  eine 

Fimktion  /"(p)  der  reellen  Veränderlichen  q  mit  lim/'(e)  =  0,  so  daß  aus: 

c=o 

r  (a,b)  <Cq    imd     r  {b,c)<CQ 
folgt: 

r(a,c)<f{Q). 

Vgl.  hierüber  M.Fr^chet  a.a.O.  18   und  Rend.  Pal.  30  (1910),  22;  H.  Hahn, 
Monatsh.  f.  Math.  19  (1908),  251. 
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endlicher  Zahlen   (xj^,x^,. .  .,x^),   wenn  als   der   Abstand    der   beiden 
Punkte*): 

definiert  wird  die  ZahP): 


(*)  r  {a,  h)  =  Vix,  -  y,r  -h  (x,  -  yj  +  . . .  +  (x,  -  y,f . 

In  der  Tat  ist  dann  9?^  ein  metrischer  Raum:  da  die  Eigenschaften  1. 
und  2.  ofifenbar  erfüllt  sind,  muß  nur  die  Dreiecksungleichung: 


(**)    V(x,  -  zj  + .  ■ .  +  (x,  -  z,f  £  V{x,  -  y,Y  +  . . .  +  (a;,  -  y,f 

nachgewiesen    werden.     Nun    gilt  bekanntlich,    da    die   quadratische 
Form  in  x,  y: 

k  k  k  k 

^{u^x-\-v^yf=2Ju^  -x"-  -\-  2  2Ju,^v^-xy  -\-  ^vf,  -i/ 

n=l  >j=l  n=l  »1=1 

nie  negativ  ist,  für  ihre  Determinante  die  Ungleichung: 

i'»^i'».?-(i'«„f„)'>o, 

n=l  n=l  n=l 

und  somit  auch: 


Vjjui-2].?, 


k 


n=l  (1=1  »1  =  1  11  =  1  n=l 

und  daraus  durch  Wurzelziehen: 


w  =  l  n=l  n=l 

Setzt  man  hierin: 

SO  geht  (***)  in  die  zu  beweisende  Dreiecksungleichung  (**)  über. 

Der  euklidische  9?^  ist  nichts  anderes  als  die  Menge  aller  end- 
lichen reellen  Zahlen.  In  ihm  nimmt  die  Abstandsdefinition  (*)  die 
Form  an: 

r{a,h)  =  Vra  —  bf  =  \  a  —  b\. 


*)  Die  Zahl  x„  (n=l,  2,  . . .,  k)  heißt  die  n-te  Koordinate  von  a.  Wir 
gebrauchen  im  SR^  die  Terminologie  der  analytischen  Geometrie. 

*)  Wo  nicht  anders  bemerkt,  bedeutet  das  Wurzelzeichen  stets  die  nicht 
negative  Wurzel. 
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Sind  flj ,  fl., , .  • ..  ttf.  und  h^,  K.. ..,  b^  endliche,  den  Ungleichungen: 

«n<^  {n  =  l,2,...,k) 

genügende  Zahlen,  so  verstehen  wir  unter  dem  abgeschlossenen 
Intervalle  [a^,a„,...,  a,.;  b^,  b„,...,  ^J  des  5R^  die  Menge  aller 
Punkte  [x^,  2\^,  . . .,  Xj),  deren  Koordinaten  den  Ungleichungen  ge- 
nügen : 

(1)  <^n£^n£K  {n=l,2,...,k). 

Wir  verstehen  unter  dem  offenen  Intervalle  [a^,  a.^,  ...,  a,^;  b^, 
63 ,  . . . ,  6^) ,  V  obei  nun  die  a„  und  6,,  auch  unendlich  sein  können, 
die  Menge  aller  den  Ungleichungen 

(2)  cl^^<^n<K  (n=l,2,...,/c) 

genügenden  Punkte  (x^,  x^,  . . .,  x^).  Ebenso  werden  die  halbofifenen 
Intervalle 

[a^,  a.-,,  ...,  a^;  b^,  b„,  ...,  b^)  und  (a^,  a^,  ...,  a^;  b^>  &„,  ...,  6j 

—  wobei  im  ersten  Falle  die  b„,  im  zweiten  die  a-  auch  unendlich 
sein  können  —  definiert  durch  die  Ungleichungen: 

(3)  %^^n<K^       ^n<^n^K  {u  =  1  ,  2 ,  .  .  . ,  k) . 

Insbesondere  ist: 

9i^  =  (— oo,  —  oo,  ...,  —  oo;  -}-oo, -f- oo,  .. ., +00). 

Satz  XI,  §  7  der  Einleitung  lehrt  nun  sofort: 

Satz  I.     Jedes  Intervall   des   9?^.   hat   die  Mächtigkeit  c. 

Wir  nennen  den  Punkt  {x^,x^,  .. .,  a;J  einen  rationalen  Punkt 
des  SR^,  werm  seine  sämtlichen  Koordinaten  rational  sind.    Dann  gilt: 

Satz  IL  Die  Menge  aller  rationalen  Punkte  eines  Inter- 
valles  des  9t^  ist  abzählbar-unendlich. 

In  der  Tat,  nach  Einleitung  §  2,  Satz  VI  und  II  ist  (wenn 
a„  <C  b^)  die  Menge  aller  einer  der  Ungleichungen  (1),  (2),  (3)  ge- 
nügenden rationalen  x^  abzählbar-unendlich.  Satz  IX,  §  2  der  Ein- 
leitung ergibt  daher  die  Behauptung. 

Ordnen  wir  jedem  Punkt  (xj ,  x^,  .. .,  x^  des  5R^  den  Punkt 
(a^j,  aCg,  . . .,  Xfc_i)  des  lRk_i  zu,  so  wird  dadurch  jede  Punktmenge  % 
des  9t^  abgebildet  auf  eine  Punktmenge  S3  des  9tfc_i,  die  die  Pro- 
jektion von  %  in  den  'Sik-x  der  Punkte  [x^,  x^,  . . .,  Xu-\)  heißt. 

Wir  kehren  zurück  zur  Betrachtung  eines  beliebigen  metrischen 
Raumes  SR .  Sei  a  ein  Punkt,  33  eine  nicht  leere  Punktmenge  aus  9t .  Für 
jeden  Punkt  b  von  93  denken  wir  uns  den  Abstand  r{a,b)  gebildet. 
Die  untere  Schranke  der  Menge   aller   dieser  r{a,b)   bezeichnen  wir 
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als  den  Abstand  r(a,58)  oder  r(S3,a)  des  Punktes  a  und  der 
Menge  58. 

Sind  ?(  und  58  zwei  nicht  leere  Punktmengen  eines  metrischen 
Raumes,  so  denken  wir  uns  für  jeden  Punkt  a  von  5t  und  jeden 
Punkt  b  von  S3  den  Abstand  r{a,h)  gebildet.  Die  untere  Schranke 
aller  dieser  ria,}))  bezeichnen  wir  als  den  Abstand  r(3t,58)  oder 
r(S3,2l)  der  beiden  Mengen  2t,  99.     Es  gilt  der  Satz: 

Satz  III.  Es  ist  r(9t,58)  die  untere  Schranke  der  Ab- 
stände r(a,58)  der  Punkte  a  aus  %  von  der  Menge  S3. 

In  der  Tat,  sei  g  diese  untere  Schranke.  Dann  ist,  zufolge  der 
Definition  von  r  (a ,  93) : 

r{a,'b)>g 

für  alle  a  aus  2t  und  alle  6  aus  58,  und  mithin  auch 

(0)  r(9t,93)^^. 

Zu  jeder  Zahl  z'^  g  gibt  es  ferner  ein  «  in  2t,  so  daß: 

r(a,58)</, 

und  mithin,  zufolge  der  Definition  von  r(a,58)  auch  einen  Punkt  h 
in  58,  so  daß: 

r{a,l)<^z. 
Mithin  ist  auch: 

r(2l,58)<;?, 

und  da  dies  für  jedes  z^  g  galt,  auch: 

(00)  r(2l,58)^^. 

Aus  (0)  und  (00)  aber  folgt: 

r(2t,58)  =  ^, 
wie  behauptet. 

In  Verallgemeinerung   der  Dreiecksungleichung   haben  wir  den 
Satz  IV.    Es  gelten,  wenn  h,  c  Punkte,  2t,  S  (nicht  leere) 
Punktmengen  bedeuten,  stets  die  Ungleichungen: 

1.  r  (2t,  c)^r  (2t,  fc)4-r(&,c) 

2.  r(2l,6)<r(2t,&)  +  r(&,6:). 
In  der  Tat,  für  jeden  Punkt  a  von  2t  ist: 

r{a,c)<r{a,h)-^r{b,c), 

woraus  für  die  unteren  Schranken  r(2l, 6)  und  r(2t,c)  von  r{a,h) 
und  r{a,c)  sofort  1.  folgt.  Aus  Ungleichung  1.  aber,  die  nunmehr 
für  jeden  Punkt  c  von  S  gilt,  erhält  man  für  die  unteren  Schranken 
r{b,(l)  von  r{b,c)  und  r(2t,(s;)  von  r  (2t,  c)  (Satz  III)  sofort  die  Un- 
gleichung 2. 
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Wir  kommen  nun  zu  der  für  alles  folgende  fundamentalen 
Definition  des  Grenzpunktes.  Wir  sagen:  der  Punkt  a  ist  Grenz- 
punkt  der  Punktfolge  {a„},  oder:  die  Folge:  {a„}  konvergiert 
gegen  «,  in  Zeichen: 

lim  a^  =  a     (oder  a^    -*a  für  n  — ►  oo ), 

n  =  00 

wenn: 

(*)  limr(a„,a)  =  0. 

n  =  ao 

Es  gilt  dann  der  Satz: 

Satz  V.  Eine  Punktfolge  kann  nicht  zwei  verschiedene 
Grenzpunkte  haben. 

In  der  Tat,  sei 

lim  a„  =  a     und     lim  a,,  =  b. 

n  =  00  n=  00 

Zufolge  der  Definitionsgleichung  (*)    ist  dann ,   wenn  e  >  0  beliebig 
gegeben : 

r{a,„a)<Ce;     r(a„,&)<£ 

für  fast  alle  n,  infolgedessen  wegen  der  Drei  ecksungleich  ung: 

r{a, h)<2e, 
und  da  €  ^  0  beliebig  war : 

r{a,b)  =  0, 

also,    wegen    Eigenschaft    2.    des    Abstandsbegriffes:  a=h,   wie   be- 
hauptet. 

Die  Anwendung  auf  den  Spezialfall  des  euklidischen  9?,^  wird 
vermittelt  durch: 

Satz  VI.    Seien: 

a=={Xi,X2,  .  ■.,Xf.);       a^  =  {Xi,n,X2,n,---,Xk,n) 

Punkte  des  euklidischen  9^^^^.     Es  ist  dann  und  nur  dann: 
(**)  lim  a„  =  a, 

n=  00 

wenn  die  k  Gleichungen  bestehen: 

(***)  Umxi.n  =  Xi  {i=l,2,...,k). 

n^  00 

In  der  Tat,  (**)  besagt:  ist  e^O  behebig  gegeben,  so  ist: 


(V)         V{xr,n-x,Y-^{x2,n-xJ--\-...-\-{x,,n-cc;)'<e 
für  fast  alle  n.    Dann  aber  ist  auch: 

\xt,n  —  X^\<€,       'X2,n X^',  <£,...,       \Xk,n—Xk\<e 
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für  fast  alle  n,  d.h.  es  bestehen  die  Gleichungen  (♦**).   Gelten  um- 
gekehrt die  Gleichungen  (***),  so  ist: 

lari.rt— xJ<-=,    ix2,„— ar^K-^,  ...,    la?*,«— xj<  — 

für  fast  alle  w,  es  gilt  also  (***),  oder,  was  dasselbe  heißt,  (**).    Da- 
mit ist  Satz  VI  bewiesen. 

Die  im  obigen  gegebene  Definition  des  Grenzbegriflfes  stützt 
sich  auf  den  Abstandsbegriff;  wir  nennen  sie  deshalb  die  metrische 
Definition  des  Grenzbegriffes.  Man  kann  auch  statt  vom  Abstands- 
begriffe vom  Begriffe  der  Umgebung  eines  Punktes  ausgehen,  in- 
dem man  annimmt,  im  betrachteten  Räume  (der  nun  keineswegs 
ein  metrischer  Raum  im  oben  besprochenen  Sinne  sein  muß)  seien 
jedem  Punkte  a  gewisse  ihn  enthaltende  Punktmengen,  seine  „Um- 
gebungen", zugeordnet,  die  —  wie  in  obiger  Theorie  der  Abstand  — 
lediglich  einigen  einfachen  Forderungen  zu  genügen  haben.  Der 
Grenzbegriff  wird  dann  eingeführt  durch  die  Definition:  „a  heißt 
Grenzpunkt  von  {«„},  wenn  zu  jeder  Umgebung  von  a  fast  alle  a^^ 
gehören."  Diese  Definition  des  Grenzbegriffes  kann  als  die  topo- 
logische  bezeichnet  werden*).  Sie  ist  weitertragend  als  die  metrische: 
in  der  Tat  werden  wir  weiter  unten  in  jedem  metrischen  Raum  den 
Umgebungs begriff  einführen  und  den  Inhalt  der  topologischen 
Grenzdefinition  aus  der  metrischen  folgern  (§  3,  Satz  VI).  Jeder 
metrische  Grenzbegriff  ist  also  zugleich  ein  topologischer,  aber  nicht 
umgekehrt.  So  kann  z.  B.  der  in  Einleitung  §  5  behandelte  Begriff 
des  Grenzwertes  von  Folgen  (endlicher  oder  unendlicher)  reeller  Zahlen 
als  topologischer,  aber  nicht  als  metrischer  Grenzbegriff  angesehen 
werden.  Wir  halten,  der  Einfachheit  halber,  durchweg  am  metrischen 
Grenzbegriff  fest. 

Sowohl  der  metrische  als  der  topologische  Grenzbegriff  haben 
die  zwei  folgenden  formalen  Eigenschaften: 

1.  Ist  a^^=^a  für  alle  n,  so  auch  lim  a^=a. 

n  =  oo 

2.  Ist  lim  a„^a,  so  ist  auch  für  jede  Teilfolge  {a„  }  von  {a,,}: 

lim  a    =a. 

V=  QC 

Einige    den  Grenzbegriff   behandelnde    Sätze    beruhen    nun  lediglich 
auf  diesen  beiden  Eigenschaften    und  sind  im  übrigen  von  der  spe- 


^)  Nach  F.  Hauedorff,  a.  a.  0.  213. 
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ziellen  Definition  des  jeweiligen  Grenzbegrififes  unabhängig*).  Wir 
werden  solche  Sätze  als  allgemeine  Grenzsätze  bezeichnen,  und 
werden  gelegentlich  durch  Anmerkungen  aufmerksam  machen,  wenn 
solche  allgemeine  Grenzsätze  auftreten,  deren  Tragweite  eine  größere 
ist,  als  die  der  bloß  metrischen  oder  topologischen  Grenzsätze:  sie 
gelten  für  jeden,  den  beiden  formalen  Bedingungen  1.  und  2.  ge- 
nügenden Grenzbegriff,  wie  immer  er  auch  sonst  definiert  sein  mag. 

§  3.    Kompakte,  abgeschlossene,  offene  Punktmeugen. 

Sei  $R  ein  metrischer  Raum,  der  den  nun  zu  erörternden  Be- 
griflfsbildungen  zugrunde  gelegt  ist.  Sei  3t  eine  Punktmenge,  {a^} 
eine  Punktfolge,  a  ein  Punkt  von  fR.  Der  Punkt  a  heißt  ein 
Häufungspunkt  der  Menge  91,  wenn  es  in  %  einen  abzählbaren 
Teil  ai,  a'2,. . .,  a'n,.. .  gibt,  so  daß: 

lim  a'„  =  a; 

n=oo 

er  heißt  ein  Häufungspunkt  von  {a„},  wenn  es  in  {a„}  eine  Teil- 
folge {a„  }  gibt,  so  daß: 

lima,,  ^a. 

"y 

v  =  00 

Eine  Punktmenge  heißt ^)  kompakt,  wenn  jeder  ihrer  unend- 
lichen Teile  (und  mithin  jede  aus  ihr  herausgegriffene  Punktfolge 
{%})  mindestens  einen  Häufungspunkt  besitzt.  Jeder  Teil  einer  kom- 
pakten Menge  ist  kompakt. 

Satz  I.  Damit  die  Punktfolge  {a,,}  der  kompakten  Menge 
9t  einen  Grenzpunkt  besitze: 

lim  a„==a, 

n=  00 

ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  {a„}  einen  einzigen 
Häufungspunkt  besitze. 

Die  Bedingimg  ist  notwendig^).     In  der  Tat,  ist 

lim  a„  =  a, 
n  =  <*> 

SO  auch  für  jede  Teilfolge  {a^  }: 

lima.,  =a. 

"v 

V  =  00 


')  Hierauf  hat  zuerst  M.  Fr6chet  hingewiesen,  Rend.  Pal.  22  (1906),  5. 
Vgl.  auch  H.  Hahn,  Monatsh.  f.  Math.  19  (1908),  247. 
«)  Nach  M.  Fr6chet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  6. 
')  Dies  gilt  auch,  wenn  91  nicht  kompakt  ist. 


Kap.  I,  §  2.    Kompakte,  abgeschloßsene,  offene  Punktmengen.  59 

Die  Bedingung  ist  hinreichend^).  In  der  Tat,  da  ?{  kompakt, 
besitzt  {«,,}  gewiß  einen  Häufungspunkt  a.  Angenommen  nun,  es  sei 
nicht 

lim  a^^=^  a. 

Dann  gibt  es  ein  ^  >  0 ,  so  daß : 

für  unendlich  viele  n,  d.  h.  es  gibt  in  {a,}  eine  Teilfolge  {a„^},  so 
daß 

(0)  r{a,^^_,a)>Q 

für  alle  v.  Da  31  kompakt,  hat  {a„  }  und  somit  auch  {a,,}  einen 
Häufungspunkt,  der  wegen  (0)  nicht  der  Punkt  a  sein  kann.  Damit 
ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  n.  Damit  eine  Punktmenge  %  des  euklidischen  9?^ 
kompakt  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend  die  Existenz 
einer  endlichen  Zahl^,  so  daß  für  allePunkte  (x^,  x.^,...,  xj 
von  3t-): 

\xj<p  {n=l,2,...j£). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  nicht  erfüllt.     Es   gibt  dann  in  21  zu  jedem  v  einen  Punkte 

für  den  mindestens  eine  der  Ungleichungen 

(*)  |ar„,,|>v  {n=l,2,...,k) 

gilt.  Wir  werden  nun  zeigen,  daß  die  Folge  {a„}  keinen  Häufungs- 
punkt besitzt. 

Angenommen,  es  wäre  a  Häufungspunkt  von  {a„}.  Es  gäbe  dann 
in  {a„}  eine  Teilfolge  {ör„  },  so  daß 

(**)  lim  cin,.  =  a. 

Wir   bezeichnen    mit    Vy    und   r   die  Abstände  der   Punkte  a„^  und 


^)  Hierfür  kann  die  Voraussetzung,  21  sei  kompakt,  nicht  entbehrt  wer- 
den. Beispiel  im  fR^:  Ist  Oo„_i=-,  ao^  =  n,  so  hat  ^a^y  nur  den  Häu- 
fungspunkt 0,  ist  aber  nicht  konvergent.  Dieser  Unterschied  zwischen  dem 
SRj  und  der  Menge  aller  reellen  Zahlen  (Einleitung  §  6,  Satz  VIII)  rührt  daher, 
daß  wir  zu  dieser  letzteren  Menge  die  Zahlen  -|-00,  — OO  mitrechnen,  denen 
im   8f?i   keine   Punkte  entsprechen. 

^)  Eine  solche  Punktmenge  des  SR^  wird  vielfach  auch  als  beschränkt 
bezeichnet. 
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a  vom  Nullpunkte.     Aus  (*)  folgt: 

(**♦)  lim  ry  =  -\-oo. 

y  =  00 

Andrerseits  aber  ist  wegen  (**)  für  fast  alle  v 

*•(««,,«)<  1. 
und  mithin  wegen  der  Dreiecksungleichung: 

im  Widerspruche  mit  (^***j.  Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 
Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Wir  beweisen  dies  durch  In- 
duktion. Für  fe  =  1 ,  d.  h.  im  9t^  trifift  die  Behauptung  zu  nach 
Einleitung  §6,  Satz  IL  Wir  nehmen  an,  sie  treffe  im  'Üiik  —  i  zu, 
und  haben  zu  zeigen,  daß  sie  dann  auch  im  9?^.  gilt.  Sei  ?t  eine 
Punktmenge  des  9?,.,  die  der  Bedingung  von  Satz  II  genügt,  und  sei 
93  ein  unendlicher  Teil  von  3t.  Für  mindestens  einen  der  Indizes 
n=l,2,...,k  bilden  die  n-ten  Koordinaten  ic„  der  Punkte  von  93 
eine  unendliche  Zahlenmenge.  Wir  können  ohne  weiteres  annehmen, 
dies  sei  für  «=^1  der  Fall.  Die  Projektion  von  93  in  den  9ijt_i  der 
Punkte  (oTj,  x^,...,  a;i_i)  ist  dann  gleichfalls  eine  unendliche  Punkt- 
menge S,  die  daher  nach  Annahme  mindestens  einen  Häufungspunkt 
besitzt.  Es  gibt  also  in  g  eine  Folge  unendlich  vieler  verschie- 
dener Punkte  (cci,  V , iC2, V , .  •  • ,  x^-i, ,),  die  einen  Grenzpunk t  (xi ,  x^,..., 
Xk—i)  besitzen.     Nach  §1,  Satz  VI  ist  dann: 

(0)  \\mxn,y=^x^  {n=l,2,  ...,Ä  —  1). 

Zu  jedem  Punkte  {xx^y,  Xz^y,...,  xic—i,y)  gibt  es  in  Ü8  mindestens 
einen  Punkt  (xi,v,  «2, v,---,  Xk,y)-  ^^  ^^^  Folge  {x^.v}  gibt  es  (Ein- 
leitung §6,  Satz  II)  eine  konvergente  Teilfolge  {a;;t,,..}: 

limXk,yi=Xk, 

i  —  <x> 

und  da  nach  Voraussetzung  die  Folge  {a;*,,}  beschränkt  ist,  so  ist 
x^  endlich. 

Wegen  (0)  ist  aber  auch: 

lim Xn,yi  =  x^  (11=1,2,.. .,  k — 1). 

Die  Folge  der  unendUch  vielen  verschiedenen  Punkte  (xi,  v^.xa,,-^,..., 
a;*, Vi)  aus  93  hat  daher  (§  1,  Satz  VI)  den  Grenzpunkt  (x^,  x^,...,  xj, 
der  mithin  ein  Häufungspunkt  von  93  ist.    Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Eine  Punktmenge  2t  (ebenso  eine  Menge  reeller  Zahlen)  heißt 
abgeschlossen,  wenn  sie  jeden   ihrer  Häufungspunkte  (bzw.   Hau- 


also  wegen  (2): 
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fungswerte)  enthält^).  Ein  Teil  3(  von  58  heißt  abgeschlossen  in 
SQ,  wenn  er  jeden  seiner  zu  33  gehörigen  Häufungspunkte  enthälf*). 

Das  Komplement  einer  abgeschlossenen  Menge  heißt  eine  offene 
Menge'*).  Das  Komplement  zu  93  eines  in  93  abgeschlossenen  Teiles 
von  93  heißt  offen  in  93*). 

Satz  Illa.  Ist  31  abgeschlossen  in  93,  und  ist  SQ  abge- 
schlossen, so  ist  auch  9t  abgeschlossen. 

Sei  in  der  Tat  9t  ^  die  Menge  aller  Häufungspunkte  von  9t. 
Da  9t  Teil  von  93,  ist  jeder  Häufungspunkt  von  9t  auch  Häufungs- 
punkt von  56.  und,  da  93  abgeschlossen,  auch  Punkt  von  58: 

(1)  9t^-<95. 
Da  9t  abgeschlossen  ist  in  93,  so  ist: 

(2)  9t'93-<9t. 
Wegen  (l)  aber  ist: 

9ti93  =  9t\ 

2t^<9t, 
d.  h.  91  ist  abgeschlossen,  wie  behauptet. 

SatzIIIb.  Ist  9t  offen  in  93,  und  ist  93  offen,  so  ist  auch 
9t  offen. 

In  der  Tat,  wir  haben  zu  zeigen,  daß  5R  —  9t  abgeschlossen  ist. 
Nun  ist: 

(3)  9i  — 9t  =  (?R  — 93)-h(93  — 9t). 

Jeder  Häufungspunkt  von  5R  —  9t  ist  also  Häufungspunkt  von 
9ft  —  93    oder    von    93  — 9t.     Da    93    offen,    ist  JR  —  58  abgeschlossen; 

*)  Dieser  Begriff  rührt  her  von  G.  Cantor.  Beispiel:  Jede  endliche  (auch 
die  leere)  Menge  ist  abgeschlossen.  Jedes  abgeschlossene  Intervall  des  'SÜ^  ist 
abgeschlossen.  Der  9?^.  selbst  ist  abgeschlossen.  —  Der  Begriff  „abgeschlossen" 
drückt,  ebenso  wie  der  Begriff  „kompakt",  eine  Beziehung  einer  Punktmenge  91  zu 
dem  sie  enthaltenden  Räume  SR  aus.  Ist  hingegen  St  kompakt  und  abgeschlossen, 
so  ist  dies,  wie  H.  Tietze  bemerkte  (Math.  Zeitschr.  5  (1919),  288)  eine  innere 
Eigenschaft  von  91,  d.  h.  eine  Eigenschaft,  die  der  Menge  91  zukommt  ohne 
Rücksicht  auf  den  Raum  SR,   in  dem  sich  21  befindet. 

*)  F.  Hausdorff,  Grundz.  d.  Mengenlehre,  240.  Bci.spiele  im  5R,:  Das 
Intervall  (0,  f^    ist   nicht  abgeschlossen,  wohl  aber  abgeschlossen  in  (0,  1). 

»)  Nach  C.  Caratheodory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  40.  (Auch  H.  Le- 
besgue  bezeichnete  schon  gelegentlich  eine  solche  Menge  als  „ensemble  ouvert": 
Ann.  di  mat.  (3)  7  (1902),  242).  Vorher  war  für  diese  Punktmengen  die  Be- 
zeichnung „Gebiet"  in  Gebrauch,  die  wir  (§  5,  S.  85)  anders  verwenden  werden. 
Beispiele  offener  Punktmengen:  Jedes  offene  Intervall  des  SR*,  der  SRfc  selbst. 

*)  Beispiel  imSRi:  Das  Intervall  [0,  |)  ist  nicht  offen,  wohl  aber  offen 
in  [0, 1]. 
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jeder  Häufungspunkt  von  9t  —  93  gehört  also  zu  JR  —  93,  und  damit 
zu  9?  —  51.  Jeder  Häufungspunkt  von  $8  —  21  gehört  entweder  zu 
9i  —  93,  und  damit  zu  9t  —  21,  oder  er  gehört  zu  93,  und  dann,  da 
93  —  91  abgeschlossen  in  !ö ,  zu  93  —  2(,  und  damit  nach  (3)  wieder 
zu  9t  —  91.  Jeder  Häufimgspunkt  von  91  —  SU  gehört  also  zu  91  —  2t, 
d.  h.  9i  —  21  ist  abgeschlossen,  und  Satz  III b  ist  bewiesen. 

Satz  rV.  Die  Vereinigung  endlich  vieler  (in  $8)  abge- 
schlossener Mengen  ist  abgeschlossen  (in  93). 

Da  jeder  Teil  eines  metrischen  Raumes  selbst  ein  metrischer 
Raum  ist,  beschränken  wir  die  Allgemeinheit  nicht,  wenn  wir  93  =  91 
setzen.     Sei  also: 

2t=2t,  +  2r,-f  ...+  2l„ 

und  sei  jede  der  Mengen 

C^)  2I,,2L,,...,  21, 

abgeschlossen.  Ist  a  Häufungspunkt  von  2t,  so  gibt  es  in  21  eine 
Folge  zu  je  zweien  verschiedener  Punkte  {%},  so  daß: 

lim  a^^  =  a. 

Mindestens  eine  der  Mengen  (^)  muß  unendlich  viele  a„  enthalten, 
etwa  2t^.  Dann  ist  a  Häufungspunkt  von  2tp  und,  weil  2t^  abge- 
schlossen, in  2t^  und  mithin  in  2t  enthalten.  Also  ist  21  abgeschlossen, 
wie  behauptet. 

Satz  V.     Der  Durchschnitt  endlich  vieler  (in   93)  offener 
Mengen  ist  offen  (in  93). 
In  der  Tat,  sei 

2t  =  2f,-2t,-....2t„ 

wo  2t^(i  =  1,  2, , . .  Ä)  offen  in  93,  und  mithin  13  —  2t,-  abgeschlossen  in  93. 
Nach  Satz  IV  ist  auch: 

(S-2tJ  +(S8-2l,)4-...4-(«-2t,) 

abgeschlossen  in  93,  und  da: 

93_5t  =  93  — 2tj2t2...2t,  =  (93  — 2tJ-f(93  — 2t„)H-...-i-(93— 2tJ, 

so  ist  2t  offen  in  93,  wie  behauptet. 

Satz  VI.    Der  Durchschnitt  endlich  oder  unendlich  vieler 

(in  93)  abgeschlossener   Mengen  ist  abgeschlossen  (in  93). 

In  der  Tat,  sei  'S)  der  Durchschnitt  irgendwelcher  abgeschlossener  ^) 
Mengen  2t.  Da  %  Teil  jeder  Menge  2t,  so  ist  jeder  Häufungspunkt 
von  %  auch  Häufungspunkt  jeder  Menge  2t,  gehört  mithin  zu  jeder 


*)  Wir  führen  den  Beweis  wieder  für  93  =  3i. 
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Menge  91,  und  daher  auch  zu  deren  Durchschnitt  ®.  Also  ist  "3) 
abgeschlossen,  wie  behauptet, 

Satz  VII.  Die  Vereinigung  endlich  oder  unendlich  vieler 
(in  93)  offener  Mengen  ist  offen  (in  58). 

In  der  Tat,  sei  93  Vereinigung  irgendwelcher  (in  93)  offener 
Mengen  91;  dann  ist  93  —  93  der  Durchschnitt  der  (in  93)  abgeschlos- 
senen Mengen  93  —  91,  und  somit  nach  Satz  VI  abgeschlossen  (in  93). 
Also  ist  93  offen  (in  58)  wie  behauptet. 

Satz  VIII.  Ist  {9t„}  eine  monotop  abnehmende  Folge  kom- 
pakter^),   nicht  leerer,    abgeschlossener   Mengen,    so  ist  ihr 

Durchschnitt  lim  9l„  nicht  leer^). 
n  =  <*> 

Sei  in  der  Tat  a„  Punkt  von  9t„,  und  mithin  auch  von  91^, 
2t2,. .., 9I„_j.  In  der  Folge  {a„}  gehören  also  zu  jeder  Menge  9t,,  fast 
alle  Glieder.  Da  diese  Mengen  kompakt  sind,  hat  {a,,}  einen  Häu- 
fungspunkt a;  da  die  9I„  abgeschlossen  sind,  gehört  a  zu  allen  9t„, 
und  mithin  zu  deren  Durchschnitt,  der  also  in  der  Tat  nicht  leer 
ist.     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 

Satz  IX.      Sind    9t,    SB    zwei    (nicht    leere)    fremde,    abge- 

geschlossene  Mengen,   von  denen  wenigstens  eine  kompakt 

ist^),  so  ist  .  ,  ^^  ^    ^ 

^'  r(9t,  93)>0. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre: 

r  (91,  93)  =  0, 

dann  gäbe  es  a^^  in  9t,  &„  in  93,  so  daß : 

(t)  r{a^,bj<^. 

Ist  etwa  9t  kompakt,    so  gibt  es  in  {a„}  eine  konvergente   Teilfolge 

(ft)  linaa„  =a,     d.h.    *"(«„,«)<—     für  fast  alle  v. 

Aus    (t)  und  (tt)  folgt  vermöge  der  Dreiecksungleichung  für  jedes  n 
und  fast  alle  v: 

(ttt)  ^(^..'«)<|-'   d-^-    ^^K-^' 


^)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  SRj : 
Die  Mengen  ?I„  =  [n,-\-oo)  sind  abgeschlossen  und  monoton  abnehmend;  ihr 
Durchschnitt  aber  ist  leer. 

»)  Vgl.  Einleitung  §  5,  Satz  XI. 

*)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  IR,:  Sei  ?I 
die  a;^- Achse:  x^  =  0  und  S3  die  Hyperbel  x^Xj  =  1.  Dann  ist  r(?l,  S8)  =  0,  und 
%  SB  sind  abgeschlossen,  aber  fremd. 
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Da  5t  und  23  abgeschlossen,  lehren  (ff)  und  (ttt)>  ^^.ß  a  zu  %  und 
93  gehört;  also  sind  St  und  33  nicht  freind.  Damit  ist  Satz  IX  be- 
wiesen. 

Nach  Satz  VI  und  VII  ist  der  Durchschnitt  unendlich  vieler 
abgeschlossener  Mengen  abgeschlossen,  die  Vereinigung  unendlich 
vieler  offener  Mengen  offen,  nach  Satz  IV  und  V  aber  ist  die  Ver- 
einigung endlich  vieler  abgeschlossener  Mengen  abgeschlossen,  der 
Durchschnitt  endlich  vieler  offener  Mengen  offen.  Hingegen  wird 
im  allgemeinen  die  Vereinigung  unendlich  vieler  abgeschlossener 
Mengen  nicht  abgeschlossen,  der  Durchschnitt  unendlich  vieler  offener 
Mengen  nicht  offen  sein.  Wir  werden  die  Vereinigung  abzählbar 
vieler  (in  33)  abgeschlossener  Mengen  eine  a-Vereinigung  (in  35), 
den  Durchschnitt  abzählbar  vieler  (in  33)  offener  Mengen  einen 
o-Durchschnitt  (in  33)  nennen^). 

Jede  (in  33)  abgeschlossene  Menge  St  ist  gleichzeitig  eine  a -Ver- 
einigung (in  33),  jede  (in  33)  offene  Menge  2t  ist  gleichzeitig  ein 
0- Durchschnitt  (in  33).     In  der  Tat,  man  setze: 

3t  =  3t,  +  SC,-(-...4-2t„4---.     bzw.     3l  =  3ti-3t,-...-3l„-..., 
wo  alle  3t„==3t. 

Satz  X.  Ist  3t  eine  a-Vereinigung,  so  ist  9?  — 3t  ein  o-Durch- 
schnitt  und  umgekehrt.  Ist  2t  eine  a-Vereinigung  in  58,  so 
ist  33  —  2t  ein  o-Durchschnitt  in  35  und  umgekehrt. 

Da  man  in  der  zweiten  Hälfte  der  Behauptung  immer  33  als 
neuen  metrischen  Raum  9i'  zugrunde  legen  kann,  genügt  es,  die 
erste  Hälfte  zu  beweisen.     Diese  aber  folgt  unmittelbar  aus: 

5R-(2t,  +  2t,4-...  +  2t„  +  ...)  =  ($R-3t,)-(SR-2t.,)...(9l-2tJ... 

und  der  Tatsache,  daß  das  Komplement  einer  abgeschlossenen  Menge 
offen  ist. 

Satz  XI.     Jede  a-Vereinigung  2t  (in  35)    ist    Grenze   einer 
monoton  wachsenden  Folge  (in  33)  abgeschlossener  Mengen. 
Sei  in  der  Tat: 

2t  =  2t,  +  2t,  +  ...-f2t„4-..., 

wo   die   2t„   abgeschlossen   (in  33).     Nach  Einleitung  §  1,  Satz  I  ist: 

2l=lim2t„;     S(„  =  2t, -f  2t,  +  . . .  +  2t„. 

»—■x> 

^)  Diese  Mengen  wurden  zuerst  eingehender  betrachtet  von  W.  H.  Young, 
der  sie  als  ordinary  outer  und  inner  limiting  sets  bezeichnet.  Vgl.  W.  H. 
und  G.  Ch.  Young,  The  theory  of  sets  of  points  (1906),  63,  70,  235.  Man  ver- 
wechsle nicht  den  oben  definierten  Begriff  „a-Vereinigung  in  93",  mit  dem  Be- 
griff: „a -Vereinigung,  die  Teil  von  93  ist". 
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Nach  Satz  IV'  ist  3(„  abgeschlossen  (in  lö),  und  Satz  XI  ist  be- 
wiesen. 

Satz  XII.  Jeder  o-Durchschnitt  5(  (in  93)  ist  Grenze 
einer    monoton    abnehmenden  Folge    (in  53)  offener  Mengen. 

Dies  ergibt  sich  aus  Satz  XI  durch  Bildung  der  Komplemente 
(in  bezug  auf  93). 

Salz  XIII.  Die  Vereinigung  abzählbar  vieler  a-Vereini- 
gungcn  (in  93)  ist  eine  a-Vereinigung  (in  93).  Der  Durch- 
schnitt abzählbar  vieler  o-Durchschnitte  (in  93)  ist  ein 
o-D  urchschnitt  (in  93). 

In  der  Tat,  ist: 

und 

9r„  :=  3Ui  +  %..o  4- . . . -j- 5t„,., -i- . . ., 

so  ist  9(  die  Vereinigung  der  abzählbar  vielen  Mengen  9t,,, ,.  {n,  v 
=  1.  2.  .  .  .).     Analog  für  den  Durchschnitt. 

Satz  XIT.  Der  Durchschnitt  endlich  vieler  «-Vereini- 
gungen (in  93)  ist  eine  a-Vereinigung  (in  93).  Die  Vereini- 
gung endlich  vieler  o-Durchschnitte  (in  93)  ist  ein  o-Durch- 
schnitt  (in  93). 

Sei  in  der  Tat: 

o(  =  9(^ .  5(., .....  9t^ , 

wo  9I„  {n  =  l,2. . .  .,k)  eine  a-Vereinigung.     Nach  Satz  XI  ist: 

5t,,  =  lim9I„,„;     9t,,,.-<  5l„,,.+i, 

wo  die  'i>(„,,.  abgeschlossene  Mengen  bedeuten. 

Ist  71  eine  gegebene  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .,  k,  so  gehört  jeder 
Punkt  von  9t  zu  fast  allen  %,.,.,    und  damit   zu  fast  allen  Mengen: 

und  da  umgekehrt  jedes  58„-<9t,  so  ist: 

9t  =  93i  4- «.2  +  . .•  +  «.•  +  •••• 

Nach  Satz  VI  aber  ist  jede  Menge  93,.  abgeschlossen,  womit  die 
eine  Hälfte  von  Satz  XIV  bewiesen  ist.  Analog  beweist  man  die 
andere  Hälfte. 

§  3.    Umgebungen. 

Wir  nennen  jede  offene  Punktmenge,  die  den  Punkt  a,  die 
(nicht  leere)  Menge  9t  enthält,  eine  Umgebung  von  a  bzw.  von  9t, 
in  Zeichen  U(a),  U(9t).    Ist  93  irgendeine  Menge,  so   nennen  wir  den 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  5 
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Durchschnitt  von  'i8  und  einer  Umgebung  von  a  (bzw.  91)  eine  Um- 
gebung in  93  von  a  bzw.  91  und  verwenden  auch  für  diesen  Be- 
griff die  Symbole  ll(a).  U(9().  Lassen  wir  aus  U  (a)  den  Punkt  a  bzw. 
die  Menge  91  weg,  so  entstehen  die  reduzierten  Umgebungen 
(in  93),  die  wir  mit  H'(a),  U'(9I)  bezeichnen. 

Satz  I.     Die    Menge    aller  Punkte  b    des    Raumes,    deren 
Abstand  von  a  (von  91)  der  Ungleichung 

r{a,b)<Q     {r{'ä,b)<Q) 

genügt  (^>0),  ist    eine  Umgebung   von  a  (von  91).     Wir    be- 
•zeichnen  sie  als  die  Umgebung  q  von  a  (von   91);  in  Zeichen: 

U{a;Q)  bzw.   U  (91;  o). 

Es  genügt,  den  Beweis  für  U(9t;^)  zu  führen.     Wir    haben    zu 
beweisen:  das  Komplement  Ä  vonU(9(;ß)  ist  abgeschlossen.   Wäre 
Ä  nicht  abgeschlossen,  so  gäbe   es   einen  Häufungspunkt  c  von  Ä  in 
U(9I;ß): 
(*)  r{^,c)<Q. 

Da  c  Häufungspunkt  von  ^,  gibt  es  eine  Punktfolge  {c„}  von  Ä, 
so  daß 

(**)  lim  c^  =  c;     d.h.  lim  r  (c^ ,  c)  =  0 . 

n=ao  n=» 

Aus  (*)  und  (**)  folgt  vermöge  §  1,  Satz  IV: 

r(9(,c„)<<ß     für  fast  alle  n, 
was  unmöglich  ist,  da  c^  zu  ^  gehört,   und  mithin: 

ist.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  II.     Die   Menge   aller   Punkte  b   des  Raumes,    deren 
Abstand  von  a  (von  9()    der  Ungleichung 

r{a,b)£Q     (r(9l,&)^^) 

genügt  (^J>0),  ist  eine  abgeschlossene  Menge.  Wir  be" 
zeichnen  sie  als  die  abgeschlossene  Umgebung  q  vona  (von  91)1 
i  n    Z  e  i  c  h  e  n : 

Ü(a;(>)  bzw.  Ü(3l;  ß). 

Wäre   U(9t;  g)  nicht  abgeschlossen,    so  gäbe  es  einen  Häufungs- 
punkt c  von    U(9I;^)    im  Komplemente  Ä  von  U(9I;ß): 

femer  gäbe  es  eine  Punktfolge  {c^}  in  U(9t;  q),  für  die  (**)  gilt,  und 
mithin: 
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r{'ä,cJ'^Q     für  fast  alle  n, 

was  unmöglich,  da  alle  c^^  zu  U(3I;o)  gehören.  Damit  ist  Satz  II 
bewiesen. 

Ist  93  irgendeine  Menge,  so  werden  die  Durchschnitte: 

U(a;())-58,     U(a;^)-«;     U(3t;i?)-93,     Ü(9(;e)-93 

als  Umgebung  q  (abgeschlossene  Umgebung  g)  von  a  (von  *;?()  in  33  be- 
zeichnet. Auch  für  diese  Umgebungen  in  33  verwenden  wir  gelegentlich  die 
einfachen  Symbole  U  (a;  q)  usw.  Läßt  man  aus  einer  dieser  Um- 
gebungen (in  S&)  den  Punkt  a  (die  Menge  3()  weg,  so  entstehen  die 
entsprechenden,  reduzierten  Umgebungen,  die  mit  U'(rt;  o)  usf.  be- 
zeichnet werden. 

Satz  III.    Ist  ?(  abgeschlossen  und  {q^}    eine  Folge  posi- 
tiver Zahlen  mit  lim ^^^  =  0 .  s o  i s t : 

(t)  ^  =  U{'ä;e,)-U{^}UQ,)-...-   n(?i;?j-... 

Jede    abgeschlossene    Menge     ist    also    Durchschnitt    einer 
Folge  offener  Mengen  (ein  o-Durchschnitt), 
Wir  setzen 

®  =  U(?r;^J-U(2{;^,)-...-U(2I;öJ-... 
Dann  ist  offenbar 
(tt)  %<^. 

Sei  nun  a  irgendein  Punkt  von  S;    da  a  dann  auch  Punkt  von 
U(2I;  ß„),  so  gibt  es  in  31  einen  Punkt  a„,  so  daß: 

Wegen  lim  ^^  =  0  ist  also: 

lim  a^  =  a, 

und  da  91  abgeschlossen,  gehört  a  zu   31.     Es  ist  also  auch 

(ttt)  ®<5t, 

und  (tt),  (ttt)  ergeben  (t),  womit  Satz  III  bewiesen  ist. 

Satz  IV.     Ist  3t  offen,    und  ist  {g^}   eine  Folge   positiver 
Zahlen  mit  limß^  =  0,  so  ist,  wenn 

gesetzt  wird: 

(V)  3l  =  (SH-JJ  +  (9i-J,)4-...  +  (9l-Xj  +  .-. 

Jede  offene  Menge  ist  also  Vereinigung  einer  Folge  ab- 
geschlossener Mengen  (eine  a-Vereinigung). 
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In  der  Tat.    es  ist  I'li — 9(  abgeschlossen,  mithin  nach  Satz  III: 
91  _  s)(  =  U(9t  _  <)(:  ^J.  II  (sjt  —  3t;  ßj.. .  ..U(9t  —  9(;  g„)-.. . 

Dies  ist  aber  völHg  gleichbedeutend  mit  ("v).  und  Satz  IV  ist  be- 
wiesen. 

Salz  V.  Ist  (/  Punkt  der  offenen  Menge  9(,  so  gibt  es 
ein   o>0,  derart,  daß  U(a;i>)  Teil  von  3(. 

In  der  Tat,  andernfalls  gäbe  es  im  Komplemente  9{  —  W  eine 
Punkt  folge  {«„},  so  daß: 

Es  wäre  also: 

lim  r  (fl,  .  a)  =  0:     d.  h.  lim  a   =  a . 

Mithin  wäre  a  Häufungspunkt  von  9{  —  §t ,  ohne  zu  9{  —  9(  zu  ge- 
hören. Das  ist  unmöglich,  weil  9i  —  '?(  als  Komplement  der  offenen 
Menge   3t  abgeschlos.sen  ist.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.     Damit    lima,,  =  rt    sei.    ist    notwendig    und    hin- 

reichend,  daß  in  jeder  l>»ngebung  U  (a)  fast  alle  a,,  liegen. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  in  der  Tat,  aus  lim  a^^  =  a  folgt 
für  jedes  ^>0:  "=* 

r{a^^,a)<^Q,  d.h.  o^^  in  U(a;p)  für  fast  alle  n. 

Nach  Satz  V  aber  gibt  es  ein  q^O,  so  daß  \\{a;Q)  Teil  von  11  (a). 
Die    Bedingung    ist    hinreichend;   in    der  Tat,    ist    sie  erfüllt, 
so  liegen,  da  auch  Xl{a;Q)  eine  Umgebung  U(a)  ist,  für  jedes  q'^0 
fast  alle  a,,  in  \l{a;g):  d.h.  es  ist: 

>(a„,a)<C^     für  fast  alle  n, 
d.h.  es  ist  limrt„  =  a,  wie  behauptet. 

In  Analogie  hierzu  definieren  wir :  Eine  Folge  {^(„l  von  Mengen, 
die' den  Punkt  «  (die  Menge  31)  enthalten,  zieht  sich  auf  a  (auf  3t) 
zusammen,  wenn  in  jeder  Umgebung  U  von  a  (von  31)  fast  alle 
3(„  liegen. 

Satz  VII.  Damit  a  Häufungspunkt  der  Menge  3t  (der 
Folge  {a,,})  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  in 
jeder  Umgebung  U  (a)  unendlich  viele  Punkte  von  3t  (un- 
endlich viele  Glieder  von  {a„})  liegen. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  denn  ist  a  Häufungspunkt  von 
3t ,  so  gibt  es  in  3t  eine  Folge  verschiedener  Punkte  a„  mit  lim  a^^  =  a. 
Nach  Satz  VI  liegen  sie  fast  alle  in  U(a).  "^"^ 
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Die  Bedingung  ist  hinreichend');  denn  ist  sie  erfüllt,  so 
liegt  gewiß  in  jeder  reduzierten  Umgebung  \\'(a)  ein  Ptfnkt  von  %. 
Wir  definieren  eine  Folge  {&„}  aus  91  durch  die  Festsetzung: 

1.  &j=)=rt  ein  beliebiger  Punkt  von  9r. 

2.  Ist  fc„=Hrt  gewählt,  und  ist: 

so  bezeichne  man  mit  o^,  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  r,j  und 
— j-^  und  wähle  h„ui  in  der  reduzierten  Umgebung  U'(a;  ^„).  Dann 
sind  je  zwei  b^^  verschieden,  und  es  ist: 

r  (h^^ ,  a)  <^ -  ,     daher     lim  b^^^=  a, 

und  es  ist  somit  a  Häufungspunkt  von  3t.  Damit  ist  Satz  VII 
bewiesen. 

Wir  bezeichnen  mit  31'  die  Menge  aller  Häufungspunkte  von  3(. 
Dann  gilt: 

Satz  VIII.  Für  jede  beliebige  Menge  3t  ist  die  Menge  3t^ 
abgeschlossen. 

Sei  in  der  Tat  a  ein  Häufungspunkt  von  3t^;  in  jeder  Um- 
gebung II  (a)  gibt  es  dann  (Satz  VII)  einen  Punkt  a^  von  31^ .  Da 
nun  a'  Häufungspunkt  von  3(,  und  l\{a)  auch  eine  Umgebung  U  (a^) 
ist,  gibt  es  in  U  (a)  (Satz  VII)  unendlich  viele  Punkte  von  3t .  Es 
ist  also  a  Häufungspunkt  von  3f,  d.  h.  Punkt  von  3(^.  Also  ist  3t^ 
abgeschlossen,  wie  behauptet. 

Ein  dem  Begriffe  des  Häufungspunktes  ähnlicher  Begriff  ist  der 
folgende'-):  Es  heißt  a  ein  Kondensationspunkt  von  3t,  wenn 
in  jeder  Umgebung  Ufa)  ein  nicht  abzählbarer  Teil  von  3t  liegt. 

Satz  IX.  Die  Menge  aller  Kondensationspunkte  von  31 
ist  abgeschlossen. 

Sei  in  der  Tat  3t*  die  Menge  der  Kondensationspunkte  von  31 
und  a  ein  Häufungspunkt  von  3t*.  In  jeder  Umgebung  U(a)  gibt 
es  dann  einen  Punkt  a*  von  3t*,  und  da  \\(a)  auch  eine  Umgebung 
II  (a*)  ist,  gibt  es  in  U(a)  einen  nicht  abzählbaren  Teil  von  3t;  also 
Ist  a  Kondensation.spunkt  von  3t,  d.  h.  Punkt  von  3t*.  Also  ist  3t* 
abgeschlossen,  wie  behauptet. 


')  Es  ist,  wie  der  Beweis  zeigen  wird,  auch  hinreichend,  daß  in  jeder 
reduzierten  Umgebung  H'(a)  mindestens  ein  Punkt  von  31  (ein  Glied  von 
{a„})  liegt. 

-)  Er  .stammt  im  wesenthchen  von  G.  Cantor.  Der  Xame  rührt  her  von 
E.  Lindelöf,  Acta  math.  29  (1905),  184. 
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Wir  betrachten  nun  die  Vereinigung: 

(0)  flfO==<)r4-9t' 

und  erkennen  unmittelbar,  daß  sie  abgesch lossen  ist.  Wir  nennen 
sie*):  die  abgeschlossene  Hülle  von  3t.  Zufolge  (0)  gehört  ein 
Punkt  a  zu  91°  dann  und  nur  dann,  wenn  in  jeder  Umgebung  U(a) 
mindestens  ein  Punkt  von  ?(  liegt. 

Ist  91  abgeschlossen,  so  ist  91  =  91°;  allgemein  ist  91°  die  kleinste 
91  enthaltende  abgeschlossene  Menge,  denn  es  gilt: 

Satz  X.  Ist  ^  abgeschlossen  und  91^33,  so  ist  auch 
9l°<^:8. 

In  der  Tat,  sei  a°  ein  beliebiger  Punkt  von  91°,  wir  haben  zu 
zeigen,  daß  er  auch  zu  93  gehört.  Zufolge  (0)  gehört  a°  sei  es  zu 
St  (und  dann  wegen  91 -<®  gewiß  auch  zu  58),  sei  es  zu  9t*.  Im 
letzteren  Falle  ist  a°  Häufungspunkt  von  9t,  in  jeder  Umgebung  U  (a°) 
liegen  daher  unendlich  viele  Punkte  von  9t,  mithin  wegen  9t-<93 
auch  unendlich  viele  Punkte  von  S,  d.  h.  g°  ist  Häufungspunkt 
von  33,  und  weil  33  abgeschlossen,  auch  Punkt  von  93-  Damit  ist 
Satz  X  bex^-iesen. 

Wir  bilden  das  Komplement  9t  ■ —  9t  und  seine  abgeschlossene 
Hülle  (jR  — 9t)°.  Das  Komplement  hiervon:  9i  — (9fl  — 9t)°  ist  ein 
offener  Teil  von  91,  den  wir  als  den  offenen  Kern  von  9t  be- 
zeichnen wollen.  Er  ist  der  größte  offene  Teil  von  9t,  denn  es  gilt: 
Satz  XI.  Sei  ^  der  offene  Kern  von  9t.  Ist  93  offen 
und  93^9t,  so  ist  auch  93-<t. 

In  der  Tat.  es  ist  9t  —  93  abgeschlossen  und 

9?  —  9t  <  9i  —  58 , 
daher  auch  (Satz  X): 

(9i  — 9t)°-<9i  — 93, 

und  somit  durch  Übergang  zu  den  Komplementen: 

^  =  91  — (9?  — 9t)°>S, 
wie  behauptet. 

Es  ergibt  sich  nun  von  selbst  folgende  Charakterisierung  der 
in  93  abgeschlossenen  und  offenen  Mengen: 

Satz  XII.  Damit  9t  abgeschlossen  (offen)  sei  in  93,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  9(  der  Durchschnitt  von 
93  und  einer  abgeschlossenen  (offenen)  Menge  ist. 

Wir  führen  den  Beweis  für  die  abgeschlossenen  Mengen.  Für 
die  offenen  ergibt  er  sich  dann  durch  Komplementbildung. 


*)  Nach  C.  Carat  heodory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  57. 
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Die  Bedingung  ist  notwendig.  Ist  in  der  Tat  9(  abgeschlossen 
in  95,  so  ist  offenbar 

9t  =  2t"-93. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  sei: 

sji  =  (5.93     (e  abgeschlossen), 

und  sei  a  ein  zu  93  gehöriger  Häufungspunkt  von  2t.  Da  21^ S, 
ist  a  auch  Häufungspunkt  von  S,  und  da  d  abgeschlossen,  auch 
Punkt  von  ß.  Und  da  der  Punkt  a  zu  23  gehört,  gehört  er  auch 
zu  932  =  91.  d.  h.  ?(  ist  abgeschlossen  in  93,  und  Satz  XII  ist  be- 
wiesen. 

Sind  9(,  93  irgendwelche  Mengen,  ist  5t-<93,  und  ist  9{"  die 
abgeschlossene  Hülle  von  ?(.  so  bezeichnen  wir  den  Durchschnitt 
91  ^-23,  als  abgeschlossene  Hülle  von  9t  in  93.  Sie  ist  die  kleinste  % 
enthaltende,  in  93  abgeschlossene  Menge.  Bedeutet  ^  den  ofifenen 
Kern  von  91,  so  ist  wegen  91  ^  93  auch  Ä  -<  S,  und  somit  ^  •  58  =  f . 
Doch  ist  Ä  keineswegs  der  größte  in  58  offene  Teil  von  9(^).  Diesen, 
d.  h.  die  Vereinigung  aller  in  93  offenen  Teile  von  9t,  die  nach  §  2, 
Satz  VII  selbst  in  93  offen  ist,  bezeichnen  wir  als  den  in  58  offenen 
Kern  von  9(. 

Der  Durchschnitt  der  abgeschlossenen  Hülle  der  Menge  91  mit 
der  abgeschlossenen  Hülle  des  Komplements  von  9t: 

9t«- (91  — 9t)« 

heißt  die  Begrenzung  von  9(.  Sie  ist  gleichzeitig  die  Begrenzung 
von  5H  — 9t. 

Satz  XIII.     Die  Begrenzung  von    9t  ist  abgeschlossen. 

In  der  Tat,  sie  ist  der  Durchschnitt  zweier  abgeschlossener 
Mengen,  daher  auch  selbst  abgeschlossen. 

Aus  der  Definition  der  Begrenzung  folgt  unmittelbar: 

Satz  XIV.  Ist  &  die  Begrenzung  von  9t,  so  sind  abge- 
schlossene Hülle    und    offener  Kern  von  9t    gegeben   durch: 

Wir  nennen  a  einen  inneren  Punkt  von  9t,  wenn  es  eine  Um- 
gebung U(a)  gibt,  so  daß: 
(*)  U(aX9t. 


^)  Beispiel  im  Sig:  Sei  93  eine  Gerade  im  9^2  ^^^^  ^  ^^  offenes  Intervall 
dieser  Geraden;  dann  ist  S  leer,  obwohl  2t  in  S3  offen  ist.  Vgl.  hierzu  F.  Haua- 
dorff,  Grundz.  d.  Mengenlehre,  242. 
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Auf  Grund  dieser  Definition  ist  jeder  Punkt  a  einer  offenen  Menge  "ii 
ein  innerer  Punkt  dieser  Menge:  man  hat  nur  in  (*)  U  (a)  = '-Jl  zu 
se  tzen. 

Nach  Satz  V  gibt  es  zu  jedem  inneren  Punkt  a  einer  Menge  )il 
ein  Q  ^  0,  so  daß  : 

U  («;?)-<  9t. 

Im  euklidischen  9i,.  gibt  es  daher  zu  jedem  inneren  Punkt  a  von  ''}[ 
ein  a  enthaltendes  Intervall  (a^ ,  «i., ,  . . . ,  a,^;  h^,h.,,  . . . ,  h,)  derart,  daß  : 

[a^,  a^.  ...,  a^]  b^,b^....,  &J  ^  9(. 

Satz  XV.  Jeder  nicht  zur  Begrenzung  (5)  von  'U  gehörige 
Punkt  von  91  ist  ein  innerer  Punkt  von  5{;  d.  h.  (Satz  XIV): 
der  offene  Kern  von  9(  ist  die  Menge  aller  inneren  Punkte 
von  <!(. 

In  der  Tat,  nach  Satz  XIV  gehört  jeder  nicht  zu  &  gehörige 
Punkt  a  von  91  zum  offenen  Kern  von  '?( ,  der  eine  in  %  enthaltene 
Umgebung  H  (a)  ist.    Also  ist  a  innerer  Punkt  von  91,  wie  behauptet. 

Wir  definieren  für  jede  Ordinalzahl  a  die  a-te  Ableitung^) 
91"  von  9(  durch  die  Festsetzungen: 

1.  51°  ist  die  abgeschlossene  Hülle  von   9(. 

2.  Ist  «  >>  0  keine  Grenzzahl,  so  ist  91"  die  Menge  aller  Häu- 
fungspunkte von  9t"~^. 

3.  Ist  «  Grenzzahl,  so  ist  9("  der  Durchschnitt  aller  9t^  (ß  <^  u). 
Nach  Einleitung  §  4,  Satz  XVIII    ist    hierdurch  91"    für   alle    « 

definiert;  denn  es  ist  definiert  für  a  =  0,  und,  falls  für  alle  ß<^(i, 
so  auch  für  c.  Die  0-te  Ableitung  von  9(  ist  also  die  abgeschlossene 
Hülle  von  9(,  die  erste  Ableitung  9(^  ist  die  Menge  aller  Häufungs- 
punkte von  9t",  d.  h.  die  Menge  aller  Häufungsijunkte  von  9(. 

Satz  XVI.     Jede  Ableitung  91"  ist  abgeschlossen. 

In    der    Tat,    dies    ist    richtig    für  a  =  0.     Angenommen  es  sei» 
richtig  für  alle  ß  <^a.    Nach  Satz  VIII  ist  es  dann  auch  richtig  für 
u ,  falls  (i  keine  Grenzzahl,  und  nach  §  2  Satz  VI,  falls  a  Grenzzahl. 
Damit  ist  Satz  XVI  durch  Induktion  (Emleitung  §  4,  Satz  XVIII)  be- 
wiesen. 

Satz  XVII.     Ist  a>aQ,  so  ist  9I«^9(«<'. 

In    der    Tat,    dies    ist    richtig    für  a  =  aQ;  angenommen    es   sei 
richtig    für    alle    der    Ungleichung  «o</5<C«    genügenden  ß.    Ist  « 
keine    Grenzzahl,    .so    ist  91"    die    Menge    aller    Häufungspunkte    von 
91° -^  und  .somit  gilt,  da  9("~^  abgeschlossen: 
9{«  -<  91°  —  ^  -<  9t«o . 

')  Die  Ableitungen  einer  Punktmenge  wurden  eingeführt  von  G.  Cantor. 
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I.st  aber  a  Grenzzahl,  so  ist  ?("  als  Durchschnitt  aller  !/>'  (ß<a) 
wieder  Teil  von  W".  Der  Beweis,  daß  'ä"  <iW'>,  ist  damit  durch 
Induktion  erbracht. 

Satz  XVIII.  Ist  91  kompakt,  so  sind  auch  alle  Ab- 
leitungen %"  kompakt. 

Da  nach  Satz  XVII: 

genügt  es  zu  zeigen,  daß  '-?("  kompakt  ist. 

Sei  93  irgendein  unendlicher  Teil  von  91"  und  h^,  h.^,  . . . ,  b^^,  .  . . 
ein  abzählbar-unendlicher  Teil  von  93  (Einleitung  §  2,  Satz  III);  zu 
jedem  h^^  gibt  es  in   91  ein  a^^,  so  daß: 

(1)  »•(«»>  U<^- 

Da  9(  kompakt,  hat  die  Folge  {«„}  mindestens  einen  Häufungs- 
punkt a,  d.  h.  es  gibt  in  ihr  eine  Teilfolge   {a,,,,}^   so  daß: 

(2)  lim«,,  =a,     d.  h.  lim  r (a,^  ,  a)  =  0. 

)•  =  00  >■  =  CO 

Aus  (1),  (2)  und  der  Dreiecksungleichung  aber  folgt: 
limr(&,,  ,a)  =  0,     d.h.    lim^^^  =  a. 

v^  CO  r=  X 

Es  ist  also  a  auch  Häufungspunkt  von  ^,  und  Satz  XVIII  ist  be- 
wiesen. 

Gibt  es  unter  den  Ableitungen  51«  eine  leere,  so  gibt  es  nach 
Einleitung  §  4,  Satz  XI  unter  ihnen  auch  eine  von  kleinster  Ordnung 
u,  die  leer  ist.     Diesbezüglich  gilt: 

Satz  XIX.  Ist  9f  kompakt,  so  ist  die  Ordnung  a  der 
ersten  leeren  Ableitung  91"  keine  Grenzzahl  aus  3o- 

Sei  in  der  Tat  a  eine  Grenzzahl  aus  3o  •  Nach  Einleitung  §  4, 
Satz  XVII  gibt  es  dann  eine  Folge  von  Ordinalzahlen  {a,.},  so  daß: 

«,,  •<  «,. +1      und     lim  r.',,  =  a . 
>•— » 
Nach  Satz  XVII  ist  dann : 

9("'>-  9l"'"^^. 

Da  ferner,  wenn  ß  <^a: 

ciy^ß  für  fast  alle  v, 

so  ist  der  Durchschnitt  aller  'ä^  (ß  <  a)  identisch  mit9t"i  •  91"*  • . . .  •  9("''  • . . . , 
so  daß : 

9("  =  9("i .  9(«2 .....  9(",  .... 

Anwendung  von  Satz  XVI,  XVIII  und  §  2,  Satz  VIII  lehrt,  daß 
9("  nicht  leer  ist,  und  Satz  XIX  ist  bewiesen. 
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Ein  Punkt  a  heißt  ein  äußerer  Näherungspunkt  der  Mengenfolge 
{?lii}.  wenn  für  jede  Umgebung  U(a)  unendlich  viele  lUa)-3l„  nicht  leer  sind, 
er  heißt  ein  innerer  Näherung  spunkt')  von  {?!„},  wenn  für  jede  Umgebung 
U(rt)  fast  alle  lUa)-9l„  nicht  leer  sind-).  Die  Menge  aller  äußeren  Näherungs- 
punkte von  Sil,,  heißt  die  obere  Näherungsgrenze  von  {3t„},  die  aller 
inneren  Näherungspunkte  die  untere  Näherungsgrenze  von  (91«}.  Sind 
obere  und  untere  Näherungsgrenze  von  {91,,}  identisch,  so  heißen  sie  kurz: 
die  Näherungsgrenze   von  {'Jtn}. 

Die  obere  Üemeinfchaftsgrenze  (Einleitung  §  1,  S.  4)  ist  Teil  der  oberen, 
die  untere  Gemeinschaftsgrenze  ist  Teil  der  unteren  Näherungsgrenze. 

Satz  XX.     Obere    und    untere    Näherungsgrenze    einer    Mengen- 
folge {%,}  sind  stets  abgeschlossen. 

Sei  ®  die  obere  (untere)  Nähenmgsgrenze  von  {21«}  und  a  ein  Häufungs- 
punkt von  &.  In  jeder  Umgebung  \\{a)  gibt  es  einen  Punkt  g  von  &,  und 
da  ll(o)  auch  eine  Umgebung  \\{g)  ist,  sind  unendlich  viele  (fast  alle) 
U  (^)  •  3In  =  II  (o)  •  ?(„  nicht  leer,  also  gehört  auch  a  zu  &,  und  Satz  XX  ist  be- 
wiesen. 

Satz  XXI.  Sind  alle  2I„  Teile  derselben  kompakten')  Menge  21, 
80  ißt  die  obere  Näherungsgrenze  von  {21«}  nicht  leer. 

Sei  in  der  "Tat  a„  ein  Punkt  aus  2(„;  dann  ist  {««}  eine  Punktfolge 
aus  21,  die,  da  21  kompakt  ist,  einen  Häufüngspunkt  a  hat;  dieser  gehört  zur 
oberen  Xäherungsgrenze  von  {2(„}.     Damit  ist  Satz  XXI  bewiesen. 

S.itz  XXII.  Ist  2J„>-2t,  und  zieht  sich  {?!«}  auf  2t  zusammen 
(S.  68),  so  ist  21"  Näherungsgrenze  von  {21«}. 

Sei  o  ein  nicht  zu  21"  gehöriger  Punkt.  Wir  zeigen,  daß  er  auch  nicht 
zur  oberen  Näherungsgrenze  von  {21„}  gehört.  In  der  Tat,  da  er  nicht  zu  21" 
gehört,  ist : 

r(a,  21)  >0. 
Wir  wählen  ein  g  gemäß : 

0  <  e  <  r  (a,  2t) . 

Da  fast  alle  2t„  in   U  (2t ;  e)  liegen,  kann  a  nicht  äußerer  Näherungspunkt  von 
{2t„}  sein,  wie  behauptet. 

Sei  sodann  a  Punkt  von  2(".  Wir  zeigen,  daß  er  zur  unteren  Näherungs- 
grenze von  {2t„}  gehört.     In   der  Tat,   es  gibt   in  21  eine  Punktfolge  {«!«}  mit 

limfl„  =  a.     Da   aber   2t<^2(„,   ist  a„  auch  Punkt  von  2l„,    und  a  ist  innerer 
n=x 

Näherungspunkt  von  {2t„},  wie  behauptet.    Damit  ist  Satz  XXII  bewiesen. 
Satz  XXIII.    Sind  alle  21«  Teile  derselben  kompakten'')  Menge  S9, 


*)  Diese  BegriflEe  scheinen  zuerst  von  P.  Painlev6  betrachtet  worden 
zu  sein.    Vgl.  Encyclopedie   des   sciences   mathematiques,  tome  II,  vol.  1,  145. 

-)  Besteht  jede  Menge  2t„  aus  nur  einem  Punkt  o„,  werden  äußerer  und 
innerer  Näherungspunkt  von  {2t„}  zu  Häufungspunkt  und  Grenzpunkt 
von  {a«}. 

^)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  5Ri:  Sei 
21«  das  Intervall  [n,  n  -{-  1]  ,  dann  ist  die  obere  Näherungsgrenze  von 
{2t„}  leer. 

*)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  yi^:  Sei 
%, --^  [0,  l]  ~\- (n,  n -\- l) .  Dann  ist  [0,1]  Näherungsgrenze  von  {2l„},  aber 
{2t„}  zieht  sich  nicht  auf  [0,  1]  zusammen. 
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ist  21„>>?1,  und  ist  21"  die  Näherungsgrenze  von  {2t„},  so  zieht  sich 
•[2t„|  auf  31  zusammen. 

In  der  Tat,  andernfalls  gäbe  es  ein  p  >  0  und  eine  stets  wachsende  In- 
dizesfolge {»y},  so  daß  sich  in  'iHnv  ein  nicht  zu  11(91;  q)  gehöriger  Punkt  an,. 
findet.  Da  93  kompakt,  besitzt  1^«^}  einen  Häufungspunkt,  der  gewiß  nicht 
zu  51",  wohl  aber  zur  oberen  Näherungsgrenze  von  {2l„}  gehört,  entgegen  der 
Annahme,  es  sei  9t  °  Näherungsgrenze  von  {91«}-  Damit  ist  Satz  XXIII  be- 
wiesen. 

§4.  Insichdichte,  dichte,  nirgends  dichte  Mengen^). 

Jeden  Punkt  von  31,  der  nicht  zugleich  Häufungspunkt  von  3( 
ist,  nennen  wir  einen  isolierten  Punkt  von  3t.  Sind  alle  Punkte 
von  3t  isoliert  (d.h.  ist  3t  mit  31^  fremd),  so  heißt  3t  eine  isolierte 
Menge'^). 

Das  Gegenstück  zu  den  isolierten  Mengen  sind  diejenigen  Mengen 
3t,  deren  jeder  Punkt  ein  Häufungspunkt  von  3t  ist;  sie  heißen  in- 
sichdicht^).  Während  die  abgeschlossenen  Mengen  charakterisiert 
sind  durch: 

(1)  3t^-<3t, 

sind  die  insichdichten  Mengen  charakterisiert  durch: 

(2)  3l-<3l^ 

Aus  der  Definition  folgt  unmittelbar: 

Satz  I.  Die  Vereinigung  endlich  oder  unendlich  vieler 
insichdichter  Mengen  ist  insichdicht. 

Satz  II.  Der  Durchschnitt  einer  offenen  und  einer  in- 
sichdichten Menge  ist  insichdicht^). 

In  der  Tat,  sei  3t  insichdicht,  93  offen,  und  a  ein  Punkt  von 
3t -93.  Ist  dann  U  (a)  eine  Umgebung  von  a,  so  ist  auch  U(a)-93eine 
Umgebung  von  a,  enthält  mithin,  da  a  Punkt  und  mithin  Häufungs- 
punkt von  3t  ist,  unendlich  viele  Punkte  von  3t.     Da  aber 

U(a)-93<93, 

gehören  alle  diese  Punkte  auch  zu  ^  und  mithin  zu  3t  S,  also  ist 
a  auch  Häufungspunkt  von  3t  •  S ,  d.  h.  3t  •  93  ist  insichdicht,  wie  be- 
hauptet. 

*)  Alle  diese  Begriffe  stammen  von  G.  Cantor. 

^)  Beispiel  im  SRj:  Die  Menge  der  Punkte  1,-^,-r-....,— ,...;  oder  die 
Menge  der  Punkte  1 ,  2, .  .  .,  >•,... 

3)  Beispiel  imSR^:  Jedes  Intervall,  oder  die  Menge  aller  rationalen  Punkte 
des  adfc. 

*)  Mit  anderen  Worten:  eine  in  einer  insichdichten  Menge  offene  Menge 
ist  insichdicht. 
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Eine  Menge,  die  zugleich  abgeschlossen  (in  iö)  und  insichdicht 
ist,  heißt  perfekt*)  (in  93).  Perfekte  Mengen  sind  also  dadurch 
charakterisiert,  daß  für  sie  (11  und  (2)  gleichzeitig  gilt,   d.  h.  durch 

(3)  \>l  =  \>l^ 

Dies  ist  Spezialfall  des  Satzes: 

Satz  III.  Ist  die  Menge  51  perfekt,  so  gilt  für  alle  ihre 
Ableitunsen: 

51"  =  51. 

In  der  Tat ,  dies  ist  richtig  für  a  =  0,  weil  51  abgeschlossen. 
Angenommen,  es  sei  richtig  für  alle  ß  <^(i.  Ist  n  keine  Grenzzahl, 
so  ist  dann: 

und  da  5("  die  erste  Ableitung  von  5l"~^  unter  Benutzung  von  (.3): 

Ol«  =  511  =  5t. 

Ist  hingegen  (c  Grenzzahl,  so  ist  •?("  Durchschnitt  aller 'üf^M/i  <«),  und 
da  nach  Annahme: 

<)(/•■  =  5(     für     ^<«£, 

so  ist  also  wieder  xH'"  =  5(.  Damit  ist  Satz  III  durch  Induktion 
bewiesen. 

Satz  IT.  Die  abgeschlossene  Hülle  5(°  (und  somit  jede 
Ableitung  5(")  einer  insichdichten  Menge   3{  ist  perfekt. 

In  der  Tat.  es  ist  stets: 

5(0=9(4-511, 
also  wenn  •?(  insichdicht,  wegen  (2): 

und  da  '•J(^  auch  die  erste  Ableitung  von  ^t*^,  ist  9(°  perfekt,  wie 
behauptet. 

Satz  y.  Die  Vereinigung  endlich  vieler  (in  58)  perfekter 
Mengen  ist  perfekt  (in  93). 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  I  und  §  2,  Satz  IV. 

Nach  Satz  I  ist  die  Vereinigung  aller  insichdichten  Teile  einer 
Menge  51  wieder  insichdicht;  wir  nennen  sie  den  insichdichten 
Kern  von  9(.  Der  insichdichte  Kern  von  'Jt  kann  auch  leer  sein, 
dann  heißt  die  Menge  9(  separiert. 

Satz  \l.  Der  insichdichte  Kern  Ä  von  51  ist  perfekt  in 
tH.  Insbesondere  ist  der  insichdichte  Kern  einer  abgeschlos- 
senen Menge  perfekt. 


*)  Beispiel  im  9?^:  .Jrdes  abgeschlossene  Intervall. 
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In  der  Tat,  wir  wissen  schon,  daß  er  insichdicht  ist;  bleibt  zu 
beweisen,  daß  er  abgeschlossen  in  %  ist.  Sei  also  a  ein  Häufungs- 
punkt von  ^.  Dann  ist  auch  die  Vereinigung  von  Ä  mit  a  insich- 
dicht, und  mithin,  falls  a  zu  21  gehört,  ein  insichdichter  Teil 
von  51,  und  als  solcher  Teil  von  t.  Es  gehört  also  a  zu  S,  d.  h. 
^  ist  abgeschlossen  in  %  wie  behauptet.  Ist  insbesondere  9(  abge- 
schlossen, so  ist  also  (§2,  Satz  III  a)  auch  ^  abgeschlossen,  und 
weil  insichdicht,  auch  perfekt.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Salz  VII.  Eine  Menge  9t  kann  auf  eine  und  nur  eine 
Weise  gespalten  werden  in  einen  separierten  und  einen  in 
9(  perfekten  Teil. 

In    der   Tat.    ist  k   der   insichdichte   Kern  von    %   so  ist  durch 

(1)  91  =  Ä  H- (21  —  t) 

eine  solche  Zerlegung  gegeben.  Bleibt  zu  beweisen,  daß  sie  die  ein- 
zige ist.     Angenommen,  es  gäbe  noch  eine  zweite: 

(2)  91  =  r -f- (9(  —  t')- 

Da  Ä'  perfekt  in  %  also  insichdicht,    so  ist  nach  Definition  von  ft : 

(3)  r-<f. 

Sei  nun  a  irgendein  Punkt  von  9(  —  ^'.  Da  Sl'  abgeschlossen 
in  9t,  gibt  es  eine  zu  Sl'  fremde  Umgebung  Ufa),  und  nach  Satz  II 
ist  Ä-U(a)  insichdicht.     Da  aber: 

t  •  U  (aX  9t  —  S' 

und  9(  —  Ä'  separiert,  muß  ß  •  U  (a)  leer  sein.  d.  h.  kein  Punkt  von 
9t  —  Sl'  gehört  zu  t,  oder: 

(4)  ^-<r. 

Aus  (3)  und  (4)  aber  folgt  £  =  ^';  alsQ,  sind  die  Zerlegungen  (1) 
und  (2)  identisch,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Die  Menge  9t  heißt  dicht  in  58.  wenn 

(*)  93<(9t•93)^ 

d.  h.  wenn  jeder  Punkt  von  S  Punkt  oder  Häufungspunkt  des 
Durchschnittes  9t -93  ist.  Eine  Menge,  die  dicht  in  9i  ist,  heißt 
überall  dicht^). 

Satz  yill.  Ist  9t^93,  so  ist,  damit  9t  dicht  in  58  sei,  not- 
wendig und  hinreichend,  daß: 

(0)  9t*^  =  93^ 


^)  Beispiel  im  d\j^:    Die  Menge  aller  rationalen  Punkte  des  SR^j  ist  überall 
dicht;  sie  ist  daher  auch  dicht  in  jedem  Intervalle  des  3fJfe. 
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Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  aus  51^53  folgt  einer- 
seits: 

(00)  2I^<93^ 

andererseits:  §t$8  =  St, 

und  daher: 

(<ag3)"  =  2i°; 

also  aus  (*): 

und,  da  91°  abgeschlossen,  nach  §3,  SatzX: 

(000)  g3<'-<«°. 

Aus  (00)  und  (000)  aber  folgt  (0). 

Die   Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  aus   9I-<$8  folgt: 

2tS3  =  9t, 

und  daher: 

(91 95)«  =  51«. 

Also  aus  (0): 

930_(5t<g)o^ 

und  da  stets  9S-<93«,  gilt  (*).     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 

Insbesondere  folgt  aus  Satz  VIII: 

Satz  Vnia.    Es  ist  stets  91  dicht  in  91«. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  Definition  des  BegriflFes 
„dicht  in  einer  Menge"  ist  der  Satz: 

Satz  IX.  Ist  SB  Vereinigung  irgendwelcher  (endlich 
oder  unendlich  vieler)  Mengen  93,  zu  deren  jeder  eine  in 
ihr  dichte  Menge  91  gegeben  ist,  so  ist  die  Vereinigung  93 
aller  Mengen  91  dicht  in  333. 

Satz  X.  Ist  9t  dicht  in  93  und  abgeschlossen  in  93,  so 
ißt  9t  =  93. 

In  der  Tat,  weil  91  abgeschlossen  in  93,  ist: 

(t)  9t<93;       9t«93<9l. 

Weil  91  dicht  in  93,  ist: 
(tt)  «-<9I«, 

also  bei  Beachtung  von  (f): 

93  =  9lOgg^<)j. 

Zusammen  mit  (f)  ergibt  das:' 91  =  93,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Satz  XI.  Ist  9t  dicht  in  95,  und  ist  S  offen,  so  ist  9t  £ 
dicht  in  932. 

Wir  haben  zu  beweisen: 

93  e  <  (9t  93  e)«. 
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Sei  h  ein  Punkt  von  33  S;  da  er  zu  93  gehört,  und  %  dicht  in 
93  ist,  so  gehört  er  auch  zu  ('3l93j*'.  In  jeder  Umgebung  II  (6  j  gibt 
es  daher  mindestens  einen  Punkt  von  2193.  Da  aber  auch  U(6)-S 
eine  Umgebung  von  h  ist,  gibt  es  auch  in  U  (6)  •  6  einen  Punkt  von 
51  93,  oder  was  dasselbe  heißt:  in  U  (6)  gibt  es  einen  Punkt  von  9(93ß. 
Also    gehört  6  zu  (5t  93  ^f,  und  Satz   XI   ist  bewiesen. 

Satz  XII.     Ist  51  dicht  in  93,  ^  dicht  in  G,  und  ist: 

5K«<e, 

so  ist  auch  51  dicht  in  S. 

In  der  Tat,  nach  Satz  VIII  ist: 

.5("  =  93^     93«=e^ 
und  daher  auch: 

51°  =  e«; 

wieder  nach  Satz  VIII  ist  daher  51  dicht  in  S,  wie  behauptet. 

Satz  XIII.     Ist  2t  dicht  in  S,  so  auch  in  93". 

In  der  Tat,  ist  51  dicht  in  93,  so  ist  auch  5t  93  dicht  in  93.  Da 
aber  (Satz  Villa)  93  dicht  in  93°  und 

5t93<«<93^ 

so  lehrt  Satz  XII:  5t  S  ist  dicht  in  93'^.  Dann  aber  ist  erst  recht 
auch  5t  dicht  in  93 ",  und  Satz  XIII  ist  bewiesen. 

Ein  Punktmenge  5t  heißt  nirgends  dicht  in  Sß,  wenn  es  keinen 
nicht  leeren,  in  58  offenen  Teil  93'  von  93  gibt  derart,  daß  5t  dicht 
in  93'  wäre.  Eine  Menge,  die  nirgends  dich£  in  3i  ist,  heißt  kurz  nir- 
gends dicht*). 

Satz  XIV.  Damit  5t  nirgends  dicht  in  95  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  es  in  jeder  offenen  Menge, 
die  mindestens  einen  Punkt  von  93  enthält,  einen  offenen 
Teil  gebe,  der  gleichfalls  einen  Punkt  von  93  enthält,  und 
zu  5t93  fremd  ist. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  5t  nirgends 
dicht  in  93,  und  sei  S  eine  offene  Menge,  die  einen  Punkt  von  SS 
enthält.  Dann  ist  GS  eine  nicht  leere,  in  93  offene  Menge,  und  es 
kann  daher  5t  nicht  in  S  93  dicht  sein,  d.  h.  es  gibt  einen  Punkt  c 
von  S93,  der  nicht  zu  (5t93S)*'  gehört,  und  mithin  eine  Umgebung 
U(c),    die    keinen  Punkt    von   5t93S   enthält.      Dann   ist    G-U(c)   ein 


*)    Beispiel    im   3^^ :    die  Menge  der   Punkte  1,  —,...,—,...,  ebenso  die 

Menge  der  Punkte  1 ,  2, .  .  .,  v,  .  . .  iet  nirgends  dicht;  sie  ist  auch  nirgends  dicht 
in  jedem  Intervalle  des  SR^. 
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offener  Teil  von  (£,  der  einen  Punkt  von  53,  aber  keinen  Punkt  von 
9(  'S  enthält,  und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen,  sie  sei  er- 
füllt. Sei  3.V  eine  beliebige,  nicht  leere,  in  35  offene  Menge;  dann 
ist  (§  3.  Satz  XII) : 

33' =  33 -6. 

wo  (£  offen.  Nach  Voraussetzimg  gibt  es  also  einen  zu  '•1(53  fremden, 
offenen  Teil  ß'  von  ß,  der  einen  Punkt  b  von  i8  enthält.  ß'  ist 
eine  Umgebung  II  (b),  die  keinen  Punkt  von  9(33  und  mithin  auch 
keinen  Punkt  von  "«)t33'  enthält.  Also  gehört  b  nicht  zu  (9(58')",  und 
mithin  ist  9t  nicht  dicht  in  33'.  Also  ist  3t  nirgends  dicht  in  33, 
und  Satz  XIV  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  XIV  folgt  unmittelbar: 

Satz  XlVa.  Ist  9t  nirgends  dicht  in  33,  so  ist  ^  —  9(33 
dicht  in  33. 

Sei  in  der  Tat  b  ein  beliebiger  Punkt  von  33.  Nach  Satz  XIV 
gibt  es  in  jeder  Umgebung  \\(h)  einen  Punkt  von  33  —  9t $8,  d.  h. 
b  gehört  zu  (33  — 9[33)^  also  ist  33  < (33  —  9t 33)",  und  Satz  XlVa 
ist  bewiesen. 

Satz  XV.  Ist  9(-<^,  und  ist  9(  nirgends  dicht  in  S,  so  ist 
auch  die  abgeschlossene  Hülle  9("  nirgends  dicht  in  33. 

In  der  Tat,  sei  ß  eine  offene,  zu  33  nicht  fremde  Menge.  Nach 
Satz  XIV  gibt  es  in  ihr  einen  offenen,  nicht  zu  33,  wohl  aber  zu 
9f-58  fremden  Teil  ß'.  Weil  9t  ^33  ist,  ist  dann  ß'  auch  fremd  zu 
9t  und  mithin  auch  zu  91".  Nach -Satz  XIV  ist  also  auch  9(°  nirgends 
dicht  in  58.  und  Satz  XV  ist  bewiesen. 

Satz  XVI.  Ist  9t  nirgends  dicht  in  33,  so  auch  in  jeder 
in  58  offenen  Menge  58'. 

In  der  Tat,  wir  haben  zu  zeigen:  ist  58"  eine  nicht  leere,  in  33' 
offene  Menge,  so  ist  9t  nicht  dicht  in  58".  Nun  ist  jede  in  33'  offene 
Menge  auch  eine  in  33  offene  Menge ^),  also  ist  9(,  weil  nirgends  dicht 
in  33,  wirklich  nicht  dicht  in  33",  und  Satz  XVI  ist  bewiesen. 

Satz  XVII.  Jeder  Teil  einer  in  33  nirgends  dichten  Menge 
ist  nirgends  dicht  in  93.  Insbesondere:  der  Durchschnitt 
endlich  oder  unendlich  vieler  in  33  nirgends  dichter  Mengen 
ist  nirgends  dicht  in  58. 


*)  In  der  Tat  es  ist: 

93'=- £93;    93"  =  r93', 
wo  G,  (£'  offene  Mengen.     Also 

93"  =  GG'93, 
wo  (§  2,  Satz  V)  auch  EG'  offen. 
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In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  des  Be- 
griffes „nirgends  dicht  in  58". 

Satz  XVIII.  Die  Vereinigung  endlich  vieler  in  93  nirgends 
dichter  Mengen  51^,  5t., , . . .,  ^^  ist  nirgends  dicht  in  93. 

Sei  in  der  Tat  K  irgendeine  offene  Menge,  die  mindestens 
einen  Punkt  von  93  enthält.  Weil  91^  nirgends  dicht  in  93,  gibt  es 
(Satz  XIV)  einen  zu  "il^iS  fremden,  offenen  Teil  ©^  von  ß,  so  daß 
Sj  93  nicht  leer.  In  6^  gibt  es  einen  zu  Sl^  93  fremden  offenen  Teil  gg, 
so  daß  ©2  93  nicht  leer  usf.  fürw  =  l,  2,...,  k.  Dann  ist  S^  ein  zu 
(^i  +  ^  +  ---4-^fc)93    fremder    offener    Teil   von   6,  für   den  e^  93 

nicht  leer  ist.  Also  ist  nach  Satz  XIV  3tj  -f-  3I2  H"  •  •  •  ^~  5t^  nirgends 
dicht  in  53 ,  und  Satz  XVIII  ist  bewiesen. 

Die  Vereinigung  unendlich  vieler  in  93  nirgends  dichter  Mengen 
kann  sehr  wohl  in  93  dicht  sein^).  Wir  definieren:  Ist  {?!„}  eine 
Folge  von  Mengen,  deren  jede  in  93  nirgends  dicht  ist,  so  heißt  die 

Vereinigung  SIj -[~  ^2  4~  •  •  •  ~l~  ^n  4~  •  •  •  ^^^  erster  Kategorie  in 
93^).  Eine  Menge,  die  nicht  von  erster  Kategorie  in  93  ist,  heißt 
von  zweiter  Kategorie  in  93.  In  einer  abzählbaren  insichdichten 
Menge  ist  jede  Menge  von  erster  Kategorie. 

Aus  der  Definition  folgt  unmittelbar: 

Satz  XIX.  Ist  %  von  erster  Kategorie  in  93,  so  auch 
jeder  Teil  von  3t. 

Satz  XX.  Die  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen 
erster  Kategorie  in  93  ist  von  erster  Kategorie  in  93. 

In  der  Tat,  sei 

st  =  3r,  +  5i.3  +  ...  +  ^„  +  ..-, 

worm : 

?t„  =  9l„.  1  -i-  9tn,  2  +  •  •  •  +  5tn.  i  +  ..., 

und  jedes  3t„,t  sei  nirgends  dicht  in  93.  Dann  ist  '3t  die  Vereinigung 
aller  5t,,.  i,  und  da  dies  abzählbar  viele  sind  (Einleitung  §  2,  Satz  VIII), 
so  ist  9t  von  erster  Kategorie  in  93,  wie  behauptet. 

Satz  XXI.  Ist  9t  von  erster  Kategorie  in  93,  so  ist  2t 
Vereinigung  einer  monoton  wachsenden  Folge  in  95  nirgends 
dichter  Mengen. 


*)  Beispiel  im  3^^:  Sei 

Oj ,  c.j , . . . ,  On  , . .  . 

die  Menge  aller  rationalen  Punkte  des  tu/;  (§  1,  Satz  II)  und  ^n  die  Menge, 
deren  einziges  Element  an  ist.  Dann  ist  'Hn  nirgends  dicht,  9Ij-)-Sl2  +  . .  .-(-9tn-|-. . . 
hingegen  überall  dicht. 

*)    Dieser    Begriff    wurde   eingeführt    von   R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3 
(1899),  67. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  6 
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In  der  Tat,  nach  Voraussetzung  ist: 

51=21,  + 3lH'-..-  +  3I„  +  ..., 

wo  •?!,,  nirgends  dicht  in  58.  Wir  ersetzen  nach  Einleitung  §  1, 
Satz  I  die  Folge  {9l„}  durch  die  monoton  wachsende  {S,,},  wo: 

Nach  Satz  XVIII  ist  auch  1„  nirgends  dicht  in  S3 ,  und  Satz  XXI  ist 
bewiesen. 

Satz  XXII.  Ein  abzählbarer  Teil  von  9(9t^  ist  stets  von 
erster  Kategorie  in  31. 

In  der  Tat,  ein  abzählbarer  Teil  von  31 31  ^  ist  Vereinigung  ab- 
zählbar vieler  Mengen,  deren  jede  aus  einem  einzigen,  nicht  isolierten 
Punkte  von  31  besteht,  und  mithin  nirgends  dicht  in  31  ist. 

§  5.  Zusammenhängende  Mengen. 

Eine  Menge  31  heißt  zusammenhängend^),  wenn  sie  nicht 
Summe  zweier  nicht  leerer,  in  31  abgeschlossener  Teile  ist^).  Jede 
nur  aus  einem  einzigen  Punkte  bestehende  Menge  ist  nach  dieser 
Definition  zusammenhängend. 

Satz  I.  Gehören  je  zwei  Punkte  von  31  einem  zusammen- 
hängenden Teile  von  31  an,  so  ist  31  zusammenhängend. 

Angenommen  in  der  Tat,  31  wäre  nicht  zusammenhängend: 

(0)  3I  =  3t95i-f  3t93„, 

wo  33,,  SBj  abgeschlossen,  21 S,,  3(332  Glicht  leer.  Sei  a,  ein  Punkt 
von  21 33, ,  a«  ein  Punkt  von  31 33.2  •  ^^^  *^'  ®"^  ^i  ^^^'^  ^2  enthaltender 
Teil  von  31,  so  ist: 

3t' =  31' 93^4- 3t' 33„, 

wo  31'  93, ,  %'  932  liJclit  leer  und  in  31'  abgeschlossen.  Also  kann  3(' 
nicht  zusammenhängend  sein,  entgegen  der  Annahme.  Damit  ist 
Satz  I  bewiesen. 

Satz  II.  Die  Vereinigung  zweier  nicht  fremder  zusam- 
menhängender Mengen  31',  31"  ist  zusammenhängend. 


^)  Die  folgende  Definition  findet  sich  bei  F.  Hausdorff  (Grundzüge 
der  Mengenlehre,  244),  dessen  Darstellung  wir  luis  anschließen.  Vgl.  auch 
N.  J.  Lennes,  Am.  Journ.  33  (1911),  303. 

*j  So  ist  z.  B.  im  Stj  die  Menge  21  aller  rationalen  Punkte  nicht  zu- 
sammenhängend;  denn  ist  ^^  die  Menge  aller  rationalen  Punkte  <  ^"2,  Sl« 
die  Menge  aller  rationalen  Punkte  >  \/2,  so  ist  St^  und  %  in  ?l  abgeschlossen 
und  21  =  ffl,  +  21, . 
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Angenommen  in  der  Tat,  es  sei: 

9r  =  St'  -f  <)(" 

nicht  zusammenhängend,  so  daß  Avieder  (0)  gilt.     Wir  setzen: 
(00)  21'  =  21'  93i  -f-  21'  58^ ;     2("  =  2l"35i  +  9t"  33« . 

Sei  a  ein  Punkt  von  21' 2t";  er  gehört  zu  S&^  oder  zu  93„5  etwa  zu 
Sj;  er  gehört  also  zu  21' 93,  und  zu  ^l"^^.  Da  21 23„  =  2t' 25., -j- 21"  iög 
nicht  leer  ist,  ist  auch  sei  es  2t'$8o,  sei  es  2t"23o,  nicht  leer;  etwa 
21' 232-  In  der  ersten  Gleichung  (00)  sind  also  beide  Summanden 
nicht  leer,  und  es  wäre  somit  2t'  nicht  zusammenhängend,  entgegen 
der  Voraussetzung.     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Satz  III.  Die  Vereinigung  95  endlich  oder  unendlich 
vieler  zusammenhängender  Mengen  2t,  die  zu  je  zweien 
nicht  fremd  sind,  ist  zusammenhängend. 

Seien  in  der  Tat  a,,  a^  zwei  verschiedene  Punkte  von  $8.  Jeder 
gehört  zu  mindestens  einer  Menge  21,  etwa  a^  zu  2fi,  a^  zu  2t2- 
Nach  Satz  II  ist  21,  -{-  2I2  ein  zusammenhängender  Teil  von  23,  der 
ttj  und  «2  enthält,  also  ist  nach  Satz  I  23  zusammenhängend,  wie  be- 
hauptet. 

Wir  sagen,  zwei  Punkte  a,  a'  von  2t  seien  in  2t  durch  eine 
ß-Kette  verbunden,  wenn  es  in  21  eine  endliche  Punktfolge: 

a  =  aQ,  a,,  a^,...,  a^—i,  ak  =  C'' 
gibt,  so  daß: 

r{ai^i,a^)<Q  (i=  1,  2,. .  .ä;). 

Satz  IV.  In  einer  zusammenhängenden  Menge  sind, 
wenn  q^O  beliebig  gegeben,  je  zwei  Punkte  a,  a"  durch 
eine  ^-Kette  verbunden. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gäbe  in  21  zwei  nicht  durch  eine 
^- Kette  verbundene  Punkte  a',  a".  Sei  21'  die  Menge  aller  mit 
a'  durch  eine  ^-Kette  verbundenen  Punkte  von  2t.  Weder  2t'  noch 
2t  —  2t'  sind  dann  leer,  und  es  ist: 

(*)  r(2t',  2t  — 2t')>ß; 

denn  sonst  gäbe  es  ä  in  2t',  ä  in  %  —  21',  so  daß : 

r(a,  ^)<Q, 

und  es  wäre,  ebenso  wie  ä,  auch  ä  durch  eine  ß- Kette  mit  a'  ver- 
bunden, was  nicht  der  Fall  ist,  da  ~ä  in  2t  —  21'. 

Wegen  (*)  ist  nun  kein  Punkt  von  2t'  Häufungspunkt  von 
2t  —  21'   und   umgekehrt,    es   sind   also   2t'   und  2t  —  2t'  abgeschlossen 
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in  "i?!,  und  die  Zerlegung 

5r  =  fl('  -f  {SU  —  91') 

besagt,  daß  ■?(  nicht  zusammenhängend^ ist.  Damit  ist  Satz  IV  be- 
wiesen.       • 

Satz  V.  Ist  91  kompakt  und  abgeschlossen^),  und  sind 
für  jedes  ^^0  je  zwei  Punkte  von  9[  verbunden  durch 
eine  ^-Kette  in  91,  so  ist  9l|zusam)nenhängend. 

Angenommen,  9t  sei  nicht  zusammenhängend;  es  gäbe  dann  eine 
Zerlegung: 

9I  =  9(,  +  9I„ 

wo  9Ij,  91.,  nicht  leer  und  in  9(  abgeschlossen;  da  aber  9t  selbst  ab- 
geschlossen, sind  dann  auch  SH^,  'il^  abgeschlossen  (§  2,  Satz  III  a). 
Nach  §  2,  Satz  IX  ist  also: 

r(9li,  9r2)>0, 

und  für  o  <^  r  (9(j ,  9(o)  ist  kein  Punkt  von  9r„  mit  einem  Punkte 
von  9(i  durch  eine  ^ -Kette  in  9X  verbunden,  entgegen  der  Annahme. 
Damit  ist  Satz  V  bewiesen, 

Satz  VI.  Enthält  eine  zusammenhängende  Menge  91 
einen  Punkt  von  SB  und  einen  Punkt  von  9? — 95,  so  enthält 
sie  einen  Punkt  der  Begrenzung  von  93. 

In  der  Tat.  setzen  wir: 

9(.990  =  9r^,     ^i.(9^  —  ^)o  =  S!i^ 

so  sind  9lj  und  9(0  nicht  leer  und  abgeschlossen  in  9t.  Da  9t  zu- 
sammenhängend, sind  also  9tj  und  91,  nicht  fremd;  es  sind  daher 
9t -33'^  und  9t-(jR  — 93)°  nicht  fremd,  d.h.  es  gibt  einen  Punkt  von 
9t,  der  zu  93" -(91 — 93)°  gehört,  das  aber  ist  die  Behauptung. 

Satz  VIT.   Jedes  Intervall  ^  des  SH,.  ist  zusammenhängend. 

Seien  in  der  Tat 

zwei  Punkte  von  ^.  Unter  der  Strecke  ab  verstehen  wir  die  Menge 
aller  Punkte,  deren  "Koordinaten  gegeben  sind  durch: 

')  Keine  dieser  beiden  Voraussetzungen  kann  entbehrt  worden.  Beispiel 
im  l'H, : 

9t,  =^(0,1),     2t,  =  (1,2). 

Beispiel  im  JR.^:  Stj  die  a;,- Achse,  "ü^  die  Hyperbel  x,  a;«  =^  1 .  In  beiden 
Fällen  ist  St,  4"  %  =  2t  nicht  zusammenhängend,  obwohl  je  zwei  Punkte  durch 
eine  p- Kette  in  ?l  verbunden  sind,  im  ersten  Beispiel  ist  2t  kompakt,  aber 
nicht  abgeschloßsen,  im  zweiten  abgeschlossen  aber  nicht  kompakt. 
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Diese  Strecke  ist  offenbar  kompakt,   abgeschlossen   und  Teil  von  ^. 
Der  Abstand  der  beiden  Punkte  /  und  X'  auf  ihr  ist  gegeben  durch: 


1        2  V ] 

Betrachtet  man  auf    ihr  die  Punkte  /  =  0,  — ,   — ,  .., ,  1,    so 

V        r  r 

Stellen  sie,  wenn  ^  >>  0  beliebig  gegeben,  für  fast  alle  r  eine  a 
und  6  verbindende  ^ -Kette  in  a?>  dar.  Also  ist  (Satz  Y)  ab  zu- 
sammenhängend.   Daher  (Satz  I)  auch  ^,   womit  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  VIII.  Im  9J^  hat  jede  zusammenhängende  Mengest, 
die  mehr  als  einen  Punkt  enthält,  die  Mächtigkeit  c. 

Seien  in  der  Tat 

a  =  (ttj ,  a.„  .- . . ,  a^),      &  =  (b^ ,  b..,,  . . . ,  &J 

zwei  verschiedene  Punkte  von  91.  Da  nicht  durchweg  «„  =  &„  «ein 
kann,  können  wir  immer  annehmen  a^<Cby  Ist  dann  aj<^c<^6j, 
und  ist  S8  die  Menge  aller  Punkte  des  91^,  für  die  x^^c,  so  folgt 
aus  Satz  VI,  daß  9t  einen  Punkt  mit  a;^  =  c  enthält;  da  dies  für 
alle  c  aus  {a^,bj)  gilt,  und  es  deren  c  gibt,  so  ist  Satz  VIII  be- 
wiesen. 

Satz  IX.    Ist  91  zusammenhängend,  und  ist 
2t<93<9(^ 

so  ist  auch  33  zusammenhängend. 
In  der  Tat,  sei: 

58  =  33  ©1  +  99  ©2 

(©ijSg  abgeschlossen)  eine  Zerlegung  von  93  in  zwei  nicht  leere,  in 
93  abgeschlossene  Teile.     Dann  ist: 

(0)  9t=9tgi-{-9t(£„ 

eine  Zerlegung  von  91  in  zwei  in  9(  abgeschlossene  Teile;  weder  9t ©^ 
noch  9t  6.,  ist  leer;  denn  wäre  91 S^  leer,  so  wäre  91-<ß„,  und  nach 
§  3,  Satz  X  auch  9t^-<e„,  mithin  auch  ^^S«  und  33(1/  leer,  gegen 
Annahme.  Die  Formel  (0)  würde  also  besagen:  9t  ist  nicht  zu- 
sammenhängend, gegen  die  Voraussetzung.  Damit  ist  Satz  IX  be- 
wiesen. 

Eine  abgeschlossene,  zusammenhängende  Menge,  die  nicht  aus 
nur  einem  Punkt  besteht,  heißt  ein  Kontinuum;  eine  offene,  zu- 
sammenhängende Menge  heißt  ein  Gebiet^). 

Satz  X.      Im  9?;^   ist   jedes   abgeschlossene    Intervall   ein 


')  Nach  C.  Carath^odory,  Vorlesungen  über  reelle  Funktionen,  208,  222. 
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Kontinuum,   jedes   offene    Intervall    ein    Gebiet.     Im  ?R^  ist 
auch  umgekehlt  jedes  Gebiet  ein  offenes  Intervall. 

In  der  Tat ,  die  erste  Hälfte  der  Behauptung  folgt  unmittelbar 
aus  Satz  VII.  Was  die  zweite  anlangt,  so  sei  •)}[  ein  Gebiet  im  fR^; 
seien  a  und  h  obere  und  untere  Schranke  (Einleitung,  §  5,  S.  30) 
von  ■>?[;  dann  ist,  da  )![  als  -offene  Menge  nicht  aus  einem  einzigen 
Punkte  bestehen  kann:  h^a.     Wir  behaupten,  es  ist: 

%  =  {a,h). 

Sei  in  der  Tat  c  ein  Punkt  aus  (a,  h).  Ist  iö  die  Menge  aller 
x<c,  so  hat  3t  sowohl  mit  33  als  mit  9^^  —  SB  einen  Punkt  gemein, 
und  aus  Satz  VI  folgt,  daß  3t  den  einzigen  Begrenzungspunkt  c  von 
'i^  enthalten  muß.     Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Satz  XI.  Besteht  die  zusammenhängende  Menge  9t  nicht 
aus  nur  einem  Punkte,  so  ist  sie  insichdicht.  Jedes  Konti- 
nuum ist  daher  perfekt. 

Angenommen  in  der  Tat,  a  sei  ein  isolierter  Punkt  von  91, 
und  2ti  sei  die  nur  aus  a  bestehende  Menge.  Dann  sind  St^  und 
9t  —  9tj  nicht  leer  und  abgeschlossen  in  %  und  wegen 

5t  =  9ti  +  (2t  —  9t  J 

wäre  9(  nicht  zusammenhängend.  Also  ist  9t  insichdicht.  Ist  9t, 
obendrein  abgeschlossen,  so  ist  es  daher  auch  perfekt.  Damit  ist 
Satz  XI  bewiesen. 

Ein  Teil  9('  einer  beliebigen  Menge  3t  heißt  eine  Komponente 
von  9t,  wenn 

1.  9t'  zusammenhängend  ist  und 

2.  jeder  zu  9t'  nicht  fremde,  zusammenhängende  Teil  von  9t 
auch  Teil  von  9t'  ist. 

Satz  XII.  Jeder  Punkt  von  9(  gehört  einer  und  unreiner 
Komponente  von  9t  an. 

Sei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  von  9(.  Wir  bilden  die  Vereinigung  91' 
aller  a  enthaltenden  zusammenhängenden  Teile  von  9t.  Nach  Satz  III 
ist  9t'  zusammenhängend.  Offenbar  ist  9t'  eine  Komponente  von  9(. 
Denn  sei  58  ein  zu  9t'  nicht  fremder  zusammenhängender  Teil  von  9t . 
Nach  Satz  II  ist  dann  9t'  -}-  93  ein  a  enthaltender  zusammenhängender 
Teil   von  9(.  und  mithin  nach  Definition  von   9t': 

9t'-j-33<9[',     daher     93<9t'. 

Also  ist  9t'  Komponente  von  9t.  Dieselbe  Argumentation  zeigt,  daß 
jede  Komponente  S  von  9t,  die  zu  9t'  nicht  fremd  ist,  mit  9t'  iden- 
tisch ist.     Damit  ist  Satz  XII  bewiesen. 
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Es  folgt  aus  ihm  unmittelbar: 

Satz  XIII.  Jede  Menge  91  ist,  und  zwar  nur  auf  eine 
Weise^),  Summe  von  Komponenten. 

Satz  XIV.  Jede  Komponente  von  St  ist  abgeschlossen 
in  3t. 

In  der  Tat,  sei  9t'  eine  Komponente  von  9t  und  a  ein  zu  9t  ge- 
höriger Häufungspunkt  von  9t'.  Würde  er  nicht  zu  9X'  gehören,  so 
würde,  indem  man  ihn  zu  9t'  hinzufügt,  nach  Satz  IX  ein  zu  9t'  nicht 
fremder,  zusammenhängender  Teil  33  von  9t  entstehen,  und  es  wäre 
nicht  58^91',  entgegen  der  Definition  der  Komponenten.  Damit  ist 
Satz  XIV  bewiesen. 

Darin  ist  als  Spezialfall  enthalten: 

Satz  XV.  Jede  Komponente  einer  abgeschlossenen  Menge 
besteht  aus  nur  einem  Punkte  oder  ist  ein  Kontinuum. 

Satz  XVI.  Im  3?^  ist  jede  Komponente  einer  offenen 
Menge  ein  Gebiet^). 

Es  ist  nur  zu  zeigen,  daß  jede  Komj)onente  9t'  der  offenen 
Menge  9t  selbst  offen  ist.  Sei  a  ein  Punkt  der  Begrenzung  von  9t' 
und  3  ein  a  enthaltendes  offenes  Intervall.  Dann  muß  ^  auch 
Punkte  von  9?^.  —  9t  enthalten;  denn  nach  Satz  II  und  VII  ist 
91' -pS  zusammenhängend;  wäre  also  ^^9t,  so  wäre  nach  Defini- 
tion der  Komponenten  9t'-|-S^^^''  mithin  auch  3^9t',  entgegen 
der  Annahme,  a  gehöre  zur  Begrenzung  von  9t'.  Da  also  3  Punkte 
von  9ij.  —  9t  enthält,  ist  n  Punkt  der  Begrenzung  von  9t,  und  da  9t 
offen,  gehört  a  nicht  zu  91,  daher  auch  nicht  zu  9t',  d.  h.  9t'  ist 
offen.     Damit  ist  Satz  XVI  bewiesen. 

Satz  XVII').  Ist  {?{„}  eine  Folge  zusammenhängender  Mengen, 
die    alle    Teile    derselben    kompakten    Menge   '?(    sind*),    und   deren 


*)  D.  h.  ist  %  sowohl  Summe  der  Komponenten  3('  als  auch  Summe  der 
Komponenten  33',  so  ist  jedes  91'  ein  93',  jedes  93'  ein  SlV. 

■^)  Dies  gilt  nicht  in  jedem  metrischen  Räume.  Wir  wählen  etwa  für  91  die  Ver- 
einigung folgender  Intervalle  des  Stj:  ( — OO,  0],  \^- — -j—^,  — j  (w=l,  2,  ...). 
Der  metrische  Raum  9t  selbst  ist  immer  offen.  Eine  seiner  Komponenten  ist 
(— CXD,  0],  und  diese  Komponente  ist  nicht  offen,  also  kein  Gebiet. 

^)  Vgl.  L.  Zoretti,  Encycl.  des  sciences  math.    Tome  II,  vol.  1,  145. 

■*)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  9?,: 
Seien  a,  b,  c„  die  Punkte: 

a  =  (— 1,0),    &  =  (1,0),    c„--(0,«), 
und  sei  %,  die  Vereinigung  der  Strecken: 

%,  =  ac„-\-c„b. 
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untere  Näherungßgrenze  nicht  leer  ißt'),  so  ist  ihre  obere  Nähe- 
rn ngsgrenze  zusammenhängend*). 

Sei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  der  unteren  Näherungsgrenzo,  und  sei  @  die 
obere    Näherungsgrenze.     Nach   §  3,  Satz  XX   ist  &   abgeschlossen,    und,  weil 
■<'Jl'',  nach  ij  3,  Satz  XVIII  auch  kompakt.    Wäre  &  nicht  zusammenhängend, 
so  wäre: 
(♦)  (^  =  ®j-|-®^    ((5Jj,  ®2  abgeschlossen,  nicht  leer).  ■ 

Da  ®,,  &._  fremd,  ist  (§  2,  Satz  IX): 

r(®i,®2)>0. 
Sei: 

0<e<ir(®i,®2), 
dann  ist: 

(t)  r[U(0,;e),  U(%;e)]^e. 

Denn  andernfalls  gäbe  es  ^j  in  U(<Ui;e),  g.^  in  U(®o;e),  so  daß: 
(tt)  r{g„g,)<g. 

Es  gäbe  ferner  g^'  in  ©,,  g./  in  (5J.,,  so  daß: 
(ttt)  r(g/,gi)<e;     r  (gj ,  g.,)  <  g . 

Aus  (tt)  und  (ttt)  aber  würde  vermöge  der  Dreiecksungleichmig  folgen: 

r(g,',g,')<Sg<r(&,,  &,), 
was  unmöglich  ist. 

Liegt  der  Punkt  a  der  unteren  Näherungsgrenze  etwa  in  &^,  so  sind  fast 
alle  U(®i;  £»)-?l„  nicht  leer;  andrerseits  sind  unendlich  viele  U(®2;  g)-%,  nicht 
leer.  Es  gibt  also  unendlich  viele  2(„,  die  sowohl  in  U(®i;  g)  als  in  U((D,,;  g) 
Punkte  haben;  sie  mögen  die  Teilfolge  {^In^j  bilden.  Sei  ün^  in  "äuy  ■Vi{&i;  g) 
und  a^  in  ?I^  -lU®,,;  g).  Nach  Satz  IV  gibt  es  in  91^  eine  aj^  und  aj^  ver- 
bindende ö-Kette(o<e).  Wegen (t)muß  es  in  ihr  einen  Punkt  a,,^, außerhalb  U  {&i;  g) 

-j-U(@.,;  g)  geben.  Dann  ist  {««,, }  <?ine  Punktfolge  der  kompakten  Menge  21, 
besitzt  also  einen  Häufungspunkt  b.  Da  alle  a„^  in  der  abgeschlossenen  Menge 
9?  —  'U  (0^, ;  g)  -f-  U  (('^2''  o)]  liegen,  gilt  dies  auch  für  b.  Das  aber  ist  unmöglich, 
da  b  als  Häufungspunkt   von  {on^}  zu  ®  gehört,  und  zufolge  (*): 

®<U(®i;e)  +  U(®.,;e). 

Damit  ist  Satz  XVII  bewiesen. 


Die  obere  Näherungsgrenze  von  {Sln}  besteht  aus  den  Halbgeraden 

x  =  —  1,     y^O     und     x=^l,     y^O, 
und  ist  nicht  zusammenhängend. 

*)  Auch  diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.    Beispiel  im  SRi: 

Dia  obere  Näherungsgrenze  von  {2I„}  ist  [0,  l]-)-[2,3J,  also  nicht  zusammen- 
hängend. 

*)    Da  sie    nach    §  3,  Salz  XX    auch    abgeschlossen    ist,    ist   sie    also    ein 
Kontinuum,  oder  besteht  aus  einem  einzigen  Punkte. 
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§  6.   Das  Boreische  Theorem. 

Wir  beweisen  nun  einige  Sätze,  die  man  kurz  als  Überdeckungs- 
sätze  bezeichnen  kann,  und  deren  erster  bekannt  ist  alsdasBorel- 
sche  Theorem^): 

Satz  I.  Ist  jedem  Punkte  a  der  kompakten,  abgeschlos- 
senen Menge  9t  eine  Menge  33^  zugeordnet,  von  der  a  innerer 
Punkt  ist,   so   gibt    es   unter   den  Mengen  93„    endlich  viele: 

(*)  33<^',  93'2),  ...,33"'), 

so  daß  jeder  Punkt  von  3(  innerer  Punkt  mindestens  einer 
der  Mengen  (*)  ist. 

Zum  Beweise  bilden  wir  zu  jedem  Punkte  a  von  9(  die  obere 
Schranke  g  (ä)-  aller  jener  Werte  von  o,  für  die  U  (a;  q)  Teil  mindestens 
einer  Menge  93^  ist.     Nach  Voraussetzung  ist: 

Wir  behaupten:  es  gibt  ein  Oq^O,  so  daß  für  alle  a  von  §1: 

Andernfalls  gäbe  es  in  91  eine  Folge  {a„},  so  daß: 
r*)  lime(aj=0. 

n=  30 

Weil  9t  kompakt  ist,  hat  {a„}  einen  Käufungspunkt  a^;  weil  9t  abge- 
schlossen ist,  gehört  a^  zu  9t.     Also  ist: 

e(«o)>0, 
und  somit  ist  für  jedes  a  von  U  («o ;  ^  g  (ap)) : 

e(a)>|o(ao), 

im  Widerspruch  mit  (***).     Damit  ist  (**)  bewiesen. 

Ausgehend  von  einem  beliebigen  Punkte  a^  von  9t  bilden  wir 
^i^i'Qo)-  Liegt  9i  nicht  ganz  in  Vi[a^;  q^),  so  gibt  es  einen  Punkt  «„ 
von  9t  außerhalb  VLia^^iQ^);  wir  bilden  Vi{a^;  Qq).  Liegt  9t  nicht  ganz 
in  U  (a^ ;  Oq ) -[- l^ör., ;  ßp) ,  so  gibt  es  einen  Punkt  a.j  von  9t  außerhalb 
dieser  Vereinigung;  wir  bilden  U((T3;^o)  usf. 

Nach  endlich  vielen  Schritten  müssen  wir  zu  einer  Punktfolge 
Oj,  a„,  ...,  a^j  aus  9t  gelangen,  so  daß: 

^)  Es  wurde,  freilich  in  viel  speziellerer  Form,  zuerst  ausgesprochen  von 
E.  Borel,  Ann.  ec.  norm.  (8)  12  (1895),  51,  und  wurde  seither,  mehr  oder  minder 
allgemein,  wiederholt  bewiesen.  In  der  Allgemeinheit  von  Satz  I  wurde  es  be- 
wiesen von  W.  Groß,  Wien.  Ber.  123  (1914),  810. 
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da  es  andernfalls  in  ?(  eine  Punktfolge  {a,,}  gäbe,  so  daß  für  je 
zwei  Punkte  aus  {a„}: 

entgegen  der  Annahme,  daß   5t  kompakt  ist. 

Nach  Definition  von  ^^  gibt  es  nun  unter  den  Mengen  ^^  eine, 
sie  heiße  <8""',  so  daß: 

lU«,-;?oX«'"          (i=l,2,...,Ä). 
Aus  (*)    folgt   aber  dann,    daß    jeder  Punkt    von    '>)(    innerer    Punkt 
mindestens  einer  der  Mengen  33'^^ ,  ^'-' ,  . . . ,  58<*'">  ist,  und  Satz  I  ist  be- 
wiesen. —  Eine  andere  Formulierung  von  Satz  I  lautet: 

Satz  II.  Ist  5(  kompakt  und  abgeschlossen,  so  gibt  es 
unter  unendlich  vielen  in  %  offenen  Mengen,  deren  Ver- 
einigung 31  ist,  auch  endlich  viele,  deren  Vereinigung  3(  ist. 

Wir  bemerken  noch,  daß  weder  die  Voraussetzung,  9t  sei  kompakt, 
noch  die  Voraussetzung,  9(  sei  abgeschlossen,  zum  Beweise  von  Satz  I 
entbehrt  werden  kann.  Sei  in  der  Tat  %  nicht  kompakt.  Dann 
gibt  es  in  '?(  einen  abzählbar  unendlichen  Teil 

(0)  a^.  a.,,  ...,  a„,... 

ohne  Häufungspunkt.  Zu  jedem  Punkte  a  von  9t  gibt  es  dann  eine 
Umgebung  U  (a),  die  —  außer  etwa  a  selbst  —  keinen  der  Punkte  (0) 
enthält.  Jeder  der  Punkte  (0)  kommt  dann  nur  in  einem  einzigen 
U  (a)  vor.  Unter  diesen  It  (a)  gibt  es  daher  gewiß  nicht  endlich  viele, 
deren  Vereinigung  alle  Punkte  (0)  enthält;  also  auch  nicht  endlich 
viele,  deren  Vereinigung  91  enthält. 

Sei  sodann  9t  nicht  abgeschlossen.  Es  gibt  dann  in  a  eine 
Folge  (a)  mit 

wo  a  nicht  zu  9t  gehört.  Jeder  Punkt  von  9t  ist  dann  innerer  Punkt 
einer  der  Mengen  9?  —  ufa;— j;  aber  es  können  nicht  alle  a,^  und 
mithin  auch  nicht  ganz  9t  in  der  Vereinigung  endlich  vieler  Mengen 
fR  —  U  ( a;  — j  enthalten  sein. 

Wir  sehen  also,  daß  für  nicht  kompakte,  sowie  für  nicht  abge- 
schlossene Mengen  das  Boreische  Theorem  nicht  gilt.  Um  auch  für 
solche  Mengen  ein  ähnliches  Theorem  abzuleiten,  müssen  wir  eine 
Voraussetzung  hinzufügen: 

Wir  nennen  eine  Menge  separabel.  wenn  es  eine  in  ihr  dichte, 
abzählbare  Menge  gibt^). 


')  Dieser  Begriff  rührt  her  von  M.  Fr6chet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  23. 
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Dann  können  wir  folgenden  Satz  beweisen,  den  wir  als  das 
verallgemeinerte  Boreisehe  Theorem  bezeichnen^): 

Satz  III.  Ist  jedem  Punkte  a  der  separablen  Menge  9( 
eine  Menge  ^S^  zugeordnet,  von  der  a  innererPunkt  ist,  so 
gibt  es  unter  den  Mengen  93^  abzählbar  viele: 

(t)  93W,$8'2),...,93'»>,..., 

so  daß  jeder  Punkt  von  %  innerer  Punkt  mindestens  einer 
der  Mengen  (j)  ist. 

Sei  in  der  Tat 
(tt)  ai,rt,,...,a„,... 

ein  in  '?(  dichter  abzählbarer  Teil  von  9( .  Ist  nun  a  irgendein  Punkt 
von  ?f .  so  gibt  es,  da  a  einerseits  innerer  Punkt  von  93^  ist,  andrer- 
seits in  jeder  Umgebung  von  a  Punkte  «,,  aus  (ft)  liegen,  ein  u  und 

ein  j',  so  daß  a  zu  U  fa^;  —  j  gehört  und: 

Nach  Einleitung  §  2,  Satz  VIII   ist  aber   die  Menge  aller   U  (a„;  —  j 

(n,  v=l,  2,  . . .)  abzählbar;  es  gibt  also  auch  unter  den  93^  abzähl- 
bar viele: 

(ttt)  «*'',  58'"^' ,...,93'»',..., 

so  daß  jeder  Punkt  von  5t  innerer  Punkt  mindestens  einer  der 
Mengen  (ttt)-  Damit  ist  Satz  III  bewiesen.  —  Eine  andere  Formu- 
lierung von  Satz  III  lautet: 

Satz  lA'.  Ist  %  separabel,  so  gibt  es  unter  unendlich 
vielen  in  5(  offenen  Mengen,  deren  Vereinigung  9t  ist,  auch 
abzählbar  viele,  deren  Vereinigung  9t  ist. 

Die  Voraussetzung,  9t  sei  separabel,  kann  in  Satz  III  nicht  ent- 
behrt werden.    Wir  gehen,  um  dies  zu  zeigen,  aus  von: 

Satz  V").  Hat  jeder  nicht  abzählbare  Teil  von  9t  min- 
destens einen  Häufungspunkt,  so  ist  91  separabel^). 

Um  dies  einzusehen,  beweisen  wir  zunächst:  hat  jeder  nicht  ab- 
zählbare Teil  von  9t  einen  Häufungspunkt,  so  gibt  es  zu  jedem  ^  ^  0 
einen  abzählbaren  Teil  9t'  von  9t  mit  folgenden  Eigenschaften: 


*)  Er  wurde  (für  Punktmengen  des  9t J  wohl  zuerst  von  E.  Lindelöf 
(C.  R.  137  (1903),  697)  und  W.  H.  Young  (Lond.  Proc.  35  (1903),  384;  Rend. 
Pal.  21  (1906),  12-5)  bewiesen.  In  der  Allgemeinheit  von  Satz  III  zuerst  von 
W.  Groß,  Wien.  Ber.  123  (1914),  809. 

-)  W.  Groß,  a.  a.  0.,  805. 

')  Insbesondere  ist  also  jede  kompakte  Menge  separabel. 
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1.  Sind  a  =^  a"  zwei  Punkte  von  %',  so  ist: 

2.  Zu  jedem  Punkte  a  von  "il  gibt  es  mindestens  einen  Punkt  a 
von  ^i(',  so  daß: 

r(a,«')<ß. 

In  der  Tat,  wir  konstruieren  diese  Menge  %'  durch  transfinite 
Induktion  (Einleitung  §  4,  Salz  XIX): 

Sei  ÜQ  ein  beliebiger  Punkt  von  3t;  sei  sodann  c  eine  Ordinal- 
zahl von  3i4~3-2'  ^"^  -^^^  jedes  ß<C,oc  sei  aß  so  gewählt,  daß: 
r{aß-,aß')^Q         (ß' <a,  ß''<a). 

Dann  sind  zwei  Fälle  möglich;  1.  Fall:  Es  gibt  in  ''^I  keinen  Punkt  a^ 
so  daß: 

(♦"l  ^(^>  ^ß)^  Q         ii'r  3,lle  /5<C«. 

Dann  ist  die  Menge  aller  aß{ß<^a)  der  gewünschte  Teil  91'  von  91. 
2.  Fall:  Es  gibt  in  91  mindestens  einen  Punkt  a,  für  den  (*)  gilt; 
einen  solchen  Punkt  wählen  wir  dann  für  a«. 

Wenn  man  nun,  bei  a  =  0  beginnend,  fortgesetzt  obigen  Schluß 
anwendet,    so    muß    für    ein   a   aus   3i~l~32    ^®^"    ^-  ^^^^    eintreten, 
da    man    andernfalls  zu  jedem  «  von  3i  -p  3-2  ^inen  Punkt  aa   in  9^ 
erhielte,  so  daß 
(**)  r  (a„. ,  aa")  >  Q         («',  a"  in  3,  +  3,) ; 

das  aber  ist  unmöglich,  denn  diese  «„  würden  in  91  einen  nichtab- 
zählbaren  Teil  bilden  (Einleitung  §  4,  Satz  XIV),  der  wegen  (**) 
keinen  Häufungspunkt  hätte,  entgegen  der  Annahme.  Die  Existenz 
des  behaupteten  Teiles  91'  von  9(  ist  damit  bewiesen. 

Wir  setzen  nun  der  Reihe  nach  p  =  1,  —,  ...,-,  ...  und  erhalten 

so  eine  Folge  abzählbarer  Teile  S&.^,  9(o,  ...,  9t„,  ...  von  91  mit  fol- 
gender Eigenschaft :  zu  jedem  a  von  91  gibt  es  in  9(„  ein  a',  so  daß : 

r{a,  a)<^  —  . 
n 

Infolgedessen  bildet  die  Vereinigung 

9la4-2L,  +  ---  +  «n  +  --- 

einen  abzählbaren,  in  91  dichten  Teil  von  91,  d.  h.  91  ist  separabel. 
Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Wir  können  nun  feststellen,  daß  in  Satz  III  die  Bedingung, 
91  sei  separabel,  nicht  entbehrt  werden  kann.  Angenommen  in  der 
Tat,  91  sei  nicht  separabel.  Nach  Satz  V  gibt  es  dann  in  91  einen 
nicht  abzählbaren  Teil  93  ohne  Häufungspunkt.     Zu  jedem  a  von  9t 
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gibt  es  dann  eine  Umgebung  U  (a),  die  —  außer  etwa  a  selbst  — 
keinen  Punkt  von  93  enthält.  Jeder  Punkt  von  93  kommt  dann  nur 
in  einem  einzigen  U  («)  vor.  Es  kann  daher  nicht  unter  diesen  U  (a) 
abzählbar  viele  geben,  deren  Vereinigung  93  enthält,  und  um  so  mehr 
gilt  dies  von  31. 

Wir  können  noch  Satz  V  umkehren: 

Satz  VI.  Ist  *?l  separabel,  so  hat  jeder  nicht  abzählbare 
Teil  von  ?t  mindestens  einen  Häufungspunkt. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gebe  in  9t  einen  nicht  abzählbaren 
Teil  58  ohne  Häufungspunkt.  Zu  jedem  a  von  ?l  gibt  es  dann  eine 
Umgebung  U(a),  die  —  außer  etwa  a  selbst  —  keinen  Punkt  von 
58  enthält.  Weil  91  separabel,  müßte  es  nach  Satz  III  unter  diesen 
II  (a)  abzählbar  viele  geben,  in  deren  Vereinigung  93  enthalten  ist. 
Wie  wir  eben  vorhin  sahen,  ist  das  aber  nicht  der  Fall.  Unsere 
Annahme  führt  also  auf  einen  Widerspruch,  und  Satz  VI  ist  be- 
wiesen. 

§  7.  Separable  Giengen. 

Wir  müssen  nun  zunächst  die  separablen  Mengen  (S.  90)  näher 
untersuchen. 

Satz  I.    Die  Mächtigkeit  einer  separablen  Menge  ist  ^  c. 

In  der  Tat,  ist: 
(0)  f7^,  a.,,  ...,  rt„,  ..  . 

ein  in  %  dichter  abzählbarer  Teil  von  9t,  so  gibt  es  zu  jedem 
Punkte  a  von  %  in  (0)  eine  Folge  {a„^},  so  daß: 

lim  ün  =  a. 

>-=    GO 

Da  nun  die  Menge  aller  Teilfolgen  {«»,  }  von  {a^,}  die  Mächtigkeit  c 
hat  (Einleitung  §  7,  Satz  V,  Fußn.  ^),  so  hat  die  Menge  aller  a 
höchstens  die  Mächtigkeit  c ,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Jeder  Teil  53  einer  separablen  Menge  91  ist 
separabel. 

Angenommen  in  der  Tat,  93  wäre  nicht  separabel.  Dann  gibt 
es  nach  §  6,  Satz  V  in  93  einen  abzahlbaren  Teil  93'  ohne  Häufungs- 
punkt. Da  auch  93'^  9t,  kann  dann  nach  §6,  Satz  VI  auch  9t  nicht 
separabel  sein.    Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Satz  III.  Jede  Punktmenge  des  euklidischen  9?^  ist  se- 
parabel^). 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  rationalen  Punkte  des  9t^  ist  ab- 
zählbar (§  1,  Satz  II)  und   dicht    im  91^;    also    ist    der  9Rj^  separabel, 


^)  Auch  jede  Menge  reeller  Zahlen  ist  demnach  separabel. 
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also  (Satz  II)  jede  seiner  Punktmengen.  Damit  ist  Satz  III  be- 
wiesen.    Er  ist  Spezialfall  von^): 

Satz  IV.  Ist  jede  Menge  der  Folge  {9l„}  kompakt,  so 
ist  ihre  Vereinigung  separabel. 

In  der  Tat,  nach  §  6,  Satz  V  ist  jede  Menge  ?(„  separabel;  es 
gibt  daher  einen  in  5I„  dichten  abzählbaren  Teil  $8„  von  9(^,.  Dann 
ist  auch  93i  -j-  93.,  -f-  . . .  -j-  33,,  4-  •  •  •  abzählbar  und  (§  4,  Satz  IX)  dicht 
in  51^  -f-  ^f-  ~r  •■•-[-  ^n  "i~  ••  •     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  V.  Ist  ?I  separabel,  so  ist  jede  Menge  zu  je  zweien 
fremder  Teile  $8  von  5(,  deren  jeder  einen  inneren  Punkt 
besitzt,  abzählbar. 

Sei  in  der  Tat  die  abzählbare  Menge: 

(*)  «1,  a,,  ...,a„,  ... 

dicht  in  21,  und  sei  )Q  ein  Teil  von  21,  der  einen  inneren  Punkt  b 
besitzt.     Es  gibt  dann  (§  3,  S.  72)  ein  ^>0,  so  daß: 

U(6;  e)-<93. 

Da  aber "  b  Punkt  von  SU  und  die  Menge  (*)  dicht  in  )il  ist,  gibt 
es  in  U(^;  g)  und  mithin  in  33  einen  Punkt  aus  (*).  Es  kann  also, 
da  (*)  abzählbar  ist,  auch  nur  abzählbar  viele  solcher  33  geben,  wie 
behauptet. 

Satz  VI.  Ist  91  separabel,  so  ist  jede  Menge  zu  je  zweien 
fremder,  in  9(  offener  Mengen  $8  abzählbar. 

In  der  Tat,  man  betrachte  die  Menge  3t  selbst  als  den  zugrunde 
gelegten  metrischen  Raum.  Jede  in  %  offene  Menge  33  Avird  dann 
eine  offene  Menge,  jeder  Punkt  von  33  daher  ein  innerer  Punkt  von  95 
(§  3,  'S.  72),  und  Satz  VI  folgt  aus  Satz  V. 

Ein  Spezialfall  von  Satz  VI  sei  noch  eigens  formuliert : 

Satz  Via.  Ist  3t  separabel,  so  ist  die  Menge  aller  iso- 
lierten Punkte  von  9t  abzählbar. 

In  der  Tat,  ist  b  ein  isolierter  Punkt  von  9t,  so  ist  die  aus 
dem  einzigen  Punkte  b  bestehende  Menge  33  offen  in  9t,  -also  ist 
tatsächlich  Satz  Via  Spezialfall  von  Satz  VI. 

Ein  anderer  Spezialfall  von  Satz  VI  besagt: 

Satz  VII.  Im  euklidischen  di^  ist  jede  Menge  zu  je  zweien 
fremder  Intervalle  abzählbar-). 


*)  Denn  der  SR^  ist  Vereinigung  abzählbar  vieler  kompakter  Mengen,  z.  B. 
abzählbar  vieler  abgeschlossener  Intervalle. 

*j  Ein  Spezialfall  hiervon  ist  Satz  II  von  Einleitung,  §  5. 
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Ferner  ergibt  Satz  VI ,  zusammen  mit  den  Sätzen  XIII  und  XVI 
von   §  5: 

Satz  VIII.  Eine  offene  Menge  des  9t^  ist  Summe  abzähl- 
bar vieler  Gebiete. 

Benutzt  man  noch  §  5,  Satz  X,  so  hat  man: 

Satz  IX.  Eine  offene  Menge  des  9?^  ist  Summe  abzähl- 
bar vieler  offener  Intervalle. 

Im  9?^  tritt,  an  Stelle  dieses  Satzes: 

Satz  X.  Eine  offene  Menge  31  des  9v^  ist  Vereinigung 
abzählbar  vieler  offener  Intervalle*). 

In  der  Tat,  zu  jedem  Punkte  a  einer  ofifenen  Menge  2t  des  iR^ 
gibt  es  ein  a  enthaltendes  ofifenes  Intervall  ^(a),  das  Teil  von  2t  ist 
(§  3,  S.  72).  Da  dann  2t  die  Vereinigung  aller  dieser  ^(a)  ist,  lehrt 
das  verallgemeinerte  Boreische  Theorem  §  6,  Satz  IV,  daß  2(  auch 
Vereinigung  abzählbar  vieler  dieser  ig  (»)  ist,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Allgemein  gilt: 

Satz  XI.  Ist  2t  eine  separable,  offene  Menge,  so  gibt 
es  in  2t  abzählbar  viele  Punkte 

und  zu  jedem  a^^  ein  ^„^0,  so  daß: 

2t  =  U(a,;e,)  +  U(a,;^,)-f-...-[-U(a„;^J-f... 

In  der  Tat,  zu  jedem  Punkte  a  einer  offenen  Menge  gibt  es 
(§3,  Satz  V)  ein  ^>0,  so  daß 

Ü(a;ßX2t. 

Dann  ist  2t  die  Vereinigung  aller  dieser  U(a;  q),  und  §  6,  Satz  IV  ergibt 
die  Behauptung. 

Wir  beweisen  nun  zwei  Sätze  über  monotone,  wohlgeordnete 
Mengen  abgeschlossener  oder  ofifener  Teile  einer  separablen  Menge"). 

Satz  XII.  Sei  2t  separabel;  dann  ist  jede  wohlgeordnete 
Menge  M  in  2t  abgeschlossener  Mengen,  deren  jede  echter 
Teil  aller  folgenden  (vorhergehenden)  ist,  abzählbar. 

Seien  in  der  Tat  2ta  («=  1,  2,  . . .)  die  Mengen  von  M.  Indem 
wir  2t  für  den  metrischen  Raum  9?  wählen,  können  wir  annehmen, 
die  2ta  seien  abgeschlossen.     Sei  ferner 

ttj,  Oo,  ...,  a„,  .. . 


^)  Die  aber  im  allgemeinen  nicht  zu  je  zweien  fremd  angenommen  werden 
können. 

•)  F.  Hausdorf f,  Grundz.  d.  Mengenlehre,  275. 
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eine  in  ')&  dichte  abzählbare  Punktmenge.  Die  Menge  der  Um- 
gebungen: 

(♦)  "(''-r)  («-»■  =  1.2,...) 

ist   dann  ebenfalls  abzählbar. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Fall: 

5t„ -<"?(,.'      wenn      a<«'. 

Es  gibt  dann  in  '»Jla+i  einen  nicht  in  ''X„  enthaltenen  Punkt  a.  Da 
3ta  abgeschlossen,  gibt  es  eine  zu  ?(„  fremde  Umgebung  U  («)  und  mit- 
hin unter  den  Mengen  (*)  eine,    die  a  enthält  und  zu  %a  fremd    ist, 

etwa  u(a„^; --].    Dann  ist  notwendig 

n  u(a„„;^)  +  u(a,.^,;^^J     wenn     «'>«; 

denn    es    ist    U {a„^,;  — ]    fremd   zu    'äa+i,    während  U  f a„^; — j    den 

Punkt  a  von  SI„-,_i  enthält.  Da  es  aber  nur  abzählbar  viele  Mengen 
(*)  gibt,  kann  es  auch  nur  abzählbar  viele  Mengen  SI«  geben,  wie 
behauptet. 

Betrachten  wir  sodann  den  Fall: 

'äa  >-  2(a'      wenn     a  <<  «'. 

Es  gibt  dann    in  3I„  einen  nicht    in  W„+i  enthaltenen  Punkt  a,  und 

daher  in  (*)  eine  Menge  U  fa„^;  — j,  die  a  enthält  und  zu  31«+!  fremd 

ist.     Wieder   gilt  (**),  da  u(a„^/,  — )    zu    ^ia+i    fremd     ist,    während 

U  [a„^^, ;  --j  einen  Punkt  von  21«'  und  mithin  von  2l„+i  enthält.  Im 
übrigen  schließt  man,  wie  vorhin.     Damit  ist  Satz  XII  bewiesen. 

Satz  XIII.  Sei  W  sejDarabel;  dann  ist  jede  wohlgeordnete 
Menge  M  in  ?{  offener  Mengen,  deren  jede  echter  Teil  aller 
folgenden  (vorhergehenden)  ist,  abzählbar. 

In  der  Tat,  sind  wieder  5ta  die  Mengen  von  M,  und  setzt  man: 

so  bilden  die  33«  eine  wohlgeordnete  Menge  N  in  9t  abgeschlossener 
Mengen,  deren  jede  echter  Teil  aller  vorhergehenden  (folgenden) 
ist.  Wegen  Satz  XII  muß  N  abzählbar  sein,  daher  auch  M,  wie 
behauptet. 

In  separablen  Mengen  gelten  einige  wichtige  Sätze  über  Kon- 
densationspunkte (§3,  S.  69). 
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Satz  XIV.  Eine  nicht  abzahlbare,  separable  Menge  9( 
enthält  mindestens  einen    ihrer  Kondensationspunkte. 

Angenommen  in  der  Tat,  kein  Punkt  von  'ii  wäre  Kondensations- 
punkt von  ?(.  Zu  jedem  Punkte  von  a  gibt  es  dann  eine  Umgebung 
U(a),  so  daß  U(a)-?I  abzählbar.  Nach  dem  verallgemeinerten  Borel- 
schen  Theorem  (§6,  Satz  IV)  gibt  es  unter  den  Mengen  U(a)-3t  ab- 
zählbar viele,  deren  Vereinigung  %  ist.  Also  wäre  ^  abzählbar, 
gegen  die  Annahme.     Damit  ist  Satz  XIV  bewiesen. 

Aus  diesem  Satze  fließen  viele  wichtige  Folgerungen.  Vor  allem 
können  wir  nun  Satz  V  und  V^I  von  §  6  in  folgender  Weise  er- 
gänzen : 

Satz  XV.  Damit  eine  nicht  abzählbare  Menge  'H  sepa- 
rabel  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  jeder  nicht 
abzählbare  Teil    von  31  einen  Kondensationspunkt    besitze. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  enthalten  in  der  Be- 
hauptung von  Satz  XIV. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  dies  ist  enthalten  in  der  Be- 
hauptung von  Satz  V,  §  6. 

Satz  XYI.  Ist  %*  die  Menge  aller  Kondensationspunkte 
der  separablen  Menge  9(,  so  ist  jeder  Punkt  von  51*  auch 
Kondensationspunkt  von  31-31*. 

Sei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  von  31*,  d.  h.  ein  Kondensations- 
punkt von  SU.  Wäre  er  nicht  Kondensationspunkt  von  2{3(*,  so  gäbe 
es  eine  Umgebung  U(a),  so  daß  U(a)-3(3l*  abzählbar.  Nach  Satz  XIV 
ist  die  Menge: 

U(a)-3t  — U(a)-3t3t* 

abzählbar,  weil  sie  keinen  ihrer  Kondensationspunkte  enthält.  Also 
wäre  auch: 

U(rt)-  3t  =  U(a)-3(3t*  +  (U(a)-3(  —  ll(a)-  3I3t*) 

abzählbar,  entgegen  der  Annahme,  daß  a  Kondensationspunkt  von  %. 
Damit  ist  Satz  XVI  bewiesen. 

Daraus  folgt  sofort: 

Satz  XYII.  Ist  3t*  die  Menge  aller  Kondensationspunkte 
der  separablen  Menge  3t,  so  ist  sowohl  3t*  als  3t3I*  insich- 
dicht. 

Und  da  3t*  abgeschlossen  ist  (§  ,S,  Satz  IX): 

Satz  XVIII.  Die  Menge  aller  Kondensationspunkte  einer 
separablen  Menge  ist  perfekt. 

Wir  knüpfen  an  den  in  §  4,  S.  76  eingeführten  Begriff  des 
insichdichten  Kernes  und  der  separierten  Mengen  an. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  7 
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Satz  XIX.  Der  insichdichte  Kern  einer  nicht  abzähl- 
baren separablen  Menge  ist  nicht  leer. 

In  der  Tat,  nach  Satz  XIV  und  XVII  ist  9191*  ein  nicht  leerer, 
insichdichter  Teil  von  91.     Daher  weiter: 

Satz  XX.  Eine  separable  und  separierte  Menge  ist  ab- 
zählbar. 

Hieraus  zusammen  mit  §  4,  Satz  VII  folgt: 

Satz  XXI.  Jede  separable  Menge  9t  ist  Summe  einer  in  91 
perfekten  und  einer  abzählbaren  Menge. 

Ist  insbesondere  91  abgeschlossen,  so  ist  (§  2.  Satz  III a)  jede  in 
91  jjerfekte  Menge  perfekt,  und  Satz  XXI  ergibt: 

Satz  XXII.  Jede  separable  abgeschlossene  Menge  ist 
Summe  einer  perfekten  und  einer  abzählbaren  Menge. 

Dies  kann  noch  wesentlich  präzisiert  Averden,  wenn  wir  die  Ab- 
leitungen von  91  heranziehen.  Da  91"+^  die  Menge  aller  Häufungs- 
punkte von  91"  ist,  so  ist  dann  und  nur  dann  9l"+i=9t°,  wenn  91" 
perfekt;  dann  aber  ist  auch  9t"'  =  9t"  für  a  ^  a.  Wir  folgern 
daraus : 

Satz  XXIII.  Unter  den  Ableitungen  W^  einer  separablen 
Menge  9t  gibt  es  eine  perfekte,  deren  Index  a  zu  Bi'f'Ba 
gehört.     Insbesondere  ist  also  9I"^i  perfekt^). 

In  der  Tat,  andernfalls  wäre  für  jedes  a  aus  3i  +  3a  ^i^  ■^^" 
leitung  91"+^  echter  Teil  von  9t",  und  da  3i  "f~  3-2  nicht  abzählbar 
(Einleitung  §  4,  Satz  XIV),   steht  dies  in  Widerspruch  zu  Satz  XII. 

Satz  XXIY.  Der  insichdichte  Kern  einer  separablen 
abgeschlossenen  Menge  91  ist  identisch  mit  jeder  der  per- 
fekten Ableitungen  von  9t,  insbesondere  also  mit  9t'"»,  und 
die  Zerlegung   von  Satz  XXII   kann  geschrieben  werden: 

In  der  Tat,  jeder  insichdichte  Teil  von  91  ist  Teil  jeder  Ab- 
leitung von  9t ;  insbesondere  gilt  also,  wenn  9t"  eine  perfekte  Ableitung 
von  91  ist,  für  den  insichdichten  Kern  ^  von   9t: 

(*)  Ä<9t". 

Da  9t  abgeschlossen,  ist 

9t"-<9t. 

Da  femer  91",  weil  perfekt,  auch  in  sich  dicht  ist,  folgt  aus  der  De- 
finition von  Ä: 
(♦*)  9t"-<ft, 


^)  Darin  bedeutet  Wj  die  Anfangszahl  von  ^a  (Einleitung  §  4,  S.  22). 


Kap.  I,  §  S.    Vollständige  Mengen.  00 

also  wegen  (*)  und  (**): 

Nach  Satz  XXIII  aber  kann  a  <<  coj  angenommen  werden;    also  ist 

51«.  =  21«  =  ^, 

und  Satz  XXIV  ist  bewiesen. 

Wir   erhalten   nun  noch   folgende  Verschärfung  von  Satz  XXII. 

Satz  XXV.  Jede  separable  abgeschlossene  Menge  ist 
Summe  einer  perfekten  und  abzählbar  vieler  isolierter 
Mengen. 

In  der  Tat,  da  es  unter  jeder  Menge  von  Ordinalzahlen  eine 
kleinste  gibt  (Einleitung  §  4,  Satz  XI),  so  gibt  es  unter  den  per- 
fekten Ableitungen  von  31  eine  erste,  d.  h.  eine  von  kleinstem  Index; 
es  sei  dies  W».    Dann  ist,  da  'i?r'o-<2I: 

Zu  jedem  Punkte  von  %  der  nicht  zu  2t"»  gehört,  gibt  es  eine  erste 
Ableitung  21"  (0  <^  «  <^  «o)'  ^^^  ^^  nicht  angehört,  und  zwar  ist  dann  a 
keine  GrenzzahP),  und  es  ist  daher  a  ein  Punkt  von  2t°~^  —  2t". 
Es  ist  also  2t— 5I"o  die  Summe  aller  2t" -^— 9t«,  wo  a  alle  Ordinal- 
zahlen 0  <C  a  ^  Kq  durchläuft,  mit  Ausnahme  der  Grenzzahlen,  oder 
was  dasselbe  heißt,  die  Summe  aller  2t" — 9t" +^     (0^^*C«o)- 

Da  9t"^^  die  Menge  aller  Häufungspunkte  von  2t°  ist,  so  ist 
2t"  —  2t"+^  isoliert;  und  da  nach  Satz  XXIII  die  Ordinalzahl  «^  zu 
3i  ~l~  3-2  gehört,  also  die  Menge  der  Ordinalzahlen  0  ^  «  <^  «^  ab- 
zählbar ist,  ist  Satz  XXV  bewiesen. 

§  8.   Vollständige  Mengen. 

In  Anlehnung  an  Einleitung  §  6,  Satz  IX  wollen  wir  die  Punkt- 
folge {o„}  eine  Cauchysche  Folge  neimen,  wenn  es  zu  jedem 
e  ^  0  ein  n  gibt,  so  daß: 

(0)  r (un' ,  an") <i e     für     vf>n,  n'^n. 

Damit  völlig  gleichbedeutend  (vgl.  Einleitung  §  6,  Satz  X)  ist  die 
Bedingung:  zu  jedem  £^0  gibt  es  ein  n,  so  daß: 

r-(a„,  a„')  <^e     für     n^n. 

Satz  I.    Jede  gegen  einen  Punkt  a  konvergierende  Folge 

ist  eine  Cauchysche  Folge. 

Sei  in  der  Tat:  .. 

hm  a„  =  a. 

«^=00 


*)  Denn  ist  a  Grenzzahl,  ßo  ist  21°  der  Durchschnitt  aller  21'^  {ß  <  a). 

7* 
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Ist  f  ]>  0  beliebig  gegeben,  so  ist 

r{a  ,  o)<C~     für  fast  alle  )i , 
also,  wegen  der  .Dreiecksungleichung: 

für  fast  alle  n  und  fast  alle  n".  Das  aber  ist  gleichbedeutend  mit  (0), 
und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Die  Umkehruna   von    Satz  I   gilt   nicht   allgemein.     Sei   z.  B.  9? 

die   Menge    aller    Punkte   a'>-0   des   9}j.     Dann   ist   die   Folge   l      \ 

eine  Cauchysche  Folge,    ohne   einen  Grenzpunkt   in  9}    zu  besitzen. 

Eine  Punktmenge  'i}[  heißt  vollständig^),  wenn  jede  Cauchysche 
Folge  {rt,, }  aus  %  einen  zu  SS.  gehörigen  Grenzpunkt  besitzt.  Aus 
dieser  Definition  folgt  sofort: 

Satz  II.     Jede  vollständige  Menge  ist  abgeschlossen. 

In  der  Tat,  ist  ?l  nicht  abgeschlossen,  so  gibt  es  in  9(  eine 
Folge  {a,,}.  so  daß 

lim  a^  =  a 

«  =  00 

nicht  zu  91  gehört.  Nach  Satz  I  ist  {a,, }  eine  Cauchysche  Folge; 
sie  besitzt  zwar  einen  Grenzpunkt,  aber  er  gehört  nicht  zu  ^.  Also 
ist   %   nicht  vollständig. 

Satz  III.  Jeder  abgeschlossene  Teil  einer  vollständigen 
Menge  ist  vollständig. 

Satz  ly.  Jede  abgeschlossene  und  kompakte  Menge  2t 
ist  vollständig. 

Sei  in  der  Tat  {a^^}  eine  Cauchysche  Folge  aus  9(.  Weil  ?{ 
kompakt,  gibt  es  eine  Teilfolge  {a„^,}  mit  Grenzpunkt: 

(*)  lim  an,.  =  a . 

J'  ^  00 

Weil  51  abgeschlossen,  gehört  a  zu  9t.  Weil  {a„}  eine  Cauchysche 
Folge,  gibt  es,  wenn  e^O  beliebig  gegeben,  ein  ri,  so  daß: 

f.  „  _ 

(**)  r{a„,an')<-     für     n  >  n ,     n  ^  w . 

Wegen    (*)   gibt  es    ein   n,, >>n,   so   daß: 


(***)  »-K,,a)<-^, 


*)  Dieaor  BegrifF  wurde  eingeführt  von  M.  F rechet,  Rend.  Pal.  22  (1906), 
23;  der  Name  stammt  von  F.  Hausdorff,  Grundz.  d.  Mengenlehre,  315. 
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und  wegen  (**)  ist  auch 

(***)  r{a„,a„J<^-     für     n>n. 

Aus  (***],  (*^*)  folgt  vermöge  der  Dreiecksungleichung: 

r (a,,,  a)  <C e     für     n>n. 
Das  aber  heißt: 

lim  a„  =  a . 

n=ao 

Und  da  a  zu  "Jl  gehört,  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  V.  Jeder  abgeschlossene  Teil  eines  euklidischen 
)Rj.  ist  vollständig. 

Nach  Satz  III  genügt  es  zu  zeigen,  daß  iH^  selbst  vollständig 
ist.     Sei  {a,,}  die  Folge  der  Punkte: 

Wegen : 

'  Xi,  „'  —  X,-,  „"  !  <  r  («„' ,  a„")  (i  =  1,  2,  ...,k) 

genügt,  wenn  {«,,}  eine  C au chy sehe  Folge  ist,  die  Zahlenfolge  {xj,„} 
der  Cau  chy  sehen  Bedingung  (Einleitung,  §  6,  Satz  IX),  und  ist  also 
eigentlich  konvergent: 

lim  Xi,„  =  Xi        (j  =  1 ,  2,  . . . ,  Ä) . 

n=  00 

Setzen  wir: 

(l  \^i  >  '*'2  '  •  •  ■ )  */.7? 

SO  ist  nach  §  1,  Satz  VI: 

lim  a^=^  a, 

1»=» 

und  da  a  ein  Punkt  des  ))\j^,  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Jeder  o-Durchschnitt  S3  in  einer  vollständigen 
Menge  '?(.  dessen  insichdichter  Kern  nicht  leer  ist,  hat 
einen  perfekten  Teil  K  der  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  es  gibt  (§  2,  Satz  XII)  eine  Folge  offener  Mengen 
{33,,},  so  daß: 

Sei  ^  der  insichdichte  Kern  von  ^,  und  seien  a^;  a^  Punkte  von  M\ 
Dann  gibt  es  ein  ^j: 

so  daß  die  abgeschlossenen  Umgebungen  U(a(,;oj),  U{ai;Q^)  folgende 
Eigenschaften  haben: 

1.  sie  sind  fremd; 

2.  sie  liegen  in  ^33^ . 


102  Punktmengen. 

In  der  offenen  Umgebung  U(a,j;ßj)  (tj=0,  1)  gibt  es,  da  Ä  insich- 
dicht,  also  jeder  Punkt  von  5?  auch  Häufungspunkt  von  ft'  ist,  zwei 
Punkte  a,j,o?  flii.i  ^'on  ^,  und  es  gibt  ein  q^: 

so  daß  ri(a,-,.o;  ^.2),  Ü(a,,,i;  ^.j)  folgende  Eigenschaften  haben: 

1.  sie  sind  fremd; 

2.  sie  liegen  in  58.,; 

3.  sie  liegen  in  VL{ai^;  q^). 

Nun  gibt  es  wieder  in  U  («,-,.  1,,;  ^.j)  (?iii2=0,  1)  zwei  Punkte  «,„,-,.o, 
flii.  if  1  von  S  und  ein  ^3 : 

so  daß  U(a,j,,„,  0;  ^3).  lU^»i. «.-.  1!  ^a)  drei  Eigenschaften  haben,  wie  sie 
eben  für  11  (a,i, ,,,;  g.j)  formuliert  wurden. 

In  dieser  Weise  kann  man  weiter  schließen,  und  erhält  zu  jeder 
endlichen  Ziffernfolge  i^,  t.^;  . . .,  t„,  die  nur  aus  Ziffern  0,1  besteht, 
einen  Punkt  a,„ ,-,,...,  ,„  von  Ä  mit  einer  abgeschlossenen  Umgebung 

ä(a.v .•,....,.„:  Q,X  w-orin: 

von  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Zu  verschiedenen  ?j - gliedrigen  Ziffernfolgen  i^,i^,  . . ,,  i^  ge- 
hörige Ü(a,-,. ,-, i„;  qJ  sind  fremd. 

2.  U(a,..,, ,„;^J<S8„. 

3-     U(«.„.s .„;  J?nXU[^(a.-„ .-,,...,, „_j;  ^„_J. 

Wir  bezeichnen  nun  mit  ll„  die  Vereinigung  aller  U  («1,,«. i«:  Qn) 

und  setzen: 

g  =  9r.u,.ü,-...  II,.-... 

Nach  Satz  II  ist  51  abgeschlossen,  also  ist  auch  (£  als  Durch- 
schnitt abgeschlossener  Mengen  abgeschlossen  (§2,  Satz  VI),  und 
da  nach  Eigenschaft  2.  der  U: 

80  ist  auch 

Jeder  Punkt  von  d  gehört  zu  einer  und  nur  einer  der  Mengen 
U(a,j;  Qj),  zu  einer  und  nur  einer  der  Mengen  U(a,i.  .j.;  ^.J  usf.,  wo- 
durch  jedem   Punkte   von  G   in   eindeutiger  Weise   eine   Ziffernfolge, 
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bestehend  aus  den  Ziffern  0,  1 : 

(0)  i,,  {,,.... ,i„,...  (t„  =  0,  1) 

zugeordnet  ist.     Umgekehrt  entspricht  jeder  solchen  Ziffemfolge  ein 
und    nur    ein    Punkt    von   (£.     Denn    zunächst   Uefert    uns    (0)    eine 
Punktfolge  aus  ^: 
(00)  «,-,,  ai^,i^,  ...,  a,-,,,-„ ,„,  ... 

Sie    ist    eine  Gau chy sehe   Folge;    denn  wegen   Eigenschaft  3.  der  U 

liegen   für  n'>7i   alle   Punkte  der  Folge  (00)    in    U(a,j,,- i,,;^,,)» 

es  ist  also: 

»•(«.i.». in^ttH.i .»')<?„  ^2«     ^"^     n'>n. 

Weil  3{  vollständig,  hat  also  die  Folge  (00)  einen  zu  ^  gehörigen 
Grenzpunkt,  der  —  weil  zu  allen  U„  gehörig  —  auch  zu  K  gehört. 
Wie  aus  Eigenschaft  1.  der  U  folgt,  liefern  verschiedene  Folgen  (0) 
auch  verschiedene  Punkte  von  (S .  Die  Punkte  von  ß  können  also  in 
eineindeutiger  Weise  den  Ziffernfolgen  (0)  zugeordnet,  und  daher  durch 

(000)  «,..,. .•„....  (i„  =  0,  1) 

bezeichnet  werden. 

Sei  H  irgendeine  Umgebung  des  Punktes  (000).  Für  fast  alle  n 
(z.  B.  für  11  ^  71q)  ist: 

U («••,,, -2 ,•„;  ?„Xu. 

Also  enthält  U  alle  Punkte  von  G,  deren  n^  erste  Indizes  mit  denen 
von  (000)  übereinstimmen;  also  ist  (S  insichdicht  und  mithin,  weil 
abgeschlossen,  auch  perfekt. 

Da  ferner  zwischen  den  Folgen  (0)  und  den  Punkten  von  © 
eine  eineindeutige  Zuordnung  besteht,  die  Menge  der  Folgen  (0)  aber 
(d.  h.  die  Menge  aller  Belegungen  der  natürlichen  Zahlen  mit  den 
Ziffern  0,  1)  die  Mächtigkeit  2'*«'  =  c  hat  (Einleitung  §7,  Satz  V),  so 
hat  auch  S  die  Mächtigkeit  c.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Wir  wollen,  um  eine  kurze  Bezeichnung  zu  haben,  die  Meng© 
aller  derjenigen  Punkte  (000)  von  (£,  in  denen  nicht  fast  alle  i^ 
den  Wert  0  oder  fast  alle  i  den  Wert  1  haben,  als  den  Hauptteil 
von  ß  bezeichnen.     Dann  gilt: 

Satz  VII.  Wird  jedem  Punkte  a,!,,-^.  ...,,„,.. .  des  Haupt- 
teiles ®  der  Menge  (£  von  Satz  VI  die  Zahl 

2   '    2-    '^  "■    "^  2"   '^■" 
zugeordnet,  so  ist  dies  eine  eineindeutige  Abbildung  von  'S 
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auf  die  Menge  5!JJ  aller  Zahlen  aus  (0,  l),  die  nicht  endliche 
Systembrüche  der  Grundzahl  2  sind,  und  diese  Abbildung 
ist  samt  ihrer  Umkehrung  stetig*). 

In  der  Tat,  daß  dies  eine  cineindeutige  Abbildung  von  ^  auf  W 
ist,   ist   evident;    es   ist    nur   die   behauptete   Stetigkeit   zu   beweisen. 
Sei   zu   dem   Zwecke  a   ein   Punkt  aus  %   und  {oy}   eine  Punktfolge 
aus  3).  und  es  sei: 
(*)  a  =  ]ima,.. 

Sei  a  der  Punkt    a.jj^ ,„ und  a,.  der  Punkt  a-(y),  ,(«^ ,(»■)     _ 

Da  a  in  U(a,j,,-, .«  +  i;  i?„  +  i)  und  mithin  in  U  (a,-,.,-^,...,,„;  ^J  liegt, 

müssen   wegen  (*)   auch  fast  alle  a^  in  ll(rt,-,,,- ,iä;  ?„)  liegen,   und 

infolgedessen  ist  bei  beliebig  gegebenem  n : 

(**)  /('•)  ^  ;      lir)  ^i  ^(v)  ^  ^       für  f jjgt,  alle  i' . 

Die  den  Punkten  a  und  rt,.  zugeordneten  Zahlen  sind  gegeben 
durch : 

(...)  =^=2"^  "zw.  x„=2'|'. 

;.  =:  1  /.  =  1 

Wegen  (**)  ist  also  bei  beliebig  gegebenem  n: 

*    1         1 

\xy — x  '  <<    y  --==-—     für  fast  alle  v. 

;.  =  n  + 1 
d.  h.  es  ist 

(*♦*)  hma;v  =  a;, 

V  =  CO 

und  die  Abbildung  von  'S  auf  ^Jt  ist  stetig. 

Sei  umgekehrt  x  ein  Punkt  aus  yR,  {xy}  eine  Punktfolge  aus  aU, 
für  die  (***)  gilt,  und  seien  (***)  die  Darstellungen  von  x  und  x,. 
als  Systembrüche  der  Grundzahl  2.  Da  in  der  Darstellung  von  x 
nicht  fast  alle  i;.  =  0  oder  fast  alle  i;.  =  1   sind,  so  ist : 


>»       .  n      . 


2» 
/.  =  1  >.  =  1 

und  infolgedessen  gilt  wegen  i*^*)  auch  für  fast  alle  v 


')  Eine  Abbildung  der  Monge  21  auf  die  Menge  58  heißt  .stetig,  wenn 
sie  folgende  Eigenschaft  hat:  Ist  {a„}  eine  Punktfolge,  a  ein  Punkt  aus  % 
und  iet  b„  das  Bild  von  a„,  b  das  Bild  von  a,   so  folgt  aus   lim  rt„  =^  a   auch 

lim6„  =  6.    Wir  kommen  auf  den  Begrifif  der  Stetigkeit  einer  Abbildung  aus- 
n=  X 
führlich  zurück  in  Kap.  II,  §  6. 
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Ä  =  1  /.  =  1 
und    mithin    gilt    auch  (**),     Für  fast  alle   r    liegt  also   der  Xy   zu- 
geordnete Punkt  Uy  =  a,.(>),  ,(>•) ,(v).  . .     in  U  (a,-,.  f^, ...,  ,„;  gj,   worin 

auch   der  x  zugeordnete  Punkt  rt  =  a,j.,-2,  ..,,„,..  .  liegt.    Es  ist  also, 

r(a,  a,.)<  2  o.  <- — r     für  fast  alle  v, 

und  da   dies  für  jedes  ?j  gilt,  ist: 

lim  )•  (a ,  a,)  =  0 ,     d.  h.     lim  av  =  a. 

Es  ist  also  auch  die  Abbildung  von  ^Tc  auf  '2)  stetig,  und  Satz  VII 
ist  bewiesen. 

Satz  VIII.  Die  perfekte  Menge  S  von  Satz  VI  kann  als 
nirgends  dicht  in  ^  angenommen  werden. 

Um  dies  einzusehen,  ändern  wir  den  Beweis  von  Satz  VI  in 
folgender  Weise  ab:  Wir  gehen  statt  von  zwei  nun  von  drei  Punkten 
a^^,  a^,  a.,  von  ^  aus  und  bilden,  ganz  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI. 

zu  jedem  von  ihnen  eine  Umgebung  U{ai^;Q^)  (ij  =  0,1,2).  All- 
gemein werden    beim    n-ten  Schritte    in    ll(«,j,,j i„_i;  Qn-i)    ^^^ 

Punkte    fl„..,,...,,„_i.o,_«ü,.-,,....,„_i.i,    «ü..-, in-,.  2   gewählt   und 

zu  ihnen  Umgebungen  U(a,j.,j, i,,',  g„)  gebildet,  die  dieselben  Eigen- 
schaften haben,  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI,  nur  daß  nun  i^ ,  i.,,  ....  i,, 
die  drei  Werte  0,  1,  2  haben  können. 

Mit     Ujj     bezeichnen     wir     nun      die     Vereinigung     derjenigen 

U(a,j.,j ,„;  gJ,  in  deren  Ziffemfolge  i^,  i^,  ....  i^  keine  1  vorkommt. 

Setzen  wir  wieder 

(£  =  vi( .  iT^ .  iX  .  ...-U,,-..., 

so  erkennen  wir  wie  früher^),  daß  (£  ein  perfekter  Teil  von  )8  ist. 
Wir  haben  nur  noch  zu  zeigen,  daß  6  nirgends  dicht  in  iß  ist. 

Sei    zu    dem  Zwecke   a  =  ff,j,<j ,„ irgendein  Punkt  von  6 

und  U  eine  Umgebung  von  a.     Es  gibt  dann  ein  Hq,  so  daß: 

U(a,-,,,-, ,-„^;  o,J<U, 

und  infolgedessen  auch 

U(rt,i,,-, ,„  .1:  g„  _iJ-<U. 

\       i       J  0  ^  "0        ^ 

*)  Nur  haben  jetzt  in  (0)  und  ebenso  in  (OOOj  die  t„  die  Werte  0  und  2. 
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Und  da  in  U(rt,,,,, ,„  .  i,  Q„  +i)  zwar  der  Punkt  a,j,,-, •-.,  i.  o o... 

von  33,  aber  kein  Punkt  von  6  liegt,  ist  G  nirgends  dicht  in  93, 
und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Satz  IXM.  Ein  o-Durchschnitt  93  in  einer  separablen 
vollständigen  Menge 'S?!  ist  abzählbar  oder  von  der  Mächtig- 
keit c.  je  nachdem  sein  insichdichter  Kern  leer  ist  oder 
nicht. 

In  der  Tat.  ist  der  insichdichte  Kern  Ä  von  93  leer,  so  ist  93 
abzählbar  nach  §  7.  Satz  XIX.  Ist  ^  nicht  leer,  so  hat  93  nach 
Satz  VI  eine  Mächtigkeit  >c,  und  mithin  nach  §  7,  Satz  I  genau  die 
Mächtigkeit  c. 

Satz  X.  Eine  separable,  vollständige  Menge  "ä  ist  ab- 
zählbar oder  von  der  Mächtigkeit  c,  je  nachdem  9l"'i  leer 
ist  oder  nicht. 

In  der  Tat,  nach  Satz  II  ist  W  abgeschlossen.  Nach  §  7,  Satz 
XXIV  ist  ^C"»  der  insichdichte  Kern  von  ?(.  Durch  Anwendung 
von  Satz  IX  folgt  also  Satz  X. 

Satz  XI.  Ist  die  separable,  vollständige  Menge  9t  ab- 
zählbar, so  sind  ihre  Ableitungen  von  einer  bestimmten  an 
leer;  ist  9(  auch  kompakt,  so  ist  der  Index  der  ersten 
leeren  Ableitung  eine  isolierte  Zahl  aus  3i~l~3-2'  ' 

In  der  Tat.  nach  §  7,  Satz  XXIII  gibt  es  unter  den  Ableitungen 
von  ■?{  eine  perfekte  5(",  deren  Index  a  zu  3i  "h  3-2  gehört.  Da  'M" 
perfekt,  ist: 

51«' =  91«      für     a'>«, 

insbesondere  ist  also  auch 

Xach  Satz  X  aber  ist  ^f"^»  leer.  Es  ist  also  auch  ?{"  und  mit- 
hin für  ft'^ß  auch  91"'  leer.  Ist  insbesondere  a  der  kleinste  Index, 
für  den  ?("  leer  ist,  und  ist  9(  kompakt,  so  ist  nach  §  3,  Satz  XIX 
/:  keine  Grenzzahl,  womit  Satz  XI  bewiesen  ist. 

Satz  XII.  Jede  nicht  leere,  in  einer  separablen,  voll- 
ständigen und  perfekten  Menge  offene  Menge  93  hat  die 
Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  als  Durchschnitt  einer  offenen  und  einer  insich- 
dichten  Menge  f§  3,  Satz  XII)  ist  93  insichdicht  (§  4,  Satz  II),  also 
is'  der  insichdichte  Kern  von  93  nicht  leer,  und  Satz  XII  folgt 
aus  Satz  IX. 

Satz  XIII.     Eine    separab'le,    vollständige    und    perfekte 


*)   Dieser  Satz  rührt  her  von  W.  H.  Young,  Leipz.  Ber.  55  (1903),  287. 
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Menge   S(    ist    identisch   mit    der  Menge   91*    ihrer  Konden- 
sationspunkte. 

In  der  Tat,  da  '•X  abgeschlossen,  und  da  jeder  Kondensations- 
punkt auch  Häufungspunkt,  so  ist: 

(t)  ?(*-<9(. 

Sei  sodann  a  ein  Punkt  von  9t  und  U(«)  eine  beliebige  Um- 
gebung von  a.  Nach  §4,  Satz  II  ist  ebenso  wie  91  auch  'H-]X{a)  in- 
sichdicht.  Es  ist  also  9(U(a)  ein  o- Durchschnitt  in  ?{,  dessen  in- 
sichdichter  Kern  nicht  leer  ist.  Nach  Satz  IX  hat  also9(U(a)  die 
Mächtigkeit  c,  d.  h.  a  ist  Kondensation.spunkt  von  9(.  Und  da  a 
ein  beliebiger  Punkt  von  9(  war,  ist: 

(tt)  9(-<9(*. 

Aus  (t)  und  (tt)  aber  folgt  ^(^^'iJt*,  und  Satz  XIII  ist  bewiesen.* 

Satz  Xiy^j.  Ist  9(  von  erster  Kategorie  (§  4,  S.  8lj  in  der 
vollständigen  Menge  33,  so  hat  33  —  9(95  einen  o-Durchschnitt 
in  ^  zum  Teil,  der  in  58  dicht  ist. 

In    der    Tat.    indem    wir    nötigenfalls    9(    durch    9(93    ersetzen, 

können  wir   annehmen,    es  sei    9(  -<  93 .     Da  9(  von  erster  Kategorie 

in  99 ,  so  ist : 

9f  =  Mf  4-  of  -L       4-  9f  4- 
41       ^4  n^  **2    I    •  •  •    I    ^Si  T^  •  •  • ' 

wo  jedes  9(,j  nirgends  dicht  in  93.     Nach  §4.  Satz  XXI  können  wir 
annehmen : 

Dann  ist  auch: 

(*)  'K^'^^Li- 

und    nach    §  4,    Satz  XV    ist    auch    9(,^  nirgends    dicht   in  58.     Wir 

setzen :  _ 

9?  — 9t.?=e„; 

dann  ist  d^^  offen;  wegen  (*)  ist: 

und  es  ist:  _ 

93  — 90  93  0;,  (£,...  g,,...^ 

wo  die  rechts  stehende  Menge: 

58' =  93  Gl  (£.,...(£„... 

ein  0 -Durchschnitt    in    93    ist.     Bleibt    zu    zeigen,    daß    er    dicht    in 
33  ist. 


^)  Dieser  und  die  folgenden  Sätze  stammen  im  wesentlichen  von  R.  Baire, 
Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  65. 
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Sei  zu  dem  Zwecke  S  irgendeine  offene  Punktmenge,  derart 
daß  (£23  nicht  leer  ist.  Es  genügt  zu  zeigen,  daß  es  in  ß  53  einen 
Punkt  von  S&'  gibt. 

Da  ?({*  nirgends  dicht  in  ^,  gibt  es  in  S  33  einen  nicht  zu  ^^IJ 
gehörigen  Punkt  von  58,  d.  h.  einen  Punkt  h^  von  SÖd^.  Sodann 
gibt  es  ein  g^: 

so  daß  U(fcj;  q^)  sowohl  in  G  als  in  g^  liegt.  Ebenso  gibt  es  in 
\\{h^;  Qi)  einen  Punkt  6..  von  93  G.,,  und  ein  o.,: 

so  daß  U(?)2;oJ  sowohl  in  60  als  in  H(b^;  oj  liegt  usw.  Wir 
ei-halten  so  eine  Punktfolge  {6,,}  aus  93,  die  offenbar  eine  Cauchysche 
Folge  ist.  Ihr  zu  ^  gehöriger  Grenzpunkt  gehört  allen  U(&„;  gj  an, 
liegt  mithin  sowohl  in  S,  als  in  jedem  93  S„,  er  ist  also  ein  zu  93' 
gehöriger  Punkt  von  93  (£ ,  wie  behauptet.  Damit  ist  Satz  XIV  be- 
wiesen. 

Wir  wollen  nun  eine  Menge  relativ-vollständig  nennen,  wenn 
sie  ein  0- Durchschnitt  in  einer  vollständigen  Menge  ist.  Da  jede 
Menge  93  in  93  ofifen,  und  mithin  auch  ein  0- Durchschnitt  in  93  ist, 
so  ist  jede  vollständige  Menge  auch  relativ-vollständig. 

Satz  XV^j.  Die  Aussage  von  Satz  XIV  bleibt  bestehen, 
wenn  93  nur  relativ-vollständig  ist. 

Wie  beim  Beweise  von  Satz  XIV  können  wir  annehmen  3(  -<  93. 
Sei  93  ein  0 -Durchschnitt  in  der  vollständigen  Menge  93.  Dann  ist 
93^-<93,  und  mithin  ist  nach  Satz  III  auch  93^  vollständig.  Nach 
§  2,  Satz  X  ist  58 '^  —  58  eine  a -Vereinigung,  etwa: 

«  "  —  58  =  9(1  -j-  5)[g  +  . . .  +  5J(„  4-  . . .       (9(„  abgeschlossen}. 

Es  ist  9I„  nirgends  dicht  in  58^.  Denn  andernfalls  gäbe  es  eine 
offene  Menge  6,  so  daß  93^2  nicht  leer  und  5)(,,  dicht  in  58^(1. 
Nach  §  4,  Satz  X  wäre  dann  58^(1 -<'^(„:  und  mithin  fremd  zu  58, 
entgegen  der  Definition  von  58".  Da  9(,,  nirgends  dicht  in  93 ''j  ist 
also  58"  —  58  von  erster  Kategorie  in  93°.  Da  auch  9(  von  erster 
Kategorie  in  93  und  mithin  in  93",  so  ist  nach  §  4,  Satz  XX  auch 
91  4- (93"  —  93)  von  erster  Kategorie  in  93";  also  hat  nach  Satz  XIV 
99"  — 91  — (93"  — 93)  =  93  — 9(  einen  0- Durchschnitt  in  58"  zum  Teil, 
der  dicht  in  93"  ist,  d.  h.  einen  0- Durchschnitt  in  93,  der  dicht  in 
83  ist,  und  Satz  XV  ist  bewiesen. 


^)  F.  Hausdorff,  Crundz.  d.  Mengenlehre,  327. 
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Satz  XVI.  Jede  nicht  leere,  in  einer  relativ-vollständigen 
Menge  33  offene  Menge  (£  (insbesondere  also  33  selbst)  ist 
von  zweiter  Kategorie  in  33. 

Sei  in  der  Tat  ?(  ein  Teil  erster  Kategorie  in  33.  Nach  Satz  XV 
ist  33  —  '?(  dicht  in  33.  Es  gibt  also  in  der  in  58  offenen  Menge  (£ 
gewiß  einen  Punkt  von  33  —  31;  daher  kann  nicht  (i  =  3(  sein,  und 
Satz  XVI  ist   bewiesen. 

Satz  XVII.  Ist  die  (nicht  leere)  Menge  58  relativ-voll- 
ständig, und  ist  3(  von  erster  Kategorie  in  58,  so  ist  33  —  3(33 
von  zweiter  Kategorie  in  33. 

In  der  Tat,  wäre  33  —  3(58  von  erster  Kategorie  in  33,  so  wäre 
nach   §  4.  Satz  XX  auch: 

33  =  <jtS3  4-(33  — 3(33) 

von  erster  Kategorie  in  58-  entgegen  Satz  XVI. 

§  9.     Lineare  abgeschlossene  3Iengen. 

Wir  wollen  uns  noch  speziell  mit  den  abgeschlossenen  Punkt- 
mengen des  5Ri  beschäftigen. 

Satz  I.  Jede  abgeschlossene  Menge  3{  des  JR^  ist  Kom- 
plement   einer   Summe   abzählbar   vieler   offener  Intervalle. 

In  der  Tat.  jede  abgeschlossene  Menge  ist  Komplement  einer 
offenen  Menge,  so  daß  die  Behauptung  aus  §  7.  Satz  IX  folgt. 

Wir  nennen  die  abzählbar  vielen  offenen  Intervalle,  deren  Summe 
das  Komplement  von  3(  ist,  die  zu  3(  gehörigen  punktfreien  In- 
tervalle, oder  die  zu  3(  komplementären  Intervalle;  ihren 
Durchschnitt  mit  einem  beliebigen  Intervalle  3  nennen  wir  die  punkt- 
freien Intervalle  von  3(  in  ^,  oder  die  bezüglich  ^5  'cu  3(  komple- 
mentären Intervalle. 

Sagen  wir  noch  von  einer  Menge  zu  je  zweien  fremder  Inter- 
valle des  9ftj ,  sie  seien  in  natürlicher  Reihenfolge,  wenn  ihre  An- 
fangspunkte in  natürlicher  Reihenfolge  sind: 

(a',  &')     vor     {a",h")     wenn     a'<a", 
so  gilt : 

Satz  II.  Damit  eine  abgeschlossene,  nirgends  dichte 
Menge  31  des  9?^  perfekt  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  Menge  der  endlichen  unter  den  punktfreien  Inter- 
vallen von  3(  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  den  Ordnungs- 
typus 7]  (Einleitung  §  3,  S,  14)  habe. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  3(  perfekt,  und 
91?   die  Menge  der  endlichen   punktfreien  Intervalle  von  3(    in    der 
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natüilichen  Reihenfolge.  Nach  Satz  I  ist  9Ji  abzählbar.  In  SR  kann 
es  kein  erstes  und  kein  letztes  Intei'vall  geben.  Denn  angenommen 
(a,  b)  wäre  erstes  Intervall  von  5D?,  so  müßte  ( — oc,  a)  auch  punkt- 
freies Intervall  von  51  sein  (da  andernfalls  ?(  nicht  nirgends  dicht 
wäre);  dann  aber  ist  a  isolierter  Punkt  von  91,  und  mithin  wäre  St 
nicht  perfekt.  Ferner  gibt  es  in  93?  zwischen  je  zwei  Intervallen 
(a'.  b')  und  (a",  b")  ein  drittes;  denn  würden  (a',  h')  und  (a",  b")  un- 
mittelbar aufeinanderfolgen,  so  müßte  b'=  a"  sein  (da  31  sonst  das 
Intervall  [&',  a"]  enthielte,  und  somit  nicht  nirgends  dicht  wäre); 
dann  aber  ist  b'  =  a"  ein  isolierter  Punkt  von  5(,  und  2t  wäre 
nicht  perfekt.  Also  hat  nach  Einleitung  §  3,  Satz  I  W  den  Ordnungs- 
typus i;. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  5(  nicht  perfekt, 
so  gibt  es  in  %  einen  isolierten  Punkt,  in  dem  notwendig  zwei 
punktfreie  Intervalle  von  91  zusammenstoßen;  sind  sie  beide  endlich, 
so  sind  sie'  unmittelbar  aufeinanderfolgende  Intervalle  von  gj?.  Ist 
eines  unendlich,  so  ist  das  andere  erstes  oder  letztes  Intervall  von 
9K.  Keinesfalls  also  kann  ?3J  den  Ordnungstypus  tj  haben.  Damit 
ist  Satz  II  bewiesen. 

Dieser  Satz  liefert  ein  Verfahren  zur  Konstruktion  nirgends 
dichter  perfekter  Punktmengen  des  JR^,  das  mit  dem  beim  Beweis 
von  §  8,  Satz  VIII  benützten  Verfahren  nahe  verwandt  ist.  Wir 
geben  dafür  folgendes  Beispiel^): 

Wir  betrachten  Systembrüche  der  Grundzahl  3  (Einleitung  §  7, 
S.  44).  Sei  9!}t  die  abzählbare  Menge  der  (zu  je  zweien  fremden) 
Intei'valle : 

{Cf^- €j^  e., . . .  €^\ ,  tf(,-Cie„..'.e^2)       (/c  =  0,  1,2, . . .), 

in  denen  keine  der  Stellen  e^,  e^.).. .  .e,.  den  Wert  1  hat.  In  natür- 
licher Reihenfolge  gibt  es  unter  ihnen  kein  erstes,  und  zwischen  je 
zweien  von  ihnen  liegt  stets  ein  drittes,  also  haben  sie  (Einleitung 
§3,  Satz  I)  den  Ordnungstypus  rj.  Ihre  Vereinigung  ist  offen,  ihr 
Komplement  %  zum  JR^  daher  abgeschlossen.  Sil  ist  aber  auch  nirgends 
dicht.  Denn  andernfalls  gäbe  es  ein  Intervall  3  5  ^^  dem  5t  dicht, 
und  weil  9(  abgeschlossen,  müßte  9t  (§  4,  Satz  X)  alle  Punkte  von 
3  enthalten,  was  unmöglich,  da  9t  keinen  Punkt  e^-e^  e«  . .  .«J^e^^^ 
enthält,  in  dem  eine  der  Stellen  e^ ,  e„, . . . ,€,.  den  Wert  1  hat,  und 
*i  +  i  4=  0  ist.  Also  ist  nach  Satz  II  9t  eine  nirgends  dichte  perfekte 
Menge.    Sie  besteht  aus  allen  Punkten,  die  durch  einen  unendlichen 


*)  Es  rührt  her  von  G.  Cantor.  Durch  ähnliche  Abbildung  kann  man 
daraus  sofort  perfekte  Mengen  bilden,  die  in  einem  gegebenen  Intervalle  [o,  b] 
nirgends  dicht  sind. 
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Systembruch  der  Grundzahl  3  darstellbar  sind: 

€q-  e^  e.^ . . .  Cj^. . ., 
in  dem  keine  Stelle  1  vorkommt. 

Wir  unterscheiden  die  Punkte  einer  abgeschlossenen  Menge  31 
des  SRi  in  solche  erster  und  zweiter  Art,  je  nachdem  sie  End- 
punkte eines  zu  91  komplementären  Intervalles  sind,  oder  nicht. 

Satz  III.  In  jeder  abgeschlossenen  Menge  des  SR^  ist  die 
Menge  aller  Punkte  erster  Art  abzählbar.  In  jeder  (nicht 
leeren)  perfekten  Menge  des  dii  hat  die  Menge  aller  Punkte 
zweiter  Art  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  da  es  (Satz  I)  nur  abzählbar  viele,  zu  91  komple- 
mentäre Intervalle  gibt,  gibt  es  auch  nur  abzählbar  viele  Endpunkte 
solcher  Intervalle,  also  nur  abzählbar  viele  Punkte  erster  Art  von  91. 
Ist  die  Menge  9(  perfekt,  so  hat  sie  (§  8,  Satz  XII)  die  Mächtigkeit  c, 
und  da  die  Menge  der  Punkte  erster  Art  abzählbar  ist,  muß  (Ein- 
leitu  ng  2,  Satz  X)  die  Menge  der  Punkte  zweiter  Art  die  Mächtig- 
keit c  haben,  wie  behauptet. 

Salz  IV.  Jeder  Punkt  einer  nirgends  dichten  perfekten 
Menge  9t  des  di^  ist  Häufungspunkt  sowohl  von  Punkten 
erster,  als  von  Punkten  zweiter  Art  von  91. 

Sei  a  ein  Punkt  von  91;  in  jedem  a  enthaltenden  Intervalle 
{b,  c)  liegen,  da  a  auch  Häufungspunkt  von  91  ist,  unendlich  viele 
Punkte  von  91,  mithin  unendlich  viele  punktfreie  Intervalle  von  %, 
mithin  unendlich  viele  Punkte  erster  Art.  Also  ist  a  Häufungspunkt 
von  Punkten  erster  Art. 

Nach  §  8,  Satz  XIII  ist  a  aber  auch  Kondensationspunkt  von  9t, 
in  jedem  a  enthaltenden  Intervall  (b,  c)  liegt  also  ein  nicht  abzähl- 
barer Teil  von  9t,  und  da  ^ie  Menge  aller  Punkte  erster  Art  ab- 
zählbar ist,  liegen  in  (b,  c)  unendlich  viele  Punkte  zweiter  Art,  also 
ist  a  auch  Häufungspunkt  von  Punkten  zweiter  Art,  und  Satz  IV 
ist  bewiesen. 

Satz  V.  Die  Menge  aller  Punkte  zweiter  Art  einer 
nirgends  dichten  perfekten  Menge  9t  des  9^^  hat  in  ihrer 
natürlichen  Reihenfolge  den  Ordnungstypus  i  (Einleitung 
§  8,  S.  48). 

Sei  in  der  Tat  9t'  die  Menge  aller  Punkte  zweiter  Art  von  9t 
in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge,  und  sei  Tl  die  Menge  aller  end- 
lichen punktfreien  Intervalle  von  9t  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge. 
Zwischen  den  Elementen  von  9t'  und  denen  von  'SR  setzen  wir 
folgende  Reihenfolge  fest: 
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Ist  a  ein   Punkt   von  ^»1'    und  (a',  x")    ein  Intervall    von  5DJ,    so 
wird  geordnet: 

[x',x")  vor  a  wenn  x"<^a;       a  vor  {x',x")  wenn  a<;a;'. 

Nun  hat  'i'lc  den  Ordnungstypus  >;  (Satz  II),  also  gibt  es  eine  ähn- 
liehe Abbildung  Ä  von  ^  auf  die  Menge  9?  aller  rationalen  Zahlen. 
Jeder  Punkt  a  von  91'  zerlegt  I1i  in  zwei  Teile,  die  Menge  5Ul'  aller 
Intervalle  vor  a,  und  die  Menge  9J?"  der  übrigen  Intervalle.  In  9}i' 
gibt  es  kein  letztes,  in  9Ji"  kein  erstes  Element,  da  sonst  a  nicht 
Punkt  zweiter  Art  wäre.  Vermöge  der  Abbildung  ^  entspricht  der 
Zerlegung  m' -\-Tl"  von  m  eine  Zerlegung  9?' -f  92"  von  9?.  Da  es 
in  9)?'  kein  letztes,  in  93?"  kein  erstes  Intervall  gibt,  gibt  es  in  9J' 
keine  größte,  in  9?"  keine  kleinste  rationale  Zahl.  Es  gibt  daher 
eine  und  nur  eine  irrationale  Zahl,  die  zwischen  allen  Zahlen  von 
9?'  und  allen  Zahlen  von  9i"  liegt.  Indem  wir  sie  dem  Punkte  a 
zuordnen,  haben  wir  eine  ähnliche  Abbildung  von  9('  auf  die  Menge 
aller  irrationalen  Zahlen  definiert,  womit  Satz  V  bewiesen  ist. 


Zweites  Kapitel. 

Der  Begriff  der  Stetigkeit  und  seine  Verall- 
gemeinerungen. 

§  1.  Der  Funktionsbegritf. 

Sei  'ä  eine  Menge  irgendwelcher  Elemente.  Ist  jedem  Elemente  a 
von  9(  eine  reelle  Zahl  zugeordnet,  die  mit  f{a)  bezeichnet  werde, 
80  sagen  wir,  es  sei  durch  diese  Zuordnung  eine  (einwertige)  reelle 
Funktion /"(a)  auf  91  definiert^).  Eine  reelle  Funktion  auf  9t  ist  also 
(Einleitung  §  1,  S.  1)  nichts  anderes  als  eine  Abbildung  der  Menge  'ä 
in  die  Menge  aller  reellen  Zahlen  (eine  Belegung  von  9(  mit  reellen 
Zahlen).     Ist  insbesondere  9t  eine  Punktmenge  des  euklidischen  9R^: 

so  schreibt  man: 

und  nennt  f(a)  eine  auf  9t  definierte  Funktion  der  reellen  Veränder- 
lichen x^,  x^,  . . .,  x^. 

Wird  jedem  Elemente  a  von  9t  nicht  eine  reelle  Zahl,  sondern  eine 
(nicht  leere)  Menge  f(a)  reeller  Zahlen  zugeordnet,  so  sagen  wir,  durch 
diese  Zuordnung  sei  eine  mehrwertige  reelle  Funktion  auf  9t  definiert. 
Eine  mehrwertige  reelle  Funktion  auf  2t  ist  also  nichts  anderes  als 
eine  Belegung  von  9t  mit  Mengen  reeller  Zahlen.  Wo  wir  nicht  aus- 
drücklich das  Gegenteil  sagen,  verstehen  wir  unter  dem  Worte 
„Funktion"  stets  einwertige  reelle  Funktionen. 

Eine  Funktion  f(a)  heißt  endlich,  wenn  unter  den  Funktions- 
werten f{a)  keine  unendlichen  vorkommen: 

—  oo  <;  f(a)  <i-{-oo     für  alle  a  von  9t. 

Eine  mehrwertige  Funktion  heißt  endlich,  wenn  in  keiner  der 
Mengen  /"(a)  eine  der  Zahlen  -t-"^^»  — ^^  vorkommt. 


*)  Versteht  man  unter  2t  ein  Intervall  des  Stj,  so  ist  dies  der  Funktiona- 
begriff,  wie  er  von  G.  Lejeune-Dirichlot  formuliert  wurde:  Repert.  d.  Phys.  1 
(1837),  152;  Werke  1,135;  Oetwalds  Klassiker  Nr.  116,  3. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  8 
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Sei  9J2  die  Menge  aller  Werte,  die  die  Funktion  /'(a)  auf  51  an- 
nimmt [bei  einer  mehrwertigen  Funktion  tritt  an  ihre  Stelle  die  Ver- 
einigung aller  Mengen  f{a)].  Jede  Oberzahl  von  ^  (Einleitung  §5, 
S.  30)  heißt  dann  eine  Oberzahl  (majorante  Zahl,  Majorante)  von 
f{a)  auf  tH,  jede  Unterzahl  von  SR  heißt  eine  Unterzahl  (minorante 
Zahl,  Minorante)  von  f{a)  auf  91.  Die  obere  (untere)  Schranke  von 
Tl  (Einleitung  §  5,  Satz  IV)  heißt  die  obere  (untere)  Schranke  von  /" 
auf  91,  in  Zeichen: 

G{f,%)     bzw.     g{f,^l). 

Diese  beiden  Zahlen  sind  also   charakterisiert  durch  folgende  Eigen- 
schaften : 

1.  Es  ist 

9{f,  ^)<f(a)<G{f,  9r)      für  alle  a  von  «. 

2.  Ist  z<G{f,^),  so  ist: 

f{a)^z       für  mindestens  ein  a  von  9(; 
ist  z'^g{f,  51),  so  ist: 

f{a)<Cz      für  mindestens  ein  a  von  W. 
Aus  der  Definition  von  oberer  und  unterer  Schranke  folgt  sofort: 
G{f,  33)^(?(A  31);     gif,  ^)>9{f\  91),  wenn  33<2t. 

Ist  G(f,%)  endlich,  so  heißt  f  nach  oben  beschränkt  auf  9t, 
ist  g[f,  9t)  endlich,  so  heißt  f  nach  unten  beschränkt  auf  9t. 
Ist  die  Funktion  f  sowohl  nach  oben  als  nach  unten  beschränkt  auf  9t, 
so  heißt  sie  beschränkt  auf  9t. 

Eine  Funktion  kann  endlich  sein,  ohne  beschränkt  zu  sein. 
Beispiel:  Sei  f{x)  die   Funktion   einer   reellen  Veränderlichen   x,    die 

gleich  —  ist  für  x  =^  0,  und  gleich  0  für  x  =  0.    Sie  ist  endlich,  aber 

weder  nach  oben  noch  nach  unten  beschränkt  im  JRj. 

Es  sei  noch  ein  einfacher  KunstgriflF^)  erwähnt,  der  es  uns  häufig 
gestatten  wird,  Untersuchungen  beliebiger  Funktionen  auf  die  be- 
schränkter Funktionen  zurückzuführen:  Wir  ordnen  jeder  reellen  Zahl  z 
eine  Zahl  z*  zu  durch: 


(0) 


—  1     wenn  z  =  —  oo 
z 

1        wenn  z  ==  -|-  oo . 


wenn  —  oo  <^  2  <^  -|-  oo 


>)  R.  Baire,  Acta  math.  30  (1906),  6. 


(00) 
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Dann  ist  stets: 

(t)  —  1^-^*^1- 

Die  Transformation  (0)  ist  eindeutig  umkehrbar: 

—  oc      wenn  z*  =  —  1 

1  — 1^*1 
-f-  00     wenn  z*  =  \. 

Zufolge  (t)  führt  die  Transformation  (0)  jede  Menge  reeller  Zahlen 
in  eine  beschränkte  Menge  über;  wir  nennen  sie  deshalb  die  Schrän- 
kungstransformation  und  die  Transformation  (00)  die  inverse 
Schränkungstransfor'mation^). 

Wenden  wir  auf  die  Werte  der  Funktion  f[a)  die  Schränkungs- 
transformation    an,   so   geht  f{a)  wegen  (t)  in  eine  der  Ungleichung 

genügende  und   mithin  beschränkte  Funktion  f*{a)  über.     Es  gilt 
der  Satz: 

Satzl.  Wird  die  Funktion  /'(die  Zahlenmenge  50?)  durch 
die  Schränkungstransformation  in  f*  (in  50?*)  übergeführt, 
so  werden  obere  und  untere  Schranke  von  f  (von  50?J  durch 
die  Schränkungstransformation  übergeführt  in  obere  und 
untere  Schranke  von  f*  (von  SO?*). 

In  der  Tat,  sowohl  die  Schränkungstransformation  als  ihre  Inverse 
sind  monoton  wachsend,  d.  h.  ist  z^  <C^z^,  so  ist  für  die  vermöge  (0) 
entsprechenden  Werte:  z^*  <C  z^*  und  umgekehrt.  Es  geht  also  durch  (0) 
jede  Majorante  von  f  über  in  eine  Majorante  von  /"*;  und  da  auch 
umgekehrt  durch  (00)  jede  Majorante  von  f*  (die  <  1  ist)  in  eine 
Majorante  von  f  übergeht,  so  führt  (0)  notwendig  die  kleinste 
Majorante  von  /"(d.  h.  die  obere  Schranke  von  f)  über  in  die  kleinste 
Majorante  von  f*.  d.  h.  in  die  obere  Schranke  von  f*.  Damit  ist 
Satz  I  bewiesen. 

Neben  oberer  und  unterer  Schranke  v^on  f  auf  3(  betrachten 
wir  noch  Limes  superior  und  inferior  von  f  auf  2t,  in  Zeichen: 

^{f,^))     lim(/-,9I). 

Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  beiden  Zahlen  zu  definieren:  Wir 

*)  An  Stelle  von  (0)  könnten  ebensogut  unzählig  viele  andere  Transfor- 
mationen verwendet  werden;  als  Beispiel  sei  nur  eine  erwähnt: 


arc  tg  2 , 


T^^-^f) 
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nehmen  einen  Schnitt  (Einleitung  §  5.  Satz  III)  in  der  Menge  X  aller 
reellen  Zahlen  vor: 

indem    wir  in   die    zweite    Komponente    X"   alle    jene  Zahlen  x  auf- 
nehmen, welche  der  Bedingung  genügen: 

f(a)<Cx      für  fast  alle  a  von  91. 
Die  diesen  Schnitt  hervorrufende  Zahl    ist  der  Limes  superior  von  f 
auf    91.     Es    sind    demnach    lim  (f,  9()    und    lim  (f,  %)   charakterisiert 
durch  die  beiden  Eigenschaften: 

1.  Ist  p<lim(/',  91)  und  §>  lh^(/',  9t),  so  ist'): 

P  <C  /"(«)  <C  5      ^ür  fast  alle  a  von  % 

2.  Ist  z<\im{f,'H),  so  ist: 

f{a)^z      für  unendlich  viele  a  von  91; 
ist  z  >  lim  (/■,  9{) ,  so  ist : 

f{a)<Cz  für  unendlich  viele  a  von  9(. 
Es  sei  noch  bemerkt,  daß  \im{f,%),  lim(/',  9X)  nicht  notwendig 
übereinstimmen  mit  Limes  superior  und  inferior  (Einleitung,  §  6, 
S.  38)  der  Menge  3Jl  aller  Werte,  die  f  auf  9{  annimmt.  Sei  z.  B.  f{x) 
folgende  Funktion  einer  reellen  Veränderlichen:  f(x)=l  in  [0,1], 
f(x)=  —  X-  für  alle  andern  x.  Dann  besteht  die  Menge  VR  aller 
Funktionswerte  von  f[x)  aus  dem  Intervalle  ( — oo,  0)  und  der  Zahl  1; 
also  ist:  

lim  93?  =  0 ;     hingegen :      lim  (/",  9?  J  =  1 . 

Satz  IL  Wird  die  Funktion  f  (die  Zahlenfolge  {z^})  durch 
die  Schränkungstransformation  übergeführt  in  f*  (in  {z^*}), 
so    wird    limf/",  90   und  lim(/',  9t)   (lini2;„   und  lim^:,,)    durch    die 

Schränkungstransformation    übergeführt    in   1ira(/"*,  9t)    und 
Um(/"*,9t)  (iim^„*  und  lim^„*). 

♦>=«  tJ  =  ao 

In  der  Tat,  dies  ergibt  sich  unmittelbar  aus  der  Tatsache,  daß 
durch  die  Schränkungstransformation  jede  der  Ungleichung 

(1)  f{a)<^x      iÜT  fast  alle  a  von  9t 
genügende  Zahl  x  übergeführt  wird  in  eine  der  Ungleichung 

(2)  f*{a)<Cx*      für  fast  alle  a  von  9t 


1)  Ist  eine  der  Zahlen  lim  {f,  'Jt),  lim  (/",  'ä)  unendlich ,   so  kommt  nur  die 
eine  Hälfte  der  folgenden  Ungleichung  in  Betracht. 
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genügende  Zahl  x*,  während  durch  die  inverse  Schränkungstrans- 
forniation  jede  der  Ungleichung  (2)  genügende  Zahl  x*^l  in  eine 
der  Ungleichung  (1)  genügende  Zahl  x  verwandelt  wird. 

Insbesondere  folgt  aus  Satz  II : 

Satz  III.  Ist  {^r^}  eine  konvergente  Folge  reeller  Zahlen, 
und  führt  die  Schränkungstransformation  z^^  in  z*  über, 
so  ist  auch  {z*)  konvergent,  und  umgekehrt;  und  es 
wird  limz^  übergeführt  in  Wxnz^*. 


§  2.   Obere  und  untere  Schrankenfunktion. 

Sei  nun  '^l  eine  Punktmenge  eines  metrischen  Raumes,  5(^  ihre 
abgeschlossene  Hülle  (Kap.  I,  §  3,  S.  70).  Sei  auf  %  eine  Funktion  f 
gegeben,  und  sei  a  ein  Punkt  von  9(°.  Zu  jeder  gegen  a  konver- 
gierenden Punktfolge  {«„}  aus  51: 

lim  a^  =  a 

sei  der  Limes  superior  der  zugehörigen  Funktionswerte: 

lim  fia^)  =  V 

gebildet.  Denken  wir  uns  dies  für  jede  gegen  a  konvergierende 
Punktfolge  gemacht,  so  bilden  alle  so  erhaltenen  Werte  v  eine  Zahlen- 
menge, deren  obere  Schranke  bezeichnet  wird  als  die  obere  Schranke 
von  f  auf  9(  im  Punkte  a;  wir  schreiben  dafür  G{a;  f,  %),  wobei 
in  diesem  Symbol  auch  die  Zeichen  f  und  %  weggelassen  werden 
können,  wenn  kein  Zweifel  besteht,  um  welche  Funktion  bzw.  um 
welche  Menge  es  sich  handelt.  Ganz  analog  ist  die  Definition  der 
unteren  Schranke  g{a;f,^^C)  von  f  in  a  auf  '?[.  Da  diese  Defi- 
nition weder  vom  Abstands-  noch  vom  Umgebungsbegriffe  expliziten 
Gebrauch  macht,  also  angewendet  werden  kann,  wie  immer  der  Grenz- 
begriff in  5(  definiert  sein  mag,  nennen  wir  sie  die  allgemeine 
Definition  (vgl.  Kap.  I,  §  1,  S.  58)  von  oberer  (unterer  Scliranke) 
in  einem  Punkte.     Aus  dieser  Definition  folgt  unmittelbar: 

Satz  I.  Ist  33  Teil  von  21  und  gehört  a  zur  abgeschlossenen 
Hülle  99°  von  93,  so  ist: 

G{a;  f,  93)<6?(a;  f,  ?();     9{a;  f,  39)>^(«;  f,  ^31). 
Satz  II.   In  jedem  Punkte  von  %^  besteht  die  Ungleichung 
(0)  9(f,'H)^g{a;  f,  5r)^G(a;  f,  Sll)<G(f,^A), 

n  jedem  Punkte  von  2(  besteht  die  Ungleichung: 
(00)  (j la ;  /•,  <)() ^  f{a) <G{a:  f,  %) . 
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In  der  Tat,  sei  {a,^}  irgendeine  Punktfolge  aus  %  mit  lim  a^='^  a; 
wegen:  "^^ 

9{m<f{a^)£G{f;'il) 
ist  auch: 

lim  /■((/,.)  >  g  (/;  ?t) ;      Ihri  /'(aj  £  G  {f,  9() ; 

also  wegen  der  Definition  von  g  (a ;  /',  ■>>()  und  G  (a ;  /;  "Jt)  auch  : 
(%0)  g{a;t;^X)>g{f,^{);      (?(«;/;  2t) ^ (?(/; 21) . 

Ferner  folgt  aus  der  Definition  von  g(a;f,SH)  und  0(0;/", 2t): 
(000)  ^  (a;  A  2t)  <  lim  f{aj  £  lirii  /■(«„)  ^^  (?  («;  f,  ^t); 

durch  (OqO)  und  (000)  aber  ist  (0)  bewiesen. 

Ist  insbesondere  a  Punkt  von  2f ,  so  kann  man  setzen :  a^  =  a. 
Dann  wird  in  (000): 

lim  f{aj  =  lim  /"(a,,)  =  /'(a), 
«=00  *»=* 

womit  (00)  bewiesen  ist. 

In  einem  isolierten  Punkte  von  2f  ist  offenbar: 

G{a;f,'>:![)  =  g{a;f,%)  =  f{a). 

Aus  §  1,  Satz  I  und  II  folgt  nun   sofort: 

Satz  III.  Wird  die  Funktion  /'  durch  die  Schränkungs- 
transformation  übergeführt  in  /*,  so  werden  (?(«;  /',  %)  und 
^(a;/,  2t)  durch  die  Schränkungstransformation  übergeführt 
in  G(a;  f*,  2t)  und  g(a;  /*.  2tj. 

Gebrauch  machend  vom  Begriffe  der  Umgebung  in  2t  eines  Punktes 
(Kap.  I,  §  3.  S.  66)  wollen  wir  nun  die  beiden  Sätze  beweisen^): 

Satz  IV.  Die  obere  Schranke  6^(0,/",  2t)  ist  nichts  anderes 
als  die  untere  Schranke  der  Menge  der  Zahlen  (?(/",  U)  für 
alle  möglichen  Umgebungen   II  von  a  in  2t. 

Satz  V.  Für  jede  Folge  {U,,}  von  Umgebungen  von  a  in  2t, 
die  sich  auf  a  zusammenzieht  (Kap.  I,  §  3,  S.  68),  gilt: 

lim(?(/-,  Uj  =  G(a;/;  2t). 

Beim  Beweise  können  wir  ohne  weiteres  annehmen,  f  sei  be- 
schränkt, da  wir  andernfalls  unter  Berufung  auf  Satz  I  und  III 
von  §  1  und  auf  Satz  III  zunächst  auf  f  die  Schränkungstrans- 
formation ausüben  können. 


')  Analoge  Sätze  gelten  fiii  g{a,f, 
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Sei  y  die  untere  Schranke  der  Menge  aller  G  (/',  U)  (für  alle  Um- 
gebungen U  von  a  in  '-^O.     Wir  zeigen  zunächst: 

(1)  lim(?(/;  llj  =  ^ 

In  der  Tat,  zunächst  ist  wegen  der  Definition  von  y. 

(2)  0(/',  llj>}'      für  alle  n, 

und  andrerseits  gibt  es  zu  jedem  e  ^  0  eine  Umgebung  U  von  a  in  W, 
so  daß: 

(3)  G(/-,  U)<y4-e. 

Da  nun    {ll„}    sich  auf  u  zusammenzieht,    müssen  fast  alle  U^  in  U 
liegen,  und  somit  ist: 

(4)  ö  (A  UJ  <(?(/;  II)      für  fast  alle  n. 
Aus  (3)  und  (4)  zusammen  mit  (2J  folgt: 

7 ^ & (/",  «„)<  7  +  e      für  fast  alle  n, 

und  da  hierin  «>>0  beliebig  war,  ist  (l)  bewiesen. 

Nun  gibt  es  zufolge  der  Definition  von  Q{a\  /",  ?()  zu  jedem  e  ^  0 
eine  Punktfolge  {a,,}  in  '%  mit  lima^  =  a,  für  die: 

ihii/-(aJ>G(a;/-,  90  — c- 

f»=oo 

Ist  U  eine  Umgebung  von  a  in  2(,    so   liegen   fast  alle  «,,  in  II,    so 
daß  also  für  jede  Umgebung  U  von  a  in  '?(: 

G(f,  U)>(?(a;/-,  90-e- 
Infolgedessen  gilt  auch  für  die  untere  Schranke  y  aller  (?  (/",  U) : 

>'>(?(«;/■,  51)- £, 
und  da  e^O  beliebig  war: 

(5)  7>Gf(a;A90- 

Sei  nun  wieder  {U,,}  eine  Folge  von  Umgebungen  von  a  in  % 
die  sich  auf  a  zusammenzieht.  Es  gibt  in  11^  einen  Punkt  a^  von  % 
so  daß: 

(6)  (?(/;ig-^<^(a;)<(?(Aig. 

Da  {ll„}  sich  auf  a  zusammenzieht,  ist: 

(7)  limal,  =  rt, 
und  wegen  (6)  und  (1)  ist: 

(8)  limf(a'„)  =  limG(/-,  U,.)  =  >'. 

I 
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Nach  Definition  von  G(a;/",  "21)  ist  also: 

(9)  G{a;f\^l)^Y- 
Aus  (5)  und  (9)  aber  folgt: 

(10)  G(a;r,  9()  =  7. 

Durch  (10)  und  (1)  aber  sind  Satz  IV  und  V  bewiesen. 

Wir   merken    noch   an,   daß   aus   dem   geführten  Beweise  folgt: 
Satz  TL    Es  gibt  in  91  Punktfolgen  {a'„}  und  {fl«),  so  daß: 

(t)  lim  a;,  =  a ;     lim  /"  («;,)  =  G  (a ;  /',  91) . 

n=oc  11  =00  • 

(tt)  lim «n  =  «;    ^^ fW  =  0 («;  A  ^). 

ti=oo  n=oo 

In  der  Tat,  sei  {U,,}  eine  Folge  von  Umgebungen  von  a  in  91, 

die    sich    auf    a    zusammenzieht    (z.  B,    die    Umgebungen    U  (a;  —  j 

von  a  in  91).  In  U,,  gibt  es  einen  Punkt  «'„,  für  den  (6)  gilt.  Die 
Beziehungen  (7)  und  (8)  aber  sind  nichts  anderes  als  (t),  und  analog 
beweist  man  (ft)- 

Man  kann  auch  die  in  Satz  IV  ausgesprochene  Eigenschaft  zur 
Definition  von  (T(a; /",  91)  verwenden.  Da  dabei  der  Umgebungsbegriflf 
(nicht  aber  der  Abstandsbegriff)  zur  Verwendung  kommt,  können  wir 
diese  Definition  als  die  topologische  bezeichnen.  Es  ergeben  sich 
aus  ihr  folgende  charakteristische  Eigenschaften  der  Zahlen  G{a\  f,  9{) 
und  ^(a;f,  91): 

Satz  VII.  Die  Zahlen  g[a\f,%)  und  G{a\f,%)  sind  charak- 
terisiert durch  die  beiden  Eigenschaften: 

1.  Ist 

p<g{a;f,%);     q>  G(a;  f, 'ä), 

so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  9(,  so  daß*): 

(*)  P<9(f,Vi)<G{f,n)<q. 

2.  Ist 

z<G{a;  f,  91)      [bzw.  z>  g{a;  f,^j\, 

so  gibt  es  in  jeder  Umgebung  U  (a)  einen  Punkt  a'  von  91, 
so  daß: 

(**)  r{a')>z     [bzw.  f  {a')  <  z] . 

In  der  Tat,  zunächst  gibt  es,  da  nach  Satz  IV  G{a\f,%)  die 
untere  Schranke  aller  G{f,  II)  und  ebenso  g{a;  f,  9()  die  obere  Schranke 
aller  g{f,  U),  zwei  Umgebungen  \V  und  U"  von  a  in  91,  so  daß: 


')  Ist   eine  der  Zahlen  ^(a; /",  9(),   Cr  («;/",  31)  unendlich,  so  kommt  nur 
die  eine  Hälfte  der  folgenden  Ungleichung  in  Betracht. 
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(***)  9(f'n')>p;     G{r,\\")<q. 

Wir  setzen: 

U  =  W .  U". 

Da  dann  IK  U'  und  U -<  U",  ist  offenbar: 

g{j\)X)>ii{t\\\'Y     G{f,\\)<G{t\\\"). 

Also  folgt  (*)  aus  (***). 

Ist  sodann  z<iG{a;  f,  %),  so  ist,  da  G{a;  f,  5()  untere  Schranke 
aller  G{f,  11),  für  jede  Umgebung  U  von  a  in  9(: 

z<G{f\\\). 

Nach  Definition  von  G  (f,  II)  gibt  es  also  in  II  einen  Punkt  a\  für 
den  (**)  gilt. 

Da  es  andrerseits  nur  eine  einzige  Zahl  G{a;f,'^()  [ebenso  nur 
eine  einzige  Zahl  g[a;  f,  91)]  geben  kann,  der  die  beiden  Eigenschaften 
von  Satz  VII   zukommen,   so   ist  Satz  VII  vollständig  bewiesen. 

Sei  f  eine  auf  der  Punktmenge  9(  definierte  Funktion,  ?(''  die 
abgeschlossene  Hülle  von  9t.  In  jedem  Punkte  a  von  '^l^  sind  nun 
obere  und  unte^^e  Schranke  G{a;  f,  2i),  g{a;  f,  %)  von  /'definiei-t;  diese 
Ausdrücke  sind  also  Funktionen,  die  auf  9t °  definiert  sind.  Sie 
heißen:  obere  und  untere  Schrankenfunktion  von  /'  auf  9(. 

In  Analogie  zu  Einleitung  §  6,  Satz  VII  gilt : 

Satz  VIII.  Sind  f^,  f^,  t\-\-f.  definiert  auf  9(,  so  gelten 
in  allen  Punkten  von  9t°  die  Ungleichungen  (vorausgesetzt, 
daß  die  darin  auftretenden  Ausdrücke   einen  Sinn   haben): 

(1)  g{a;f„  9()  +  G  (a;  /„ ,  91)  <  G (a;  f,^f,,  91) 

<ö(a;/;,9t)  +  G(a;/:,,9t). 

(2)  g{a:f\,%}  +  g{a;f,,  ^i) £g{a;f,-\- f._,  %) 

<^(a;/;,9t)  +  G(a;/;,90. 

Es  wird  genügen,  die  Ungleichung  (1)  zu  beweisen.  Habe{U„} 
die  Bedeutung  von  Satz  V,  so  daß : 

G{a;  /;,  9t)  =  limG(/;,  Uj;     G(a;  t\,  91)  =  1™  G' (/:, ,  Uj; 
^  ^  ^(a;/;,90  =  lim^(/,,Uj; 

(4)  (?(a;/;-f /;,9i)  =  iim  (?(/;  +  /:,,  llj. 

Nun  ist  offenbar: 

(5)  ^(A,uj  +  G(/,,uj^G(/-,  +  /;,  ig <(?(/;,  uj  +  rr(/:,,uj, 

vorausgesetzt,  daß  die  hierin  auftretenden  Summen  einen  Sinn  haben : 
dies  aber  ist  (für  fast  alle  n)  sicher  dann  der  Fall,  wenn  die  in  (l) 
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auftretenden    Summen    einen    Sinn    haben.      Aus    (3),   (4),   (5)    folgt 

aber  (1). 

SatzIX\).  Ist  ?I  kompakt,  so  gibt  es  in  Sl"  einen  Punkt  a' 
und  einen  Punkt  a",  in  denen: 

(•)  G  [a';  /•.  %)  =  G  [f,  %);     g  (a";  /;  ^)  =  g  (f,  <H). 

Wir  beweisen  die  erste  Hälfte  der  Behauptung,  wobei  wir 
vermöge  der  Schränkungstransformation  wieder  ohne  weiteres  an- 
nehmen können,  /'  sei  beschränkt.  Dann  gibt  es  in  91  einen  Punkt 
Oj,   derart,  daß: 

(**)  f(aj>(?(f,2t)-^. 

Da  51  kompakt  ist,  gibt  es  in  {ö„}  eine  Teilfolge  {an,.}<    die    einen 
Grenzpunkt  a    besitzt,  und  wegen  (**)  ist: 
lim/-(anJ  =  G(/;  91). 

Also  ist,  nach  der  allgemeinen  Definition  von  G  ia';  f,  'ä): 

G{a';f,%)>G{f,S&). 

Dies  in  V^erbindung  mit  (0)  von  Satz  II  aber  ergibt  die  erste  Hälfte 
von  (*),  und  analog  beweist  man  die  zweite. 

Die  Voraussetzung,  %  sei  kompakt',  kann  in  Satz  IX  nicht 
entbehrt  werden.  Denn  sei  5t  irgendeine  nicht  kompakte  Menge. 
Dann  gibt  es  in  51  einen  abzählbaren  Teil  a^,«.,,...,  a,,,...  ohne 
Häufungspunkt.  Wir  definieren:  f{a^  =  n;  f{a)  =  0  in  den  nicht 
zu  {a^}  gehörenden  Punkten  von  51.  Dann  ist  G^ (/",  51)  = -f- oo , 
während  G[a;f,  5t)  in  jedem  Punkte  von  a  endlich  ist.. 

§  3.    Stetigkeit  in  einem  Punkte. 

Die  auf  der  Punktmenge  5t  definierte  Funktion  f  heißt  stetig 
auf  5t  im  Punkte  a  von  5t,  wenn  für  jede  Punktfolge  {a„}  aus 
5(  mit  lim  a^  =  a  auch : 

(*)         "~"  hm  f{aj  =  f{a) 

ist.  Ist  die  Funktion  /'  nicht  stetig  in  a  auf  5t,  so  heißt  sie  un- 
stetig in  a  auf  5t.  Jeder  Punkt,  in  dem  f  stetig  (unstetig)  auf  5t 
ist,    heißt  ein  Stetigkeits-(Unstetigkeits-)punkt    von  f  auf  5f. 


^)  Dieser  Satz  dürfte  (für  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen)  auf 
VVeierstraß  zurückgehen.  Er  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz  (Kap.  I,  §  1, 
S.  58);  M.  Fr^chet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  8. 
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Da  diese  Definition  der  Stetigkeit  weder  vom  Abstands-  noch  vom 
Umgebung.sbegritYe  expliziten  Gebrauch  macht,  nennen  wir  sie  (vgl. 
Kap.  I,  §  1,  S.  58)  die  allgemeine  Stetigkeitsdefinition \).  Ist  /" 
stetig  in  a  auf  )}l.  und  ist  95  ein  a  enthaltender  Teil  von  %,  so  ist  /' 
in  a  auch  stetig  auf  33. 

Aus  ^  1.  Satz  III  folgt  unmittelbar: 

Satz  I.  Geht  /'  durch  die  Schränkungstransformation 
über  in  /*,  so  sind  /"  und  /'*  in  jedem  Punkte  von3(  gleich- 
zeitig stetig,  bzw.  unstetig  auf  •?(. 

Satz  II.-)   Damit  /"  stetig  sei  in  a  auf  31,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß: 
(t).  G{a;f;%)=g{a;f,  «t)- 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  aus  der  Stetig- 
keitsdefinition (*)  folgt  auf  Grund  der  allgemeinen  Definition  von 
Gia;  f.  90  und  g(a;  f,  9r)  sofort  (f). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  denn  ist  (f)  erfüllt,  so  ist 
nach  §  2,  Satz  II  auch 

(tt)  G[a;f,%)  =  gia:f,^i)  =  f{a). 

Nach  Definition  von  G  (a;  f, ''){)  und  g(a;f,'^l)  ist  für  jede  Folge 
(a\  mit  lima..  =  a: 

gi<i:f,  \>0<lim /-(aj  <h^f{aJ<G(a;  f,  91). 

woraus  wegen  (tt)  die  Stetigkeitsdefinition  (*)  folgt.  Damit  ist 
Satz  II  bewiesen. 

Ebenso  beweist  man: 

Satz  III.-)  Damit  f  stetig  sei  in  a  auf  91,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß   (tt)  gilt- 

Satz  IV.  Damit  /'  stetig  sei  in  a  auf  %,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  2^<Zf(a),  und  ebenso  zu 
jedem  q'^  f(a).    eine  Umgebung  II    von  a  in  9(  gebe,    so  daß; 

,  ,        ■  f(a)^P     für  alle  a    von  U, 

(0)  '\   )-^i 

bzw.     f{(i')<iq     für  alle  a    von   H. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  etwa,  es  gäbe 
zu  einem  p<^f{a)  keine  solche  Umgebung  U.     In  jeder  Umgebung 


')  Sie  dürfte  in  der  Literatur  zuerst  bei  E.  Heine  zu  finden  sein  (Journ. 
f.  Math.  74  (1872),  182),  der  sich  dabei  auf  G.  Cantor  beruft. 
-)  Satz  II  und  III  sind  allgemeine  Grenzsätze. 
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\\{a),   insbesondere  in  U  fa;  —  j  gäbe  es  dann  ein  a„  von  [51,  so  daß: 

fM£p<M' 

Dann  aber  ist  linia,,  =  a,  und  es  könnte  nicht  lim /*(aj  = /"(a)  sein, 

entgegen  der  Annahme,  /'  sei  stetig  in  a  auf  51. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen,  sie  sei  erfüllt. 
Ist  dann  {«„}  eine  Punktfolge  aus  5(  mit  Uma.^  =  a,  so  liegen  fast 

alle  a,j  in   II;  es  ist  also  [für  jedes  p<^f{a)  und  jedes  2^/'(a)]: 

f(ßn^>P'>     /'(«„)<  9     ^"1'  ^^^^  ^^llc  a„, 
d.  h.  es  ist 

lim/-(aj  =  /'(a), 

und  /■  ist  stetig  in  a  auf  •?(.     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Man  kann  auch  die  in  Satz  IV  ausgesprochene  Eigenschaft  zur 
Definition  der  Stetigkeit  verwenden.  Da  dabei  der  Umgebungs- 
begriff (nicht  aber  der  Abstandsbegriff)  zur  Verwendung  kommt,  be- 
zeichnen wir  sie  als  die  topologische  Stetigkeitsdefinition.  Ist  f{a) 
endlich,  nimmt  sie  die  bekannte  Form  an: 

Die  Funktion  /'  heißt  stetig  in  a  auf  5(,  wenn  zu  jedem  £^0 
eine  Umgebung  U  von  a  in  5(  gehört,  derart  daß: 

\f{a')  —  f{a)\<s     für  alle  a    von  U. 

Satz  V.  Damit  f  stetig  sei  in  a  auf  5(,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  es  zu  jedem^  <<^/'(a),  sowie  zu  jedem  5  ^ /"(a) 
ein  qS>0  gebe,  so  daß,  wenn  U{a;  q)  die  Umgebung  q  von  a 
in  5(  bedeutet: 

(00)        f{a)'>p     l3zw.     f{a)<q     für  alle  «'  von  U(a;p). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  f  stetig  in  a 
auf  % ,  so  gibt  es  nach  Satz  IV  ein  U ,  so  daß  (0)  gilt.  Nach  Kap.  I, 
§  3,  Satz  V  gibt  es  daim  ein  o'>0,  so  daß: 

U(a;  q)^\\, 
und  (00)  folgt  aus  (0). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Dies  ist  ein  Spezialfall  von 
Satz  IV. 

Man  kann  auch  die  in  Satz  V  ausgesprochene  Eigenschaft  zur 
Definition  der  Stetigkeit  verwenden.  Da  dabei  der  Abstandsbegriff 
verwendet  wird,  bezeichnen  wir  sie  als  die  metrische  Stetig- 
keitsdefinition.    Ist    f  ia)   endlich,    nimmt  sie    die  bekannte    Form 
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an,  in  der  zuerst  der  Stetigkeitsbegriff  in  die  Analysis  eingeführt 
wurde  ^): 

Die    Funktion  f  heißt   stetig    in  a    auf  ?(,    wenn  es   zu   jedem 
6^0  ein  Q^O  gibt  derart,  daß  für  jeden  Punkt  a   von  9t  für  den 

ist,  die  Ungleichung  besteht: 

\f{a:)-m\<e. 

Aus  jeder  der  drei  Stetigkeitsdefinitionen  folgt   unmittelbar:    in 
einem  isolierten  Punkte  von  9(  ist  jede  Funktion  f  stetig  auf  9{. 

Aus  Einleitung  §  5,  Satz  VII  folgt  ohne  weiteres: 
Satz  VI.     Ist  f  stetig  in  a  auf  9t,  so  auch  — f  und  \f\. 
Satz  VII.     Sind  f^  und  /!_,  stetig  in  a  auf  9t,    und  ist  eine 
der  Verknüpfungen 

/•i(a)  +  AW.    fM-fM^    Ui^YfM,   ^1 

ausführbar,  so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  9t,  für 
deren  sämtliche  Punkte  die  entsprechende  der  Ver- 
knüpfungen 

ausführbar  ist   und  eine  in  a  auf  U  stetige  Funktion  liefert. 
Es  wird    genügen,    dies   für  f^  -|-  f..,    nachzuweisen.     Wir    unter- 
scheiden die  drei  Fälle: 

1.  fy_{a)  endlich;     2.  f^{a)  = -\-oo,     3.  fi{a)  =  —  oo. 

Im  1 .  Falle  folgt  aus  Satz  IV  die  Existenz  einer  Umgebung  U  von 
a  in  9t,  in  der  f^  gleichfalls  endlich  ist,  und  mithin  gewiß  /"j-h/a 
ausführbar  ist.  Im  2.  Falle  ist,  wegen  der  Existenz  von  /"^  (a)  -\-  f.-,  (a), 
gewiß  /;  (a)  4=  —  oo;  es  gibt  also  nach  Satz  IV  eine  Umgebung  U 
von  a  in  9t;  in  der: 

f^^—oo;    /;=)=— oo. 

und  in  der  somit  /"^  -[~  A  ausführbar  ist.  Völlig  analog  schließt  man 
im  Falle  3.  Damit  ist  die  Existenz  einer  Umgebung  U  von  a  in  9t 
nachgcAiviesen,  auf  der  f^  -}-  f„  existiert. 

Sei    nun    {a„}    irgendeine    Punktfolge    aus    U    mit    lim  a„  =  a. 


')  B.  Bolzano,  Rein  analytischer  Beweis  usw.  Prag  1818,  11  =  Ostwalda 
Klassiker  Nr.  153,  7.  A.  Cauchy,  Coura  d'analyse  1  (1821),  34  =  (Euvres 
(2)  3,  43. 
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Wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  i\  und  f^  ist: 
.    Uni/;(aJ=/;(a);     lim/;(aj= /,  (a). 

Nach    Einleitung  §  5,  Satz  VIII  ist  daher  auch 

lim  if,  (a„)  +  /,  (a,,))  =  f,  (a)  -\-  f,  (a); 

d.  h.  es  ist  f^  -j-  /ö  stetig  in  a  auf  U .    Damit  ist  Satz  VII  bewiesen . 

Satz  VIII.  Seien  /"j , /o ,  . . . ,  ^  endlieh  viele*)  Funktionen, 
die  auf  91  definiert  und  in  a  stetig  auf  %  sind.  Ist  f  der 
größte  (oder  kleinste)  unter  den  Ä  Funktion  s  werten  fi>fi----f^ 
so  ist  auch  f  stetig  in  a  auf  91. 

Es  genügt,  den  Beweis  für  ä  =  2  zu  führen,  da  er  dann  für 
beliebige  k  sofort  durch  vollständige  Induktion  erbracht  wird. 

Seien  also  f^  und  f^  stetig  in  a  auf  91,  und  sei  f  der  größere 
der  beiden  Funktionswerte  f^  und  f^.     Sei  etwa: 

Für  jede  Folge  {a„i}  aus  %  mit  lim  a^  =  a  ist: 

(t)  lim/;(aj  =  /;(a);     lim/,  (aj  = /,  (a). 

Ist:  i>>/'(a)(=/;(a)>/„(a)), 

so  ist  also  wegen  (t): 

/iK,)<p;   /"2(0<p   ^"^  ^ast  aii^  "; 

mithin  auch: 

(ff)  fi^n)<^P     für  fast  alle  n.  '  . 

Ist  «<f(«)(=/'i(a)), 

so  ist  wegen  (f): 

fii'^J^Q.     fü^  f^^*  ^^^®  "' 

^)  Für  unendlich  viele  Funktionen  gilt  Satz  VIII  nicht,  eelbet  wenn  es 
unter  ihren  Werten  einen  größten  gibt.    Beispiel  (Fig.  1):  Sei  f^  (x)  (n  =  1,  2, .  . .) 

definiert  im  5Ri  durch  folgende  VorBchrift: 

f„{z)  =  0   in    (-00,0], 
fAx)=l  in   [l,+Oo), 


0    il       1 
3  Z 

Fig.  1 .  fn  («)  linear  in  |^0,  — J  . 

Dann  gibt  es  unter  den  FunktionBwerten  /"„  (a:)  für  jedes  a;  einen  größten /"  (r ) : 

/•(x)  =  0  in  (— 00,0],      /'(a:)  =  l  in  (0,-f-OO). 
Eb  ist  aber  f{x)  unstetig  für  z  =  0,  während  alle  fn{x)  dort  stetig  Bind. 
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mithin  auch: 

(ttt)  f{%)>Q     für  fast  alle  n. 

Die  Ungleichungen  (tf)  und  (fft)  ^ber  besagen: 

lim  f{a„)  =  f{a), 

d.  h,  f  ist  stetig  in  a  auf  %.     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen'), 

§  4.     Stetigkeit  auf  einer  Punktmenge. 

Ist  die  auf  der  Punktmenge  5t  des  metrischen  Raumes  9t  de- 
finierte Funktion  /'  in  jedem  Punkte  a  von  9(  stetig  auf  ^l,  so  heißt 
sie  kurz:  stetig  auf  91.  Beispiele  stetiger  Funktionen")  liefert  uns 
der  Satz: 

Satz  I.  Der  Abstand  r  {a,  a)  des  Punktes  a  von  einem 
festen  Punkte  ä,  ebenso  der  Abstand  r(a,  91)  des  Punktes  a 
von  einer  festen  Menge  91  ist  eine  in  ganz  9?  (und  mithin 
auf  jeder  Punktmenge  9t)  stetige  Funktion   von  a. 

In  der  Tat,  wegen  der  Dreiecksungleichung,  bzw.  nach  Kap.  I, 
§  1,  Satz  IV  ist: 

k(«n'  ä.)  —  r(a,  ä)|<r(a„,  a), 

|r(a„,9t)-r(a,9t)|<r(a„,a). 

Aus  lim a„  =  a  folgt  also: 

lim  r  (a„,  ä)  =  r(a,  a);     lim  r(a„,  9t)  =  r(a,  9t), 

n=aD  n=oc 

das    aber    ist    die    in   Satz  I    behauptete    Stetigkeit  von  r(a,a)  und 
r(a,9t). 

Satz  IP).  Ist  9f  kompakt  und  abgeschlossen,  und  ist 
f  stetig  auf  9t,  so  gibt  es  in  9t  Punkte  a    und  a" ,  so  daß 

(*)  f{a')  =  G(f,%y,     f{a")  =  g{f,^i). 

In  der  Tat,  nach  §  2,  Satz  IX  gibt  es  in  9t°  einen  Punkt  a', 
so  daß 


*)  Wie  der  Beweis  zeigt,  ist  Satz  VIII  ein  allgemeiner  Grenzeatz. 

»)  Vgl.  hierzu  H.  Hahn,  Monatsh.  f.  Math.  19  (1908),  247. 

')  Satz  II  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz.  Er  dürfte  (für  Funktionen  einer 
reellen  Veränderlichen)  zuerst  von  W  ei  erst  r  aß  in  seinen  Vorlesungen  bewiesen 
worden  sein.  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  die  Bedingungen,  91  sei  kom- 
pakt und  abgeschlossen,  nicht  entbehrt  werden  können.  Näheres  hierüber: 
M.  Fr6chet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  31  und  H.  Hahn,  Monatsh.  f.  Math.  19 
(1908),  255. 
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(**)  G{a';f,S!i)  =  G{f\%), 

und  weil  'il  abgeschlossen,  gehört  a  auch  zu  9(.  Wegen  der  Stetig- 
keit von  f  ist  (§  3,  Satz  III): 

(*♦*)  G(a';/-,  90  =  /■(«')• 

Aus  (**)  und  (***)  folgt  die  erste  Gleichung  (*),  und  ebenso  beweist 
man  die  z\\eite. 

Wir  ziehen  aus  Satz  II  einfache  Folgerungen: 

Satz  III.  Ist  9(  kompakt  und  abgeschlossen,  so  ist  jede 
auf  )}{  endliche  und  stetige  Funktion  beschränkt. 

Satz  IV.  Ist  2(  kompakt^)  und  abgeschlossen,  so  gibt  es 
zu  jedem  Punkte  b  von  9f?  einen  Punkt  a  in  '3(,  so  daß: 

(0)  r(6,l)  =  r(b,a). 

In  der  Tat,  nach  Satz  I  ist  r{b,  a)  als  Funktion  von  a  stetig 
auf  9X.  Nun  ist  nach  Definition  r{b,  ?()  die  untere  Schranke  von 
r{b,a)  auf  Sil,  also  gibt  es  nach  Satz  II  in  9t  einen  Punkt,  für  den 
(0)  gilt. 

Satz  Y.  Sind  %  und  58  kompakt'-)  und  abgeschlossen,  so 
gibt  es  a  in  9(  und  b  in  $8,  so  daß: 

(t)  ri%^)  =  r{a,b). 

In  der  Tat,  nach  Kap.  I,  §  1,  Satz  III  ist  r  (9(,  S8)  die  untere 
Schranke  von  r*(a,S3)  auf  9(.  Nach  Satz  I  ist  r{a,  33)  stetig  auf  %, 
nach  Satz  II  gibt  es  also  in  9(  einen  Punkt  a,  so  daß 

(tt)  r(a,$8)  =  r(9(,93). 

Nach  Satz  IV  gibt  es  sodann  in  93  einen  Punkt  b,  so  daß: 

(ttt)  r(a,58)  =  r(a,6). 

Aus  (tt)  und  (ttt)  ^ber  folgt  (t),  und  Satz  V  ist  bewiesen. 


*)  Im    ^u    kann    die  Bedingung,    2t  sei  kompakt,    weggelassen  werden. 

Denn  wählt    man  q    bo    groß,    daß    in    die    abgoschlossene  Umgebung  \X{b;  q) 
Punkte  von  2t  fallen,  und  setzt 

2t'-=9t-Ü(6;e), 
80  wird: 

r(b,  %)  =  r(b,W), 

und  man  kann  statt  an  9t  an  W  argumentieren.  Im  9Jj,  aber  ist  2t'  kompakt. 
')  Im  9?*  genügt  ob,  vorauszusetzen,  mindestens  eine  der  beiden  Mengen 
9(,  93  sei  kompakt.  Diese  Voraussetzung  aber  kann  nicht  entbehrt  werden. 
Bei-spiel  im  JR^:  21  die  .Xi-Achse,  99  die  Hyperbel  ZiX.^  —  l.  Es  ist  r(2t,93)  =  0, 
obwohl  2t  und  93  fremd  sind. 
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Satz  VI').  Damit  /  stetig  sei  auf  ?{,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  für  jedes^j  c  sowohl  die  Menge  aller 
Punkte  von  'üt,  in  denen  f>c,  als  auch  die  Menge  aller 
Punkte  von  91.  in  denen  f^c  ist,  abgeschlossen  sei  in  'ä. 

Die  Bedinguna;  ist  notwendig.  In  der  Tat,  sei  f  stetig  auf  'H, 
und  st'  %'  die  Menge  aller  Punkte  von  9(,  in  denen  f>c  und  9(" 
die  Menge  aller  Punkte  von  9(,  in  denen  f<c.  Sei  a  ein  zu  'ä  ge- 
höriger Häufungspunkt  von  9('.  Es  gibt  in  9l'  eine  Folge  {«„}  mit 
limrt^^=^rt.     Wegen  der  Stetigkeit  von  f  ist: 

(*T  '  /■(«)  =  lim /-(aj. 

Da   nach   Annahme: 

f{a^)>_c     für  alle  n, 
so  ist  nach  (*)  auch 

fia)>c, 

d.  h.  a  gehölt  zu  9('.  Also  ist  ?l'  abgeschlossen  in  ?(,  wie  be- 
hauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
/  sei  nicht  stetig  auf  51.  Ist  etwa  a  ein  Punkt  von  51,  in  dem  f 
nicht  stetig  ist  auf  51,  so  gibt  es  in  5t  eine  Punktfolge  {«„}  mit 
lima^  =  fl.  so  daß  nicht  \imf{aj  =  f(a)  gilt.     Es  gibt  also   sei    es 

n=x  n=» 

ein  p<if{a),  sei  es  ein  q^f(a),  so  daß  für  unendlich  viele  n: 

fM^P     '^zw.     f{aj>q. 

Für  (•=^  (bzw.  (z)'^)  ist  nun  im  ersten  Falle  a  Häufungspunkt  von 
^t",  ohne  zu  9t"  zu  gehören,  im  zweiten  Falle  Häufungspunkt  von  51', 
ohne  zu  5f'  zu  gehören.  Mindestens  eine  der  beiden  Mengen  5t', 
5(''  ist  also   i'oht  abgeschlossen  in  5t,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Satz  VII.  Ist  f  stetig  auf  5t,  so  ist  für  jedes  c  die 
Menge  aller  Punkte  von  5t,  in  denen  f=c  ist,  abgeschlossen 
i  n  5t  * ). 

Sei  in  der  Tat  (£  diese  Menge.  Haben  5t',  5t"  dieselbe  Bedeu- 
tung, wie  beim  Beweise  von  Satz  VI,  so  ist: 

_______  g  =  5t'-5t". 

*)  Auch  dieser  fatz  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 

*j  Statt  dessen  kann  es  auch  heißen:  für  eine  (im  9i,)  überall  dichte 
Menge  von  Zahlen  c. 

*)  Ebenso  für  jedes  der  Ungleichung 

p<c<f(a)    (bzw.     f{a)<c£q) 
genügende  c. 

*)  Diese  Eigenschaft  ist  offenljar  nicht  hinreichend  für  die  Stetigkeit 
von  f.  Beispie.;  Sei  2t  das  Intervall  [0,  1]  des  SRi  und  f{x)  =  x  in  (0,  1), 
f{0)  =  \,  f{l)  =  0. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  9  • 
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Nach  Satz  VI  ist  ')!l'  und  "iH"  abgeschlossen  in  % ,  also  nach  Kap.  I, 
§  2,  Satz  VI  auch  ihr  Durchschnitt  (£.  Damit  ist  Satz  VII  be- 
wiesen. 

Satz  VIIP).  Ist  die  Funktion /"  stetig  auf  der  zusammen- 
hängenden'-) Menge  91,  und  nimmt  sie  auf  "sJl  die  Werte  c' 
und  c"  an,  so  nimmt  sie  auf  's}!  auch  jeden  Wert  c  zwischen 
('  und  c"  an. 

In  der  Tat,  nach  Satz  VI  ist  sowohl  die  Menge  91'  aller  Punkte 
von  91,  in  denen  f>c.  als  auch  die  Menge  9t"  aller  Punkte  von  9t, 
in  denen  f<c,  abgeschlossen  in  9t.  Nach  Annahme  ist  weder  9t' 
noch  9t"  leer,  und  es  ist: 

9t  =  9t' -j- 91". 

Da  9t  zusammenhängend,  sind  also  9t'  und  91"  nicht  fremd,  d.  h.  9t'  •  9t" 
ist  nicht  leer.  In  jedem  Punkte  von  9t' -91"  aber  ist  f=c,  und 
Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Eb  sei  eigens  bemerkt,  daß  es  auch  nicht  stetige  Funktionen  gibt,  denen 
die  Eigenschaft  von  Satz  VIII  zukommt  ^).  Ein  sehr  bekanntes  Beispiel  liefert 
die  Funktion  f{x),  die  definiert  ist  durch: 

f(x)=sin-    für  X 4=0;     f{0)  =  0. 

X 

Weitergehend  ist  das  folgende  Beispiel'*): 

Wir  gehen  aus  von  der  Bemerkung:  Es  gibt  eine  Menge  der  Mächtigkeit  c 
von  Teilen  des  SJ^,  deren  jeder  dicht  im  SR^  ist,  und  deren  je  zwei  fremd  sind. 
In  der  Tat,  sei  y  eine  beliebige  reelle  Zahl  aus  [0,1).  Wir  entwickeln  sie 
in  einen  unendUchen  Systembruch  der  Grundzahl  2 

(1)  2/  =  0.e,e2...e„...        (e„=0,l), 

in  dem  imendlich  \nele  Stellen  0  vorkommen.  Nach  Einleitung  §  7,  Satz  IV 
und  II  ist  dies  auf  eine  und  nur  eine  Weise  möglich.    Sei  sodann  ein  endlicher 


^)  Auch    dieser    Satz    ist    ein    allgemeiner     Grenzsatz;     er    wurde   (für 
Funktionen    einer    reellen  Veränderlichen)   zuerst  bewiesen  von  B.  Bolzano, 
Rein  analytischer  Beweis  usw.  (1818),  12,  51  =  Ostwalds  Klassiker  Nr.  153,8,  31. 
^  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden;    denn   ist   2t  nicht  zu- 
sammenhängend : 

2t  =  21'  +  21"    (21',  21"  abgeschlossen  in  21) , 
Bo  setze  man: 

f=0  auf  21',     f=\  auf  21". 

Dann  ist  nach  Satz  VI  f  stetig  auf  21  und  nimmt  keinen  Wert  zwischen 
0  und  1  an. 

»)  Dies  wurde  betont  von  G.  Darboux,  Ann.  Ec.  Norm.  (2)  4  (1875),  109. 

*)  H.  Lebesguo,  Le^ons  sur  l'int^gration  (1904)  105.  Vgl.  auch  E.  Ce- 
saro.  Bull.  sei.  math.  (2)  21  (1897),  258.  W.  H.  Young,  Rcnd.  Pal.  24 
(1907),  187;  Mc«s.  of  math.  (2)  39  (1909),  69.  F.  Apt,  Arch.  d.  Math.  (3)  20 
(1912),  189. 
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Systembruch  der  Grundzahl  2   mit   gerader  Stellenzahl  gegeben,    dessen  letzte 
Stelle  eine  1  ist: 

(2)  9'9i9i--giu;      g2k  =  l- 

Wir  setzen  aus  (1)  und  (2)  den  Systembrueh  zusammen: 

(3)  g-g^g.,...g.ue,Oe^_Or..e„0... 

Die  Menge  9JJ(j/)   aller  Zahlen,    die  man  erhält,    indem   man  in  (3)  y  festhält 
und    den   Systembruch  (2)  beliebig  variieren   läßt,  ist  dicht    im  di^,  und    ver- 
schiedene 1/  liefern  fremde  Mengen  9)J(j/).    Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 
Definiert  man  nun  f{x)  durch: 

f{x)  =  y     wenn    x  in  W(y) , 

f(x)=l     wenn     x  in  keiner  Menge  M{y) , 

eo   ist    f{x)   für  kein   x  stetig,    und    nimmt   in   jedem  Intervalle    [x, ,  x^]    alle 
Werte  aus  [0,  1]  an. 

An  die  metrische  Stetigkeitsdefinition  (§  3,  Satz  V)  knüpft  der 
Begriff  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  an*).  Die  beschränkte 
Funktion  f  heißt  gleichmäßig  stetig  auf  5f,  wenn  es  zu  jedem 
6  >>  0  ein  ^  >>  0  gibt,  so  daß  für  jedes  Punktepaar  a,  a'  aus  ?(, 
dessen  Abstand: 

ist,  die  Ungleichung  besteht: 

if(a')-/'(a")!<.. 

Eine  nicht  beschränkte  Funktion  heißt  gleichmäßig  stetig 
auf  3(,  wenn  die  aus  ihr  durch  die  Schränkungstransformation  ent- 
stehende Funktion  gleichmäßig  stetig  auf  31  ist. 

Selbstverständlich  ist  jede  auf  %.  gleichmäßig  stetige  Funktion 
auch  stetig  auf  ^3(.     Was  die  Umkehrung  anlangt,  so  gilt: 

Satz  IX-).  Ist  %  kompakt  und  abgeschlossen^),  so  ist 
jede  auf  3(  stetige  Funktion  auch  gleichmäßig  stetig  auf  5f . 


*)  Eine  andre,  auf  nicht  metrischer  Grundlage  ruhende  Definition  der 
gif  ichmäßigen  Stetigkeit  wird  vorgeschlagen  von  W.  SierpiAski,  Wektor  2 
(1912^  353. 

2)  Dieser  Satz  wird  gewöhnlich  E.  Heine  zuge?chrieben.  Doch  findet 
er  sich  schon  in  einer  von  Dirichlet  18')4  gehaltenen  Vorlesung  (G.  Lejeune- 
Dirichlets  Vorlesungen  über  dio  Lehre  von  den  einfachen  und  mehrfachen 
bestimmten  Integralen,  herausgegeben  von  G.  Arendt  (1904),  4).  In  der  im 
Text  gegebenen  Allgemeinheit  wurde  der  Satz  bewiesen  von  M.  Ergehet, 
Rend.  Pal.  22  (1906),  29. 

')  Diese  Voraussetzungen  können  nicht  entbehrt  werden.  Sei  z.  B.  3t  die 
Menge  aller  rationalen  Punkte  des  JRj  und  /■(x)=l  für  x"<;v2.  /"W  =  0  für 
X  >>  Y*^-  Dann  ist  /"(x)  auf  51  stetig,  aber  nicht  gleichmäßig  stetig.  Die  Funktion 
sin—  ist  in  (0,  1]  stetig,  aber  nicht  gleichmäßig  stetig. 
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■V^erinöge  der  Schränkiingstransfonnation  genügt  es,  den  Beweis 
für  beschränkte  f  zu  führen.  Angenommen,  der  Satz  wäre  nicht 
richtig;  dann  gibt  es  ein  f>0  und  eine  Folge  von  Punktepaaren 
a^',  n„"  (n  =  1,  2,  ...)  aus  ?(,  für  die: 

(*)  lim  y  («„',  a,;')  =  D     und       ( /'(a,,')  —  f{a^') '  ^  e . 

»1=  X 

Da  %  kompakt,  hat  die  Folge  {a'„}  einen  Häufungspunkt  a,  und 
da  91  abgeschlossen  ist,  gehört  a  zu  ?(.  In  {«'„}  gibt  es  eine  Teil- 
folge (a'„J  mit 

lim  (In  =^0-, 

und  wegen  der  ersten  Relation  (*)  ist  auch: 

lim  0«  =a. 

"r 

Wegen  der  Stetigkeit  von  /  ist: 

lim  /-(rt'nj  =  /-(a);     lim  /•(«'„;)  =  /-(a), 

f=x  y=  X 

und  somit: 

lim[/-(a;^)-/^«)]  =  0, 

>■  =  X 

im  Gegensatz  zur  zweiten  Umgleichung  (*).    Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Er  kann  sofort  noch  etwas  erweitert  werden: 

Satz  X.  Ist  9('  ein  kompakter  und  abgeschlossener 
Teil  der  beliebigen  Menge  9(,  und  ist  die  auf  51  definierte 
Funktion  f  in  allen  Punkten  von  5t'  endlich  und  stetig 
auf  ?l,  so  gibt  es  zu  jedem  c\>  0  ein  ^^0,  so  daß  für  alle 
a'  von  §t'  und  alle  der  Ungleichung  r(a',a")<^Q  genügenden 
a"  aus  5t: 

fia')-f(a")   <e. 

Der  Beweis  verläuft  ebenso,  wie  für  Satz  IX,  nur  daß  unter 
{a^}  nun  eine  Punktfoige  aus  2l'  zu  verstehen  ist. 

Salz  XI.  Ist  5t'  ein  kompakter  und  abgeschlossener 
Teil  der  beliebigen  Menge  5t,  sind  f^  und  f.,  definiert  auf  5t, 
stetig  auf  5t  in  allen  Punkten  von  5t',  und  ist  fi=^ f.^  auf  5(', 
80  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  5t'  in  5t,  so  daß  auch 

/-.  +  /,  auf  U. 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir 
/j  und  f^  als  beschränkt  annehmen.  Es  ist  f^  —  f\  stetig  und 
^0  auf  5t'.     Also  ist  nach  Satz  II  auch: 

9{\f,-f,\,^')>0. 
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Wir  wählen  in   Satz  X:  • 

so  daI3  auf  "?(': 

Dann  ist  nach  Satz  X : 

|/x-/.l>0 
auf  der  Umgebung  U(o;5t')  von  "Jt'  in  %  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

§  5.    Erweiterung  einer  stetigen  Funktion. 

Wir  behandeln  nun  folgende  Fragestellung:  Es  sei  auf  einem 
Teile  93  von  91  eine  stetige  Funktion  /'  gegeben;  unter  welchen  Um- 
ständen kann  f  zu  einer  auf  ganz  %  stetigen  Funktion  erweitert 
werden?  Wir  behandeln  zunächst  den  Fall,  daß  93  dicht  in  2t  ist 
und  gehen  aus  von  der  Bemerkung: 

Satz  I').  Eine  auf  %  stetige  Funktion  /'  ist  völlig  be- 
stimmt durch  die  Werte,  die  sie  auf  einem  in  9(  dichten 
Teile  93  von  9t  annimmt. 

In  der  Tat,  da  93  dicht  in  %,  gibt  es  zu  jedem  Punkt  a  von  91 
in  93  eine  Punktfolge  {&„},  so  daß: 

lim6,^=  a. 

Wegen  der  Stetigkeit  von  /'  muß  also  sein: 

/•(a)  =  lim /•(&„). 

Also  ist  f'(a)  durch  die  Werte  von  f  auf  93  eindeutig  bestimmt,  wie 
behauptet. 

Wir  ziehen  zunächst  einige  Folgerungen  aus  Satz  I. 

Satz  II.  Gibt  es  einen  in  9t  dichten  Teil  03  von  9t  der 
Mächtigkeit  b,  so  hat  die  Menge  aller  auf  9t  stetigen  Funk- 
tionen höchstens  die  Mächtigkeit  c^. 

In  der  Tat,  die  Menge  9c  aller  Funktionen  auf  93,  das  heißt 
die  Menge  aller  Belegungen  von  93  mit  reellen  Zahlen,  hat  die  Mächtig- 
keit c^  (Einleitung,  §  2,  S.  7).  Da  eine  auf  9t  stetige  Funktion 
völlig  bestimmt  ist  durch  ihre  Werte  auf  93,  ist  die  Menge  Tl  aller 
auf  9t  stetigen  Funktionen  gleichmächtig  mit  einem  Teile  von  9?, 
und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Satz  III.  Die  Menge  5DJ  aller  auf  einer  separablen 
Menge  9t  stetigen  Funktionen  hat  die  Mächtigkeit  c. 

*)  Satz  I  findet  sich  wohl  zum  erstenmal  (für  Funktionen  einer  reellen 
Veränderlichen)  bei  E.  Heine,  J.  f.  Math.  74  a872),  183.  Er  ist  ein  allge- 
meiner Grenzsatz. 
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In  der  Tat,  da  jede  Konstante  eine  auf  ?(  stetige  Funktion  ist, 
hat  9D?  mindestens  die  Mächtigkeit  c.  Da  91  separabel  ist,  gibt 
es  einen  in  91  dichten  abzahlbaren  Teil  von  9t.  Nach  Satz  II  hat 
also  W  höchstens  die  Mächtigkeit  c*'»  =  c  (Einleitung  §7,  Satz  X). 
Also  hat   9.^t  genau  die  Mächtigkeit  c,  und  Satz  III  ist  bewiesen. 

Bemerken  wir  noch,  daß  demzufolge  auf  jeder  separablen  Menge 
der  Mächtigkeit  c,  insbesondere  also  im  9?,,  die  Menge  aller  Funktionen 
höhere  Mächtigkeit  hat,  als  die  aller  stetigen  Funktionen.  In  der 
Tat.  auf  einer  Menge  der  Mächtigkeit  c  hat  die  Menge  aller  Funktionen 
die  Mächtigkeit  M 

cc  =  (2*'o)c=  2'*o-c  =  2t; 

die  Menge  aller  auf  einer  separablen  Menge  stetigen  Funktionen  aber 
hat  nach  Satz  III  die  Mächtigkeit  c  und  nach  Einleitung  §  2, 
Satz  XII  ist: 

2^>c. 

Satz  IV.     Ist  33  ein    in  91  dichter  Teil    von  9(,    und    ist  f 

stetig  auf  91,  so  ist: 

(1)  9{f,'^)  =  9{f,'^y,     a(f,^)=^G{f,'>&). 
In  der  Tat,  da  S3<91,  ist: 

(2)  G{f,^)£G(f,'H). 
Ist  andererseits  p  irgendeine  Zahl: 

(3)  p<G{f,^l), 
so  gibt  es  ein  a  in  9(,  so  daß: 

(4)  f{a)>p. 

Da  5?  dicht  in  91,  gibt  es  in  33  eine  Punktfolge  {6,,},  so  daß: 

lim  ö„  =  ö . 

11=00 

Wegen  der  Stetigkeit  von  /"  ist  dann: 

lim  f(6J  =  /•(«)• 

n=oo 

Zufolge  (4)  ist  also: 

f'(bj^p     für  fast  alle  n, 
und  daher  auch: 

G{f,^)>p. 
Da  aber  p  eine  beliebige,  (3)  genügende  Zahl  war,  ist  dann  auch: 

(5)  G(f,^)^G(f,%). 


*)  Zur  folgenden  (Jleichung    vgl.    Einleitung  i?  7,    Satz  V;    §2,    Satz  I; 
§  7,   Satz  VIII. 
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Aus  (2)  und  (5)  aber  folgt  die  zweite  Gleichung  (1),  und  analog  be- 
weist man  die  erste. 

Satz  V.  Ist  33  ein  in  Sil  dichter  Teil  von  ^n,  und  ist  f 
stetig  auf  <H,  so  ist  in  jedem  Punkte  a  der  abgeschlossenen 
Hülle  ^'^i 

g{a;  f,  %)  =  g{a;  f,  95);     G{a;  f,  '^i)  =  G{a;  f,  93). 

Zunächst  ist  g{a;  f,  93)  und  G{a;  f,  93)  in  jedem  Punkte  von  SS.^ 
definiert;   denn  da  58  ein  in  9t  dichter  Teil  von  2(  ist,    so  ist  91°==  93°. 

Sei  nun  a  ein  beliebiger  Punkt  von  5(°,  U  eine  Umgebung  von  a. 
Nach  Kap.  I,  §  4,  Satz  XI  ist  93 U  dicht  in  9(U.    Also  ist  nach  Satz  IV: 

g{f,n\\)=^g{f,S8Vi);     G{f,  m)  =  G(f,^n), 

und  da  G(a;f,%)  und  G(a;/',  93)  die  unteren  Schranken  aller 
G{f,  ?IU')  bzw.  aller  G  {f,  93 U)  sind,  so  ist  Satz  V  bewiesen. 

Wir  knüpfen  wieder  an  Satz  I  an.  Ist  93  ein  in  ?{  dichter  Teil 
von  91.  so  ist  jede  auf  %  stetige  Funktion  auch  stetig  auf  58.  Doch 
kann  nicht  jede  auf  93  stetige  Funktion  zu  einer  auf  2t  stetigen 
Funktion  erweitert  werden^).  Wir  stellen  Bedingungen  auf,  unter 
denen  dies  möglich  ist. 

Satz  Vr).  Ist  93  ein  in  9t  dichter  Teil  von  9t,  so  ist, 
damit  die  auf  58  gegebene  Funktion  f  sich  zu  einer  auf  9t 
stetigen  Funktion  erweitern  lasse,  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  in  jedem  Punkte  a  von  9t: 

(*)  G(a;A93)  =  ^(a;/-,  93). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  f  stetig  auf  9t, 
so  ist  (§3.  Satz  II): 

(?(a;/-,9t)  =  ^(a;/',  9t), 

und  nach  Satz  V  gilt  dann  auch  (*). 

Die    Bedingung    ist    hinreichend.     Angenommen    in    der  Tat, 
in  jedem  Punkte   von  9t  gelte  (*).    Wir  erweitern  die  Definition  der 
Funktion  f  von  58  auf  9f.    indem    wir    in    den  Punkten    von  9t  —  85 
setzen : 
(**)  na)  =  Gia;f,^)  =  g(a;f,^). 

Wegen  der  Stetigkeit  von  f  auf  93  aber  gilt  (**)  auch  in  allen 
Punkten  von  95,  und  mithin  also  auf  ganz  9t.  Wir  haben  zu  zeigen: 
die  durch  (**)  auf  9t  definierte  Funktion  f  ist  stetig  auf  9t. 


^)  Beispiel:  Sei  (im  SR,):  f(x)=--l  für  x  £  v2,  /"(«)  =  0    iür    ar  >  v;2.    Auf 
der  im  SR,  dichten  Menge  aller  rationalen  x  ist  f(z)  stetig. 
*)  R.  Baire,  Acta  math.  30(1906),  17. 
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In  der  Tat,  zu  jedem  p: 

p>Gia;f,^)i=f{a)) 
gibt  es  nach  §  2 ,  Satz  IV  eine   Umgebung  U  von  a ,  so  daß  : 

G(f\n^)<p. 

In  jedem  Punkte  von   1191  ist  daher: 

G{a;f,S&)<p, 
mithin  wegen  (**)  auch : 
(t)  f<P- 

Ebenso  beweist  man:  zu  jedem  q: 

q<9{a;f,^){=f{a)) 

gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a,  so  daß  in  U^: 

(tt)  f>q. 

Aus  (t)  und  (tt)  aber  folgt  nach  §  3,  Satz  IV,  daß  /  in  a  «tetig  ist 
auf  91,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Satz  VII^).  Ist  i8  ein  in  91  dichter  Teil  von  9t.  so  ist, 
damit  die  auf  33  gegebene  Funktion  f  sich  zu  einer  auf  9t 
stetigen  Funktion  erweitern  lasse,  hinreichend^),  daß  / 
gleichmäßig  stetig  sei  auf  33. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  annehmen, 
/'  sei  beschränkt  auf  33.  Nach  Satz  VI  genügt  es  nachzuweisen,  daß 
in  jedem  Punkte  a  von  91: 

G{a;f,^):=g{a;f,f8). 

Angenommen,  dies  wäre  nicht  der  Fall,  so  gibt  es  in  9t  mindestens 
ein  a,  so  daß: 

G{a;f,^)>g{a;f,^). 

Nach  §2,  Satz  VI  gibt  es  in  93  Punktfolgen  {bj}  und  {/>„"},  so  daß: 
lim  hn  =  a;  lim  b"  =  a , 

ti~  cc  n  ~  CO 

-  lim /•(&;)  =  G(a;  f,  i8):      ]imf{b':)=^g{a:  f,  "Ö)- 

n=oo  n  —  00 

Es  wäre  also  gleichzeitig: 

lim  r  (6„',  b//)  =  0;     lim  [/'i //„)  —  t\h':)]  >  0, 


')  S.  Pincherle,  Mem.  Bol.  (5)  3  (1893),  293.  T.  Brodln,  J.  f.  Math. 
118  (1897),  3;  Acta  Univ.  Lund.  8  (1897),  10.  E.  Steinitz,  Math.  Ann.  r,2 
(1899),  59.     Vgl.  auch  L.  Sc  he  off  er,  Acts,  niath.  5  (1881),  294. 

')  Ist  ?l  kompakt  und  abgeschlossen,  so  ist  nach  §  4,  Satz  IX  die  Bedingung 
auch  notwendig. 
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im  Widerspruche  mit  dem  Begriffe  der  gleichmäßigen  Stetigkeit. 
Damit  i.st  Satz  VII  bewiesen. 

Wir  haben  uns  bisher  mit  der  Erweiterung  einer  auf  iö  gegebenen 
stetigen  Funktion  zu  einer  auf  "Jt  stetigen  Funktion  nur  in  dem 
Falle  befaßt,  daß  "•1^  dicht  in  ?t  i.st.  Wir  behandeln  nun  den  all- 
gemeinen Fall.     Zunächst  gilt: 

Satz  VHP).  Ist  33  ein  in  '-Jl  abgeschlossener  Teil  von  ))[, 
und  f  eine  Funktion  auf  93,  so  gibt  es  auf  %  eine  Funktion 
F,  die  auf  93  mit  f  übereinstimmt,  und  stetig  auf  3t  ist  in 
allen  Punkten  von  9t  —  93,  sowie  in  allen  denjenigen  Punkten 
von  93,  in  denen  f  stetig  ist  auf  93. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation    können  wir  annehmen 

und  indem  wir  weiter  {-{f-^i)  statt  /'  betrachten,  können  wir  an- 
nehmen: 

(1)  0£f£l. 

Es  wird  also  genügen,  zu  zeigen,    daß    jede  auf  93  der  Ungleichung 

(1)  genügende  Funktion  /'  zu  einer  die  Forderungen  von  Satz  VIII 
erfüllenden  und  auf  ganz  'Ä  der  Ungleichung  (1)  genügenden  Funktion  i^ 
erweitert  werden  kami,  da  man  von  diesem  Fall,  indem  man  nun 
umgekehrt  F  ersetzt  durch  2F — 1  und  sodann  die  inverse  Schrän- 
kungstransformation ausübt,  zum  allgemeinen  Fall  zurückkehrt.  . 

Wir  setzen  abkürzend:  

(2)  ,-,=  ,•(«,  sg). 
Da  93  abgeschlossen  in  "K,    ist    für    jeden  Punkt    "^       ^    ^    '^ 


von  "üt  — «: 

r„>0. 


Fig. 


2 


Jedem  Punkte  a  von  3t  —  93  ordnen  wir  nun  zunächst  folgende  (für 
»•  ^  0  definierte)  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  /•  zu  (Fig.  2): 

1  in  [0,2  ra] 
(3)  /<a (r)  = -j  linear  in  [2r<,,3ra] 

0  in  [3r„,+oc); 
sodann  folgende  auf  53  definierte  Funktion  des  Punktes  b: 

(•i)  f,{b)  =  K{r{a.h))-f{h). 


*)  H.  Tietze,  J.  t.  Math.  145  (1914),  i).  C.  Caratheodory  (nach  H.  Bohr), 
Vorl.  über  reelle  Funktionen,  617.  L.  E.  J.  Brouwer,  Math.  Ann.  79  (1918), 
139.  Ein  besonders  einfacher  Beweis  (während  der  Drucklegung  erschienen): 
F.  Hausdorff.  Math.  Zeitschr.  5  (1919),  296. 
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Die    obere    Schranke    G(/'„,93)    ist   dann    eine    auf   'i>l  —  33  definierte 
Funktion  von  a.     Wir  setzen  nun: 


auf  33 

SB)  auf  ?f  — 33. 
Wegen  (1)  ist  dann  auch 

0£F£  1. 

Unil  nun  wollen  wir  zeigen:    die  durch  (5)  definierte  Funktion  F(a) 
genügt  den  Forderungen  von  Satz  VIII. 

Wir  zeigen  zuncächst:  Ist  a  in  ?( —  93,  so  ist  i^  in  a  stetig 
a  u  f  ?( .  In  der  Tat,  da  93  abgeschlossen  in  9t,  gibt  es  eine  Umgebung 
U'  von  a  in  9(,  die  zu  58  fremd.  Aus  der  Definition  (3)  von  ha{r) 
und  der  Tatsache,  daß  r«  eine  stetige  Funktion  von  a  ist  (§  4,  Satz  I), 
folgt:  zu  jedem  e^O  gibt  es  ein  q^O,  so  daß  (bei  festem  a): 

(6)  \ha'(:r')  —  hair)\<Ze     wenn       r—r\<Q,     r(a,a')<e. 

Ist    dann    a     ein    zur  Umgebung   U  (fl ;  ß)    von    a    gehörender  Punkt 
aus  9(,  so  gilt  nach  der  Dreiecksungleichung  für  jedes  b  aus  93: 

lr(a.  b)  —  r[a,b)\<Q, 
und  somit  nach  (6): 

(7)  \ha{r{a,h))-ha'{r{a',b))\<e. 
Setzen  wir  noch: 

U  =  U'-U(«;e)-9r, 

so    ist    U    fremd    zu    95,    und    für    alle  a'  von  U  und    alle  b    aus  93 
gilt  (7). 

Aus  (4),  (1)  und  (7)  folgt  nun; 

Ifa'ih)- fa{b)\<e, 
somit  auch: 

also  ist,  da  sowohl  a  als  a    zu  9(  —  93  gehören,  nach  (5): 

\F{a)  —  F{a)\^€     für  alle  a    von  U, 

d.  h.  F  ist  stetig  auf  9i  in  a,  wie  behauptet. 

Es  bleibt  zu  zeigen:  Ist  a  ein  Punkt  von  i8,  in  dem  /"stetig 
auf  93  ist,  so  ist  2^  in  a  auch  stetig  auf  9t.  Sei  also  a  ein  solcher 
Punkt.  Weil/"  Ina  stetig  auf  93,  gibt  es  zu  jedem  £>>0  ein  ß>>0, 
so  daß  für  alle  in  Ufa;  q)  liegenden  Punkte  h  von  93: 

(8)  i/-(t)_ /•(«)!<€. 

Sei    nun  a    ein  beliebiger,   zu  91  —  93  gehöriger   Punkt  aus  U  ( a ;  jj  . 
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Zufolge  der  Definition  (2)  von  >a'  ist  dann: 

(9)  r-«-<|. 

Für  alle  außerhalb  Vi{a;  q)  liegenden  Punkte  h  von   93  i«t: 

r{a',b)>^>Bra' 
und  somit  nach  (3)  und  (4): 

(10)  fa'{b)  =  0. 

Für  die  in  U  (a;  q)  liegenden  Punkte  b  von  ©  aber  ist,    zufolge  der 
Definition  (3)  von  ha'   und  wegen  (8): 

(11)  fa'{b)£f{b)<f{a)-}-e, 
und  wegen  (10)  und  (11)  ist,  nach  (5),  auch: 

(12)  F{a')  =  G{fa',^)£f{a)^e. 

Gemäß  der  Definition  (2)  von  )•„-  gibt    es    nun    einen  Punkt  b' 
von  33.  so  daß: 

(13)  r{a',h'X2ra'. 
Zufolge  (9)  ist  also: 

r{a\b')<^~, 

und    da   a'  in    u(a;|-j    lag,    liegt    b'    in  U(a;^),    und  aus   (8)    folgt 
daher: 

(U)  f{b')>f{a)  —  e. 

Bei  Beachtung  von  (13)  ergibt  aber  die  Definition  (4)  von  /"„': 

fa'{b')  =  f{b'); 
ferner  ist,  nach  (5): 
(15)  '  F(a')  =  G{fa',^)'^f(b'), 

und    aus   (14)    und   (15)    folgt    für    alle    zu  9(  —  93  gehörigen  a    aus 

U(a;f): 

(.16)  F{a')>f{a)~-e. 

Zusammen  mit  (12j  ergibt  (16)  für  alle  zu  31  —  S  gehörigen  a    aus 

\F{a')  —  f{a)    £e. 
Da  aber  nach  (5)  auf  ^5   F  mit  /  übereinstimmt,  gilt,  bei  Beachtung 
von  (8),  für  alle  zu  91  gehörigen  a    aus  ufa;  jj: 

'F{a')  —  F{a)\£F., 
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d.h.  F  ist  in  a  stetig  auf  51.  Damit  ist  der  Beweis  von  Satz  V^III 
beendet. 

Aus  Satz  VIII  entnehmen  wir  nun  folgende  Verallgemeinerung 
von  Satz  VI: 

Satz  IX.  Ist  "ö  ein  Teil  von  ^11,  so  ist,  damit  die  auf  ^J3 
gegebene  Funktion  f  sich  zu  einer  auf  %  stetigen  Funktion 
erweitern  lasse,  notwendig  und  hinreichend,  daß  in  jedem 
Punkte  a  von  S&^-%: 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat.  nach  Satz  V"I  ist 
sie  sogar  notwendig  dafür,  daß  /"  sich  zu  einer  auf  93"'>?(  stetigen 
Funktion  erweitern  lasse. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  kann  f 
zunächst  nach  Satz  VI  erweitert  werden  zu  einer  auf  'i8"?{  stetigen 
Funktion,  sodann,  da  03*^^  abgeschlossen  in  91.  nach  Satz  VIII  zu 
einer  auf  \?(  stetigen  Funktion. 

Wir  sprechen  noch  folgenden  Spezialfall  von  Satz  IX  eigens  aus'): 

Satz  X.  Ist  33  abgeschlossen  in  %.  so  kann  jede  auf  93 
stetige  Funktion  zu  einer  auf  ?(  stetigen  erweitert  werden. 

§  6.    Stetige  Abbildungen. 

Wie  wir  in  §  1  sahen,  ist  der  Funktionsbegriff  ein  Spezialfall 
des  Abbildungsbegriffes.  So  wie  unter  den  Funktionen  die  ste- 
tigen Funktionen,  so  nehmen  unter  den  Abbildungen  die  stetigen 
Abbildungen  einen  ausgezeichneten  Platz  ein.  Die  Sätze  über  stetige 
Funktionen,  die  wir  besprochen  haben,  sind  großenteils  nur  Spezial- 
fälle von  Sätzen  über  stetige  Abbildungen,  mit  denen  wir  uns  nun 
kurz  befassen  wollen. 

Seien  zwei  metrische  Räume  di  und  S  gegeben* );  sei  ?(  eine 
Punktmenge  von  9i,  und  sei  jedem  Punkte  «  von  ?I  ein  Punkt  b 
-von  ©  zugeordnet.  Dadurch  ist  eine  Abbildung  A  von  %  in  den 
Raum  3  definiert.  Den  dem  Punkte  a  zugeordneten  Punkt  von  3 
nennen  wir  (wie  in  Einleitung  §  2,  S.  5j  das  Bild  von  a  (vermöge^) 
und  bezeichnen  ihn  mit  A{a),  jeden  durch  A  auf  einen  gegebenen 
Punkt  b  von  3  abgebildeten  Punkt  von  5t  nennen  wir  ein  Urbild 
von  b.  Ist  3t'  ein  Teil  von  2t,  so  bildet  die  Menge  der  Bilder  A{a) 
aller  Punkte  a  von  %'  eine  Punktmenge  93'  in  3,  die  als  das  Bild 
J(3t')   von  2l'  vermöge  A  bezeichnet   wird.     Ist   ^  =  4(31)   das   Bild 

*j  Einen  sehr  einfachen  Beweis  für  diesen  Satz  werden  wir  in  g  H».  S.  166 
angeben. 

^)  Sie  können  auch  identisch  sein. 
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von  31,  und  ist  53'  ein  Teil  von  93,  so  heißt  die  Menge  aller  Punkte 
von  21,  die  Urbilder  eines  Punktes  von  S'  sind,  das  Urbild  von  99'. 
Wie  bei  Funktionen  definiert  man:  die  Abbildung  A  von  91 
heißt  stetig  im  Punkte  a  von  S(.  wenn  sie  jede  Punktfolge  {a^} 
aus  ^Jl   mit  lim  a„  = «  abbildet  auf  eine  Punktfolge  {.4(a„)}  mit 

lim  A{a^=^  A{a). 

Ist  die  Abbildung  A  von  ?(  stetig  in  jedem  Punkte  von  2(,  so 
heißt  sie  eine  stetige  Abbildung  von  51;  das  Bild  -4(9()  heißt 
dann  ein  stetiges  Bild  von   3i. 

In  Analogie  zu  §  3,  Satz  IV  gilt: 

Satz  I.  Damit  die  Abbildung  A  von  %  stetig  sei  im 
Punkte  a  von  9(,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu 
jeder  Umgebung  $ß  in  ^  des  Bildes  A{a)  von  a  eine  Um- 
gebung U  in  9t  von  a  gebe,  so  daß: 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  A  stetig  in  a 
und  93  eine  Umgebung  von   A{a)  in  93-    Sei  ferner  U,,  die  Umgebung 

U'a;  -j  von  a    in  %{.    Angenommen,   in   jedem  U„    gäbe   es  ein  a,, , 

so  daß  A{a^^  nicht  in  9?.     Da  A{<i)  in  93,  so  könnte  nicht 

lim  A{a^  =  A{a) 

n  =  » 

sein  'Kap.  I,  §  3,  Satz  VI),  im  Widerspruch  mit  der  vorausgesetzten 
Stetigkeit  von  A.  In  mindestens  einem  U„  gibt  es  also  kein  a^,, 
dessen  Bild   A{a^  nicht  zu  9S  gehörte,  d.  h.  es  ist: 

und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
sie  sei  erfüllt.  Zur  Umgebung  93  von  A  (a)  in  93  gibt  es  dann  eine 
Umgebung  U  in  9t  von  a,  so  daß  (*)  gilt.  Ist  {a^}  eine  Punktfolge 
in  91  mit  lim  a„  =  a,  so  ist  a„  in  U  für  fast  alle  »,   mithin,  wegen 

n  =  00 

(*i,  A{a^  in  93  für  fast  alle  n;  also  ist  (Kap.  I,  §  3,  Satz  VI): 

lim  A{a^  =  A{a), 

na  X 

d.  h.  A  ist  stetig  in  a,  wie  behauptet. 

Satz  II  von  §  4  ist  ein  Spezialfall  des  Satzes: 

Satz  11^).  Jedes  stetige  Bild  einer  kompakten,  abge- 
schlossenen Menge  ist  kompakt  und  abgeschlossen. 


*)  Satz  II  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 
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Sei  in  der  Tat  A{''il)  ein  stetiges  Bild  der  kompakten,  abge- 
schlossenen Menge  'ül.  Wir  zeigen  zunächst,  daß  ^('ül)  kompakt 
ist.  Dazu  genügt  es  zu  zeigen:  jede  unendliche  Folge  {-4(a^,)}  aus 
Ai'ül)  enthält  eine  konvergente  Teilfolge.  Sei  {A{a^)}  eine  Punktfolge 
aus  Ä{'H).  Da  %  kompakt,  gibt  es  in  {a„}  eine  konvergente  Teil- 
folge {a„}: 

lim  a„^  ==  a  , 

und  da  2t  abgeschlossen,  gehört  a  zu  \)(.  Wegen  der  Stetigkeit  der 
Abbildung  ist  daher  auch: 

(t)  lim^(a„„)  =  ^(a), 

V=  CO 

d.  h.  in  {Ä{aJ}  gibt  es  auch  eine  konvergente  Teilfolge;  also  ist 
^(31)  kompakt. 

Wir  zeigen    sodann,     daß    Ä{'H)    abgeschlossen   ist.     Sei    zu 
dem  Zwecke  b  ein  Häufungspunkt  von  Ä{'ä).    Dann  gibt  es  in  AISH) 
eine  Folge  A[aJ,  so  daß: 
(tt)  limA{aJ  =  b. 

n  =  <» 

In  {a^}  gibt  es  eine  konvergente  Teilfolge  {fl,,^},  deren  Grenz- 
punkt a,  wie  wir  eben  sahen,  gewiß  zu  SS.  gehört,  so  daß  wieder  (t) 
gilt.     Der  Vergleich  von  (f)  und  (tf)  aber  ergibt: 

A{a)  =  b, 

also  gehörte  als  Bild  von  a  zu  .4(91).  Also  ist  J.  (91)  abgeschlossen. 
Damit  aber  ist  Satz  II  bewiesen. 

Dem  Satze  VI  von  §  4  entspricht  folgender  allgemeine  Satz: 

Satz  ni.  Damit  die  Abbildung  A  von  9t  auf  J.(9t)  stetig 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  das  Urbild  jeder 
in  -4(9t)  abgeschlossenen  Menge  abgeschlossen  in  9t  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig^).  Sei  in  der  Tat  ^(9t)  stetiges 
Bild  von  9t,  und  sei  §8'  abgeschlossen  in  ^(91).  Mit  9t'  bezeichnen 
wir  das  Urbild  von  93',  mit  a  einen  zu  9t  gehörigen  Häufungspunkt 
von  9t'.  W^ir  haben  zu  zeigen,  daß  er  auch  zu  9t'  gehört.  Jedenfalls 
gibt  es  in  9t'  eine  Punktfolge  {a„}  mit  lim  a„  =  a .  Wegen  der  Ste- 
tigkeit der  Abbildung  ist  n  =  oo 

lim  A{aJ  =  A{a). 

Weil  die  A{aJ  zu  58'  gehören,  und  S3'  abgeschlossen  in  -4 (9t)  ist, 
gehört  auch  A{a)  zu  33',  mithin  a  zum  Urbild  9t'  von  93',  und  die 
Behauptung  ist  bewiesen. 


')  Dieser  Teil  von  Satz  III  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 
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Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
die  Abbildung  sei  nicht  stetig.  Dann  gibt  es  in  2t  einen  Punkt  a 
und  eine  Punktfolge  {a„}  mit  lim  a,,  =  a,  so  daß  nicht  lim  ^(aJ=J.(a); 

d.  h.  es  gibt  eine  Umgebung  SS  in  Ä{'ä)  von  A{a),  so  daß  unendlich 
viele  -i(flj  in  -4(21)  —  33  liegen.  Nun  ist  die  Menge  A(%) — SS  ab- 
geschlossen in  Ä{'iC).  Ihr  Urbild  enthält  unendlich  viele  a  ,  nicht 
aber  deren  Grenzpunkt  a,  ist  also  nicht  abgeschlossen  in  2t.  Damit 
ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Satz  VIII  von  §  4  ist  Spezialfall  von: 

Satz  IV^).  Jedes  stetige  Bild  einer  zusammenhängenden 
Menge  2t  ist  zusammenhängend. 

Sei  in  der  Tat  ^(2t)  stetiges  Bild  von  2t;  sei: 

^(2t)  =  93i  +  93.j     (58i,  »2  abgeschlossen  in  ^(21)), 

und  seien  2ti  und  2to  die  Urbilder  von  SS^  und  SSg-  Nach  Satz  III 
sind  2lj  und  2t.^  abgeschlossen  in  2t,  und  es  ist: 

2l  =  2ti4-2t,. 

Da  2t  zusammenhängend,  ist  eine'  der  beiden  Mengen  2tj,  2t„  leer, 
daher  ist  auch  eine  der  beiden  Mengen  ^j,  SSg  leer;  d.  h.  ^(2t)  ist 
zusammenhängend,  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Eine  Abbildung  der  Menge  2t  heißt  gleichmäßig  stetig,  wenn 
zu  jedem  e^O  ein  Q^O  gehört,  so  daß  für  zwei  Punkte  a',  a" 
von  2t: 

r{A{a'),Ä{a'))<Ce     wenn     v(a',  a")<ß. 

Satz  IX  von  §  4  ist  Spezialfall  von: 

Satz  V.  Jede  stetige  Abbildung  einer  kompakten  und 
abgeschlossenen  Menge  ist  gleichmäßig  stetig. 

Der  Beweis  ist  ganz  derselbe  wie  für  Satz  IX  von  §  4. 

Satz  I  von  §  5  ist  Spezialfall  des  ganz  ebenso  zu  beweisenden 
Satzes: 

Satz  YI.  Eine  stetige  Abbildung  von  21  ist  völlig  be- 
stimmt durch  die  Bilder  der  Punkte  eines  in  2t  dichten 
Teiles  von  2t. 

Satz  VII  von  §  5  ist  Spezialfall  von: 

Satz  VII.  Eine  gleichmäßig  stetige  Abbildung  B  des 
in  21  dichten  Teiles  58  von  2t  in  eine  vollständige  Menge  S 
kann  erweitert  werden  zu  einer  stetigen  Abbildung  von 
2t  in  6. 


*)  Satz  IV  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 
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In  der  Tat.  da  93  ditht  in  9i.  gibt  es  zu  jedem  Punkt  a  von 
?(  eine  Punktfolge  {b^}  in   'i^   mit: 

lim  h^^  -=a . 
II  -  -  « 

Nach  Kap.  I.  §  8,  Satz  I  ist  {6,,}  eine  Cauchysche  Folge,  d.h. 
ist  ß>0  beliebig  gegeben,  so  gibt  es  ein  n^,  so  daß: 

Wegen  der  vorausgesetzten  gleichmäßigen  Stetigkeit  der  Abbildung  B 
gibt  es  daher  zu  jedem  €>>0  ein  n^^,  so  daß  für  die  Bilder  -B(ft„) 
der  h^  gilt: 

r[ß{b,'),  B(b,,"))  <  e     für     ,/  ^  »«,,  «"  ^  n^. 

Es  ist  also  auch  die  Folge  {i^(/>„l}  eine  Cauchysche,-  und  da  (£ 
vollständig,  gibt  es  in  ß  einen  Punkt  c,  so  daß 

hm  B{bJ=c. 

Wir  ergänzen  nun  die  Abbildung  B  von  53  zu  einer  Abbildung 
Ä  von  31,  indem  wir  setzen: 

A{a)=^c. 

Wir  haben  zu  beweisen,  daß  A  eine  stetige  Abbildung  ist. 

Sei  zu  dem  Zwecke  ej>  0  beliebig  gegeben;  wegen  der  gleich- 
mäßigen Stetigkeit  von  iJ'gibt  es  dazu  ein  ^^0.,  so  daß  für  je 
zwei  Punkte  &',  h"  von  "ö: 

(1)  '  r(B{b'),Bib"))<:e.     wemi     r(V,>")<o. 
Seien  nun  a,a"  zwei  Punkte  aus  51 ,  für  die: 

(2)  r{a',a")<Q. 

Nach  Definition  der  Abbildung  A  gibt  es  in  $8  zwei  Punktfolgen  {&n}. 

{6',;},  so  daß: 

(3j  lim  &'„  =  a';     lim  b',',  =  a" ; 

n=  00  ti  —  00 

(4)  limß(&;)  =  ^(a');     lim  5(6',;)  =^(a"j. 

n  =  00  M    -   X 

Wegen  (2)  und  (3)  ist: 

fi^n,  K)<Cq     für  fast  alle  n, 
daher  nach  (Ij: 

r{B{bn),B{bn))<e     für  fast  alle  n. 

Somit  wegen  (4): 

r{Ä{a),Ä{u"))£e. 

Es  ist  also  die  Abbildung  A  von  ?[  gleichmäßig  stetig,  und  daher 
gewiß  stetig,  und  Satz  VIT  ist  bewiesen. 
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Es  ordne  die  Abbildung  A  jedem  Punkte  a  von  %  den  Punkt 
h  =  A{a)  zu,  und  es  sei  $8  =  -4 (51)  das  Bild  von  S&.  Sodann  ordne 
die  Abbildung  B  jedem  Punkte  6  von  93  den  Punkt  c  =  J5(b)  zu, 
und  es  sei  S=5(93)  das  Bild  von  93.  Als  die  aus  A  und  B  zu- 
sammengesetzte Abbildung  AB  bezeichnet  man  diejenige  Ab- 
bildung von  %  auf  ß.  die  dem  Ptmkte  a  von  5t  den  Punkt 

c  =  B{h)  =  B{A{a)) 

•  zuordnet.     Es  gilt  der  Satz: 

Satz  VIII.  Ist  die  Abbildung  A  von  51  auf  die  Menge  93 
stetig  im  Punkte  a  von  51,  und  ist  die  Abbildung  B  von  93 
stetig  im  Punkte  h  =  A{a)  von  93,  so  ist  die  Abbildung  AB 
stetig  im  Punkte  a. 

Sei  in  der  Tat  {a^}  eine  Punktfolge  aus  51  mit  lim  a^==a.    Für 

n  =  00 

die  Bilder  fe„  =  -4(aj  gilt  dann,  wegen  der  vorausgesetzten  Stetig- 
keit von  A: 

lim  ^(a^)  =  ^(a),     d.h.     limfe^==&. 

n=  00  n  =  <x> 

Ebenso  gilt,  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  B: 
lim  B{bJ  =  B{b),     d.h.     lim  B{A{aJ)  =  B{A{a)), 

n  =  oo  n=  00 

womit  Satz  VIII  bewiesen  ist. 

Sind  fj  und  f^  zwei  auf  51  endliehe  Funktionen,  so  wird  durch: 

eine  Abbildung  A  von  51  auf  eine  Punktmenge  93  des  di.^  definiert. 
Durch  jeden  der  Ausdrücke: 

wird  weiter  eine  Abbildung  B  von  93  in  den  'Si^  definiert.  Wendet 
man  auf  AB  Satz  VIII  an,  so  kommt  man  auf  Satz  VII  von  §  3 
zurück. 

Ist  die  Abbildung  A  von  51  auf  93  eineindeutig,  d.  h.  hat 
jeder  Punkt  von  93  in  %  ein  und  nur  ein  Urbild,  so  können  wir 
eine  Abbildung  von  93  auf  5(  definieren,  indem  wir  jedem  Punkte 
von  95  sein  Urbild  in  51  zuordnen.  Diese  Abbildung  heißt  die  zu 
A  inverse  Abbildung,  oder  die  Umkehrung  von  A,  und  wird  be- 
zeichnet mit  A~^. 


^)  Letzteres  nur,  wenn  f^'^O  auf  ü.. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  10 


146  Der  Begriff  der  Stetigkeit  und  seine  Verallgemeinerungen. 

Satz  IX.  Ist  9(  kompakt  und  abgeschlossen,  und  ist  A 
eine  eineindeutige  stetige  Abbildung  von  91,  so  ist  auch 
A~^  stetig. 

Sei  in  der  Tat  h  ein  Punkt  aus  -4(51),  und  {b^}  eine  Punktfolge 
aus  Ä(')}l)  mit: 
(*)  lim  b'„  =  b. 

n  =  oo 

Ist  a„  das  Urbild  von  b^,  so  hat,  weil  51   kompakt,   die  Fo^ge  {a„} 
einen  Häufungspunkt  a,    und  weil  51   abgeschlossen,    gehört  a  zu  5{.' 
In  {a„}  gibt  es  eine  Teilfolge  {a„J,  so  daß: 

lim  a„^  =  a, 

und  wegen  der  Stetigkeit  von   A  ist: 

lim  ^(a„J==^(a),     d.h.     \imh„^=A{a). 

Also  durch  Vergleich  mit  (*): 

b  =  A{a),     d.h.     a  =  A-^{b). 

Also  hat  die  Folge  {a„}  nur  den    einzigen  Häufungspunkt  A~^{b), 
es  ist  somit  (Kap.  I,  §  2,  Satz  I): 

lim  a^  =  A-'{b),     d.  h.     lim  ^-*(6J=  ^-i(&), 

n  =  OC  n^oo 

womit  die  Stetigkeit  von  A'^  nachgewiesen  ist. 

§  7.    Abbildung  einer  Strecke  auf  ein  Quadrat. 

Ein  sehr  merkwürdiges  Beispiel  einer  Abbi'dung  erhalten  wir,  indem  wir 
an  die  Gleichung  anknüpfen  (Einleitung  §  7,  Satz  X): 
(*)  c  =  c2. 

Es  ist  c  die  Mächtigkeit  der  Menge  aller  Punkte  eines  Intervalles  des  9?^;  etwa, 
wenn  wir  die  Punkte  des  3?^  mit  t  bezeichnen,  des  Intervalles   [0,  1]: 
(**)  0£t<l. 

Nach  der  Definition  des  Produktes  zweier  Mächtigkeiten  ist  ferner  c^  die  Mäch- 
tigkeit  der  Menge   aller  Zahlenpaare  x,  y,    deren   jede    zum    Intervalle  [0,  Ij 
gehört: 
(***)  0^a;^l,      0^j/<l, 

oder  was  dasselbe  heißt,  der  Menge  aller  Punkte  eines  Quadrates  im  SRj.    Di© 
Gleichung  (*)  kann  also  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  I.   Es  gibt  eine  eineindeutige  Abbildung  des  Intervalles  (**) 
auf  das  Quadrat  (***)'). 


*)  G.  Cantor,  Journ.  f.  Math.  84  (1877),  254.  Ganz  ebenso  folgert  man 
aus  der  Gleichung  c  =  c''  die  Existenz  einer  eineindeutigen  Abbildung  des  Inter- 
valles {**)  auf  das  Intervall  des  JR^r 

0^x,^l  (t  =  l,  2,  ...,Ä). 
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Diese  Abbildung  kann  nicht  stetig  sein.     Es  gilt  nämlich: 
Satz  II*).     Enthält    die  Punktmenge  33    des  9?^  {Ic>?.)    einen  in- 
neren  Punkt,    80   gibt    es    keine  eineindeutige    und    stetige  Abbil- 
dung des  Intervalles  (**)  auf  33. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gäbe  eine  eineindeutige,  stetige  Abbildung  A 
des  Intervalles  (**)  auf  93,  und  b  wäre  innerer  Punkt  von  93.  Dann  gibt  es 
im  5Rä.  zwei  ganz  zu  93  gehörige,  nicht  in  dieselbe  Gerade  des  3^^  fallende 
Strecken  Cj  Og  und  fci6j,  die  sich  in  b  schneiden.  Nach  §  6,  Satz  IX  ist  A''^ 
stetig.  Nach  §  6,  Satz  II  und  IV  ist  daher  das  Urbild  von  a, 6  sowie  von  ba^ 
je  eine  abgeschlossene,  zusammenhängende  Punktmenge  des  Üfj,  d.  h.  je  ein 
Teilintervall  von  (**).  Da  A~'^  eindeutig  ist,  haben  diese  beiden  Teilintervalle 
nur  den  einen  Punkt: 

a  =  A-'{b) 

gemein;  sie  sind  also  zwei  in  diesem  Punkte  a  aneinanderstoßende  Teilinter- 
valle von  (**).  Dasselbe  muß  aber  von  den  Urbildern  der  Strecken  b^  b  und  b  b^ 
vermöge  A~'^  gelten;  das  aber  ist  unmöglich,  da  wegen  der  Eindeutigkeit  von 
A~^  die  Urbilder  der  Strecken  a^  6,  b  a,,,  b^b,  bb^  zu  je  zweien  keinen  andern 
Punkt  als  a  gemein  haben  dürfen.     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Wenn  es  demzufolge  keine  eineindeutige  stetige  Abbildung  einer  Strecke 
(eines  Intervalles  des  3Ri)  auf  ein  Quadrat  des  SJ.j  gibt,  so  gibt  es  doch,  wenn 
man  auf  die  Eineindeutigkeit  verzichtet,  sehr  wohl  stetige  Abbildungen,  die 
dies  leisten^).    Wir  besprechen  zunächst  die  bekannteste  Abbildung  dieser  Arf*). 

Man  teile  die  Strecke  in  g'^  gleiche  Teile  {g  eine  natürliche  Zahl  ^  2)  und 
das  Quadrat  in  g'^  kongruente  Teilquadrate,  indem  man  jede  seiner  Seiten  in  g 
gleiche  Teile  teilt  und  durch  die  Teilpunkte  Parallele  zu  den  Quadratseiten 
zieht.  Sodann  numeriere  man  die  Teile  der  Strecke  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  mit  1,  2,  .  .  .,g-;  ebenso  die  Teile  des  Quadrates,  und  zwar  diese 
80,  daß  je  zwei,  die  benachbarte  Nummern  erhalten,  mindestens  einen  Punkt 
gemein  haben. 

Nun  teile  man  weiter  jede  der  beim  ersten  Schritt  erhaltenen  g-  Teil- 
strecken neuerdings  in  g'^  gleiche  Teile  und  numeriere  die  so  entstehenden 
g*  Teilstrecken  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  mit  1,  2,  .  .  .,g*.  Ebenso  teile 
man  jedes  der  beim  ersten  Schritte  erhaltenen  Teilquadrate  weiter  in  g*  kon- 
gruente Teilquadrate  und  numeriere  die  so  entstehenden  g*  Teilquadrate  mit 
1,  2,  .  .  .,  g*,  und  zwar  so,  daß: 

1.  je  zwei  Teil quad rate,  die  benachbarte  Nummern  erhalten,  mindestens 
einen  Punkt  gemein  haben, 

2.  die  aus  dem  Quadrate  1  der  ersten  Teilung  entstehenden  Teilquadrate 


*)  Dieser  Satz  ist  ein  Spezialfall  des  Satzes  von  der  Invarianz  der  Di- 
mensionszahl gegenüber  einelndeutigeu  stetigen  Abbildungen.  Vgl.  L.  E.  J. 
Brouwer,  Math.  Ann.  70(1911),  161. 

*)  Notwendige  und  hinre'chende  Bedingungen  dafür,  daß  e'ne  gegebene 
Punktmenge  siet  pes  B;ld  einer  Sirecke  sei,  findet  man  bei  H.  Hahn,  Wien- 
Ber.  12:}  (1914),  24 '^..3. 

')  Sie  rührt  her  von  G.  Peano,  Math.  Ann.  36  (1890),  157.  —  Vgl.  auch 
E.  Cesäro,  Bull.  sei.  math.  (2)  21  (1897),  2ö7;  D.  Hilbert,  Math.  Ann.  38 
(1891),  459;  A.  Schoenflies,  Gott.  Nachr.  1896,  255;  E.  H.  Moore,  Am 
Trans.  1  (1900),  72. 
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die  Nummern  1,  2,  .  . .,  g"  erhalten,  dio  aus  dem  Quadrate  2  der  ersten  Teilung 
entstehenden  die  Nummern  ^' +  1,  ^'^  +  2,  .  .  .,    2^'^  usf. 

Man  sieht,  wie  dieses  Verfahren  fortzusetzen  ist.  Beim  n-ten  Schritte 
erscheint  die  Strecke  zerlegt  in  t/Sn  gleiche  Teile,  die  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  numeriert  sind  mit  \,2,  .  . .,  g-»;  das  Quadrat  erscheint  zerlogt 
in  ^2n  kongruente  Toilquadrate,  die  gleichfalls  numeriert  sind  mit  1,2,...,^*»», 
und  zwar  so,  daß: 

1.  je  zwei  Teilquadrate,  die  benachbarte  Nummern  haben,  mindestens 
einen  Punkt  gemein  haben, 

2.  dio  g^  Teilquadrate,  die  durch  Teilung  des  mit  k  (1  ^Ä^p2(M-i)) 
numerierten  Quadrates  der  (n —  l)-ten  Teilung  entstanden,  die  Nummern  er- 
halten: [k—\)g--{-\,  (ft- 1)^^  +  2,  .  .  ..  kf. 

Man  erkennt  unschwer,  daß  dies  möglich  ist.  Für  die  einfachsten  Fälle*) 
^  =  2  und  ^  =  3  ist  das  Verfahren  aus  Fig.  3  und  4  ohne  weiteres  ersichtlich. 
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Wir  setzen  fest:  Joder  (innere  oder  Bogrenzungs-)  Punkt  der  mit  Jl; 
numerierten  Strecke  der  n-ten  Teilung  soll  auf  einen  (inneren  oder  Begren- 
zungs-)  Punkt  des  mit  derselben  Nummer  k  versehenen  Quadrates  der  n-ten 
Teilung  abgebildet  werden.  Wir  wollen  zeigen,  daß  durch  diese  Vorschrift 
eine  stetige  Abbildung  der  Strecke  aufs  Quadrat  definiert  ist. 

Sei  a  ein  Punkt  der  Strecke,  und  zwar  zunächst  ein  solcher,  der  bei 
keiner  der  vorgenommenen  Teilungen  der  Strecke  als  Toilpunkt  auftritt.  Er 
liegt  dann  (für  jedes  n)  bei  der  n-ten  Teilung  in  einer  ganz  bestimmten  Teil- 
strecke  ©n.      Sei    On   dasjenige   Teilquadrat    der   n-ten    Teilung,    das    dieselbe 


*)  Der  Fall  ^  =  3  ist  der  zuerst  von  Pcano  durchgeführte;  der  FeUl  ^=2 
wurde  von  Hubert  besprochen. 
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Nummer  hat,  wie  die  Strocko  ©n.  Da  in 'der  Folge  der  Strecken  {©n}  jode 
folgende  in  der  vorhergehenden  liegt,  so  gilt  (wegen  Vorschrift  2)  dasselbe  für 
die  Folge  der  Quadrate  {Cln}-  Es  gibt  also  einen  und  nur  einen  allen  Gn  ge- 
meinsamen  Punkt  unsres  Quadrates:  er  ist  das  Bild  des  Punktes  a. 

Ist  sodann  o  ein  Punkt  der  Strecke,  der  bei  einer  unsrer  Teilungen,  etwa 
der  r-ten,  als  Teilpunkt  auftritt,  so  ist  dies  auch  bei  joder  folgenden  Teilung  der 
Fall.  Seien  (für  n^v)  ©u  und  ©„  die  beiden  in  a  zusammenstoßenden  Strecken 
der  n-ten  Teilung,  £1,»  und  Cn  die  mit  den  gleichen  Nummern  versehenen  Qua- 
drate der  n-ten  Teilung;  wie  vorhin  sieht  man,  daß  alle  On  (n^v)  einerseits, 
alle  '[ln{n^v)  andrerseits  einen  und  nur  einen  Punkt  gemein  haben.  Wegen 
unsrer  Vorschrift  1.  aber  ist  dies  derselbe  Punkt:  er  ist  das  Bild  des 
Punktes  a. 

Es  ist  also  wirklich  jedem  Punkte  der  Strecke  ein  Punkt  des  Quadrates 
zugeordnet.  Und  man  erkennt  unschwer,  daß  auch  umgekehrt  jeder  Punkt 
dos  Quadrates  mindestens  ein  Urbild  auf  der  Strecke  besitzt:  In  der  Tat, 
zu  jedem  Punkte  h  des  Quadrates  gibt  es  mindestens  eine  Folge  ihn  ent- 
haltender Teilquadrate  {Qn},  wo  Dn  Teilquadrat  der  n-ten  Teilung,  und 
£U  H- 1  -<  On .  Ist  ©„  die  Strecke  der  n-ten  Teilung,  die  gleiche  Nummer  wie 
Cn  hat,  so  ist  auch  ©n4-i-<©n.'  Es  gibt  also  einen  und  nur  einen  Punkt  der 
Strecke,  der  zu  allen  ©n  gehört:  er  ist  ein  Urbild  von  h. 

Es  bleibt  zu  beweisen,  daß  unsre  Abbildung  der  Strecke  aufs  Quadrat 
Ktetig  ist.  Sei  a  ein  Punkt  der  Strecke,  -[op}  eine  Punktfolge  der  Strecke 
mit  lim  ap  =  a;  sei  b  das  Bild  von  a,   hp  das   von  a^.     Wir  haben   zu   be- 

weisen,  daß   lim   bp^^b  ist. 

p  =  CO 

Tritt  a  bei  keiner  unsrer  Teilungen  der  Strecke  als  Teilpunkt  auf,  so 
mögen  ©,i  und  Dn  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  vorhin;  fast  alle  Cp  liegen 
dann  in  ©n,  daher  fast  alle  bp  in  ön,  und  da  b  in  allen  £l»  liegt,  und  {On} 
eich  auf  b  zusammenzieht  (Kap.  I,  §  3,  S.  68),  so  haben   wir    lim  bp  ^=  b,  wie 

p^  *, 
behauptet.  —  Ganz  analog  schließt  man,  wenn  a  ein  Teilpunkt  ist,  nur  hat  man 

dann  an  Stelle  von  ©n  die  Vereinigung  der  oben  mit  ©n  und  ©n  bezeichneten 
Strecken,  an  Stelle  von  £in  die  Vereinigung  O^  -j-  O^'  ^.u  benutzen. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  unsre  Abbildung  der  Strecke  aufs  Quadrat  stetig 
ist.  Nach  Satz  II  kann  sie  daher  nicht  eineiudeutig  sein.  Es  hat  keine 
Schwierigkeit,  tatsächlich  Punkte  des  Quadrates  anzugeben,  die  mindestens 
iwei  verschiedene  Urbilder  auf  der  Strecke  besitzen;  dies  trifft  offenbar  für 
jeden  Punkt  des  Quadrates  zu,  in  dem  zwei  Teilquadrate  zusammenstoßen, 
die  nicht  aufeinanderfolgende  Nummern  haben.  Punkte,  in  denen  drei  (oder 
vier)  Teilquadrate  zusammenstoßen,  von  denen  keine  zwei  aufeinanderfolgende 
Nummern  haben ^),  werden  sogar  drei  (bzw.  vier)  verschiedene  Urbilder  auf 
der  Strecke  besitzen. 

Es  ist  nicht  schwer,  unser  Abbildungsverfahren  so  abzuändern,  daß 
kein  Punkt  des  Quadrates  mehr  als  drei  verschiedene  Urbilder 
auf   der   Strecke   besitzt").     Das   aber   ist    alles,   was  sich  erreichen  läßt. 


*)  Z.  B.  in  Fig.  3  der  gemeinsame  Eckpunkt  der  Quadrate  7,  10,  55,  58; 
in  Fig.  4  der  gemeinsame  Eckpunkt  der  Quadrate  12,  25,  30,  43. 

*)  H.  Hahn,  Ann.  di  mat.  (3^  21  (1913),  50.  Ein  andres  Verfahren  bei 
G.  Pölya,  Bull.  Crac.  1913,  312. 
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Denn  es  gilt  der  Satz'):  Bei  jeder  stetigen  i^bildung  einer  Strecke 
auf  ein  Quadrat  gibt  es  eine  im  Quadrat  dichte  Menge  von  Punkten, 
die  mindestens  drei  verschiedene  Urbilder  auf  der  Strecke  be- 
sitzen. Die  Menge  aller  Punkte  des  Qua.lrates,  die  mindestens  zwei  ver- 
schiedene Urbilder  auf  der  Strecke  besitzen,  hat  stets  die  Mächtigkeit  c''). 

Wir  denken  uns  durch  das  oben  dargelegte  Verfahren  die  Strecke  O^f^  1 
des  5H,  auf  das  Quadrat  0<a;^l,  0£yfl  des  9i.,  abgebildet.  Sind^a;^^), 
y  (t)  die  Koordinaten  des  dem  Punkte  t  entsprechenden  Quadratpunktes,  so 
sind  x{t),   y{t)   auf    [0,  U  stetige  Funktionen;  es  ist  also: 

(0)  x  =  x{t),     y-~-=y{t),     0<«^1 

ein  sogenannter  „stetiger  Kurvenbogen"  (vgl.  S.  518),  der  die  Eigenschaft  hat, 
durch  alle  Punkte  des  Quadrates  hindurchzugehen.  Er  wird  bezeichnet  als 
Peanosche  Kurve.  Ihr  Verlauf  selbst  entzieht  sich  der  Anschauung,  man 
kann  ihm  aber  anschaulich  dadurch  näher  kommen,  daß  man  die  Näherungs- 
polygone betrachtet,  die  entstehen,  indem  man  immer  bei  der  n-ten  Teilung 
des  Quadrates  der  Reihe  nach  die  Mittelpunkte  der  mit  1,  2,  .  .  .,  ^2n  nume- 
rierten Teilquadrate  durch  Strecken  verbindet. 

Von  den  vielen  merkwürdigen  Eigenschaften  der  beiden  Funktionen  (0) 
sei  hier  nur  erwähnt,  daß  sie  jeden  Wert  zwischen  0  und  1  in  einer 
abgeschlossenen  Punktmenge  der  Mächtigkeit  c  annehmen').  Durch 
die  inverse  Schränkungstransformation  erhält  man  aus  ihnen  stetige  Funktionen 
einer  reellen  Veränderlichen,  die  jeden  Wert  ^  0  in  einer  Punktmenge  der 
Mächtigkeit  c  annehmen. 

Wir  wollen  noch  kurz  ein  zweites  Beispiel  einer  stetigen  Abbildung  einer 
Strecke  auf  ein  Quadrat  besprechen^).  Wir  gehen  aus  von  einer  stetigen  Ab- 
bildung einer  nirgends  dichten,  perfekten  Punktmenge  der  Strecke  aufs  Qua- 
drat, die  dann  leicht  zu  einer  stetigen  Abbildung  der  ganzen  Strecke  ergänzt 
werden  kann. 

Sei  a,  h  die  abzubildende  Strecke  des  D^j,  und  sei  ^  eine  a  und  h  enthal- 
tende, nirgends  dichte,  perfekte  Menge  aus  [a,  h]  (Kap.  I,  §  9,  S.  110).  Die 
Menge  SK  der  punktfreien  Intervalle  von  ^  in  [a,  6]  hat  in  ihrer  natürlichen 
Reihenfolge  den  ürdnungstypus  r}  (Kap.  I,  §  9,  Satz  II).  Dasselbe  gilt  von 
der  Menge  öJ  aller  ins  Intervall  (0,  1)  fallenden  endlichen  Systembrüche  einer 
gegebenen  Grundzahl  g  (Einleitung  §  8,  Satz  II).  Es  gibt  also  eine  ähn- 
liche  Abbildung  A  von  9Jl  auf  Q). 

Au.sgehend  von  dieser  Abbildung  A  detinieren  wir  nun  eine  Abbildung  B 
von  $  auf  die  unendlichen  Systembrüche 
(*)  O-Ci  ea  .  .  .  e„  .  .  . 

der  Grundzahl  (j  durch  die  Vorschrift: 


^)  H.  Hahn,  a.  a.  0.  42  ff.  Vorher  (ohne  Beweis)  ausgesprochen  tou 
H.  Lebesgue,  Math.  Ann.  70  (1911),  168. 

«)  H.  Hahn,  a.  a.  0.  48. 

')  Ein  allgemeines  Verfahren  zur  Herstellung  solcher  Funktionen  s.  H. 
Hahn,  a.  a.  0.  36  ff. 

■*)  H.  Lebesgue,  Le9on8  sur  l'integration  44.  H.  Hahn,  Ann.  di  mat. 
(3)  21,  (1913),  51.  —  Ein  anderes  Verfahren  findet  man  noch  bei  W.  Sier- 
pinski.  Bull.  Crac.  1912.  462;  Prace  mat.-fiz.  23  (1912),  193.  —  Weitere  Lite- 
ratur: K.  Knopp,  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  26  (1917),  110;  A.  Hess,  Stetige 
Abbildung  einer  Linie  auf  ein  Quadrat,  Zürich  1905. 
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1.  Den  Punkten  a  und   b  von  <ß   werden  zugeordnet  die  Systembrüche: 

0   00...0...,    bzw.    0-(g  —  l)ig-l)...(9-\)... 

2.  Ist  (p,  q)  ein  Intervall  aus  SK '),  und  ist  Oe,  e.^  .  .  .  c„  (e„  4=  0)  der 
dem  Intervalle  (p,  q)  durch  A  zugeordnete  endliche  (/-Bruch,  so  wird  dem 
Punkte  j)  zugeordnet  der  unendliche  ^-Bruch: 

(t)  0  ■  f ,  c,  . . .  (e„  -  1 )  (^  -  1 )  (^  -  1  j  . . .  (^  -  1 )  . . .  ^ 

dem  Punkte  q  aber  der  unendliche  ^-Bruch-): 

(tt)  0.e,e,  ...c„00...0... 

3.  Ist  a  ein  Punkt  zweier  Art  von  %,  eo  ruft  er  in  der  (natürlich  ge- 
ordneten) Menge  9Jt  einen  Sehn  tt  hervor,  dem  vermöge  A  ein  Schnitt  in  der 
Menge  ©  der  endlichen  ^-Brüche  entspricht,  der  nicht  durch  e'nen  dieser  end- 
lichen ^-Brüche  hervorgerufen  wird.  Er  wird  also  hervorgerufen  durch  einen 
unendlichen  ^-Biuch,  den  wir  nun  dem  Punkte  o  zuordnen. 

Nachdem  wir  so  eine  Abbildung  B  von  ^  auf  die  Menge  der  unendlichen 
^-Brüche  (*)  definiert  haben,  leiten  wir  daraus  eine  Abbildung  C  von  %  auf 
das  Quadrat  O: 

des  9^2  faß'*  durch  die  Vorschrift: 

Ist  (*)  das  Bild  des  Punktes  a  von  ^  vermöge  B,  so  sei  das  Bild  von  a 
vermöge  C  der  Punkt  von  Q: 
*♦)  x  =  0-e^e^  ...  e^^_^.  .  .  ;      y  =  Oe^e^...e.^^... 

Man  erkennt  ohne  weiteres,  daß  O  das  Bild  von  ^  vermöge  C  ist,  und 
daß  diese  Abbildung  von  ^  auf  Q  stetig  ist. 

Wir  haben  noch  diese  Abbildung  C  von  ^  auf  Q,  zu  einer  stetigen  Ab- 
bildung des  Intervalles  [a,  b]  auf  Q  zu  ergänzen.  Sei  zu  dem  Zwecke 
{p,  q)  ein  punkifieies  Interva'l  von  ^  in  [a,  b],  und  seien  p'  und  q'  die 
Bilder  von  p  und  q  vermöge  C.  Wir  bilden  einfach  die  Strecke  pq  des  SR^ 
ähnlich  ab  auf  die  Strecke  yg'  des  ^^.  Dadurch  ist  nun  tatsächlich  C 
zu  einer  stetige  n  Abbildung  von    [a,  b]    auf  O  ergänzt. 

In  ganz  analoger  Weise  kann  das  Intervall  [a,  b]  des  9ti  auch  stetig 
auf  das  Intervall  [0,0,  .  .  .,  0;  1.1,  .  ,  .,  Ij  des  SR^.*)  abgebildet  werden,  in- 
dem man  den  Punkt  (**)  des  'Si.,  ersetzt  durch  den  Punkt  des  SR^: 

00 
x,=   V!^iI-=-A>±L  (i=l,  2,  ..  .,  k). 

Wir  kennen  also  den  Satz  aussprechen: 

Salz  III.    Es  gibt  in    [0,1]    stetige,  den  Ungleichungen: 

0£x,{t)£l  (i  =  l,  2,  .  .  .,  fc) 

genügende   Funktionen   der   reellen  Veränderlichen  t,   so   daß   die 
&-gliedrige     Folge     {^^{1),  x.^(l},  ..  .,  Xn{t))     für      mindestens     einen 

^)  Dann  sind  p,  q  Punkte  erster  Art  von  ^. 

')  Wir  unterscheiden  also  hier  zwischen  den  zwei  dieselbe  Zahl  dar- 
stellenden, aber  formal  verschiedenen  ^-Brüchen  (f)  und  (ff). 

')  Es  kann  auch  die  Peanosche  Abbildung  ohne  alle  Schwierigkeiten  auf 
den  9?^  übertiagen  werden  (G.  Peano,  a.  a.  0.  159). 
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Wert  t  aus  [0,1]  übereinstimmt  mit  der  vorgegebenen  fe-gliedii- 
gen  Folge   (Xj,  x,,  .  .  .,  z^),   in  der: 

0^z,^l  (t=l,  2,  .  .  .,  k). 

Darüber  hinaus  gilt  noch*): 

Sat2  IT.    Es  gibt  in    fO,  1]    stetige,  den  Ungleichungen: 

0<Xi{t)£l  (i-=I,  2,  .  .  .  ) 

genügende  iiunktioneu  der  reellen  Veränderlichen  t,  so  dali  die 
unendliche  Folge  {x,  (f)}  für  mindestens  einen  Wert  t  aus  [0,  1] 
übereinstimmt  mit  der  vorgegebenen  unendlichen  Folge  {x^},  in  der: 

0^x,^l  (i=-l,  2,  .  .  .  )• 

In  der  Tat,  man  hat  nur  (**)  zu  ersetzen  durch : 

00 

»i  =  2j  ^ — —  (»=1.2,...)- 

y=l  9 


§  8.    Halbstetigkeit  in  einem  Punkte. 

Die  auf  ''^l  definierte  Funktion  f  heißt  oberlialb  stetig*)  auf 
91  im  Punkte  a  von  21,  wenn  für  jede  Punktfolge  {a„}  aus  *?{  mit 
lim  a^  =  a: 

W  lk^/-(aj^/"(a) 

n  =  00 

iet;  sie  heißt  unterhalb  stetig  in  a  auf  St,  wenn  für  jede  solche 
Punktfolge : 

lim/-(aj>/(a). 

Ist  /■  in  a  oberhalb  (unterhalb)  stetig  auf  51,  und  ist  iö  ein  a  ent- 
haltender Teil  von  %.  so  ist  /'  in  a  auch  oberhalb  (unterhalb) 
stetig  auf  $8. 

Satz  I^).  Damit  /oberhalb  stetig  sei  in  a  auf  31,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß: 

(*)  G{a;fA\)=f[a)\ 

damit  f  unterhalb  stetig  sei  in  a  auf  i?{ .  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß: 

Es  wird  genügen,  die  erste  Hälfte  der  Behauptung  zu  beweisen. 

»)  H.  Lebesgue,  Journ.  de  math.  (6)  1  (1905),  210. 

-)  Dieser  Begriff  wurde  eingeführt  von  R.  Baire,  auf  den  auch  die 
folgenden  Sätze  im  wesentlichen  zurückgehen:  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  6. 
Legons  sur  les  fonctions  discontinues  (1905)  71,  84.  Vgl.  auch  W.  H.  Young, 
Rom  4.  Math.  Kongr.  (1908)  Bd.  2,  49. 

•)  Satz  I  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 
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Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat, 
f  sei  oberhalb  stetig  in  a  auf  ^31.  Aus  (0)  und  der  allgemeinen  De- 
finition von  G{a;f,'H)  (§  2,  8.  117)  folgt: 

(*♦)  G{a;f,^l)<f{a). 

Nach  §  2,  Satz  II  aber  ist: 

(***)  G(a;f,^)>f{a). 

Durch  (**)  und  (***)  aber  ist  (*)  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  folgt 
aus  der  aUgemeinen  Definition  von  G{a;f,'$i)  sofort  (0),  d.h.  f  ist 
in  a  oberhalb  stetig  auf  21,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Durch  Berufung  auf  §  2,  Satz  III  erkennen  wir  nun  unmittelbar: 
Satz   II.     Geht  /^  durch  die  Schränkungstransformation 
über  in  /'*,  so  sind  /'  und   /'*  in  jedem  Punkte    von  2t  gleich- 
zeitig oberhalb  (unterhalb)  stetig  auf  31. 

Satz  III^).  Damit  f  oberhalb  stetig  sei  in  a  auf  2(,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  q^fiß)  eine 
Umgebung  U  von  a  in  31  gebe,  so  daß: 

f(a')<^q      für  alle  a'  von  U. 

Die    Bedingung    ist    notwendig.       Angenommen,    es    gäbe    zu 

einem  q~^f[a)  keine  solche  Umgebung  H.    Dann  gäbe  es  in  U  (o; -j 

ein  a„  von  31,  so  daß: 

Dann  aber  ist: 

limö,,  =  a;     lim/'(aj>  g  > /"(a), 

und  f  ist  nicht  oberhalb  stetig  in  a. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen,  sie  sei  erfüllt. 
Für  jede  Folge  {a„}  aus  31  mit  lim  a^  =  a  liegen  dann  fast  alle 
a,,  in    U ;    es    ist   also :  """'"' 

f{ci„)<^q     für  fast  alle  n. 

Und  da  dies  für  jedes  q^f(a)  zutrifft,  ist: 

iim/'(aj</-(a), 

n  =  « 

d.  h.  f  ist  oberhalb  stetig  in  a.     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Sowie  in  §  3  Satz  V  aus  Satz  IV,  folgt  nun  hier  aus  Satz  III: 


*j    Ein  analoger   Satz  gilt  für  unterhalb   etetigos  /.     Es  sind  die  'Unglei- 
chungen q>  f(a),  f{a')  <  j  zu  ersetzen  durch  p  <f{a),  f{a')  >  p. 
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Satz  ly.  Damit  /"  oberhalb  stetig  sei  in  a  auf  %,  ist  not- 
wendig und  hinreicliend,  daß  es  zu  jedem  rj  ^ /(a)  ein^^O 
gebe,  so  daß,  wenn  II  (a;^)  die  Umgebung  o  von  a  in  U  be- 
deutet: 

f{a')<iq      für  alle  a    von  U  (a;  ß). 

Sowohl  aus  der  Definition  der  Halbstetigkeit,  als  aus  den  Be- 
dingungen jedes  der  Sätze  I,  III,  IV  entnehmen  wir: 

Satz  V.  Damit  f  stetig  sei  in  a  auf  9(,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  f  sowohl  oberhalb  als  unterhalb 
stetig  sei  in  a  auf  9(. 

Satz  VI.  Ist  /  oberhalb  stetig  in  a  auf  3(,  so  ist  — f 
unterhalb  stetig  in  a  auf  ?I  (und  umgekehrt). 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  der  Halb- 
stetigkeit, zusammen  mit  Gleichung  {^*:^  von  S.  38. 

Dieser  Satz  gestattet  es  vielfach,  für  oberhalb  stetige  Funk- 
tionen bewiesene  Sätze  auf  unterhalb  stetige  zu  übertragen. 

Satz  VIT.  Sind  f\  und  /;,  oberhalb  (unterhalb)  stetig  in 
a  auf  9(.  und  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  \n%,  auf  der 
t\-\-f»  ausführbar  ist,  so  ist  auch  /i-|-/Jj  oberhalb  (unter- 
halb) stetig  in  a  auf  U. 

Sei  in  der  Tat  {a„}  eine  Punktfolge  aus  II  mit  lim  a„==a. 
Nach  Annahme  ist:  '•'^'* 

1  im  /i  (a„)  <  ti  {a)  \         Hm  ^  (a„)  ^  f^  (a) , 

«     ■     00  »(    =    00 

also  nach  Einleitung  §  6,  Satz  VII^): 

lim  (/;  (a J  -\-  /,  (a„))  <  Ihn  f,  («J  +  ^  U  (« J  £  t\  («)  +  /:,  («) • 

Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Ganz  ebenso  beweist  man: 

Satz  VIII.  Sind  f^  und  /^  oberhalb  (unterhalb)  stetig  in 
a  auf  %,  und  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  §{,  in  der 
/i^O,  /a^O,  und  in  der  /"^-Z!,  ausführbar  ist,  so  ist  auch 
/■j/g  oberhalb  (unterhalb)  stetig  in  a  auf  U. 


*)  Falls    in    der  folgenden    Ungleichung    das  Mittelglied    ausführbar    ist. 
Sollte  dies  nicht  der  Fall  sein,  so  sei  etwa: 

lim  /"i  (a„)  =  —  OO  ;       lim  /;  (a„)  =  +  OO  . 
n  —  eo  n  -=  00 

Weil  /"j  oberhalb  stetig  in  a  auf  2t,  ist  dann  auch  /jj  (a)  = -}- CXD  ,  und  weil 
nach  Annahme  A  (a)  +  A  (<^)  ausführbar,  so  ist  A  («) -|- /"^  (o)  = -|- OO  ;  also  ist 
auch  dann  A  -j-  /"„  oberhalb  stetig  in  o  auf  91 . 
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Satz  IX.  Seien  l'i,f^,...,fj^  endlich  viele  Funktionen, 
die  auf  %  definiert  und  in  a  oberhalb^)  stetig  auf  %  sind. 
Ist  /'  der  größte  (oder  kleinste)  unter  den  k  Funktions- 
werten /j, /i,, . . .. /',..  so  ist  auch  f  oberhalb^)  stetig  in  a 
auf  «?(. 

Es  genügt,  den  Beweis  für  k  =  2  zu  führen,  da  er  dann  für 
beliebiges  k  durch  vollständige  Induktion  folgt. 

Sei  zunächst  /  der  größere  der  beiden  Funktionswerte  t\,  f^, 
und  sei  etwa: 

/i(«)^/2(«)  und  somit  f{a)  =  f^{a). 

Nach  Voraussetzung  ist  für    jede  Folge  {a„}  aus  SU  mit  lim  a„  =  a: 

n  =  OD 

ii^  /,  {aj  £  f,  (a) ;     \kn  f,  (aj  £  f,  (a) . 

n  =  9>  n  =  » 

Für  jedes  p: 

ist  also: 

fiM<P'     hM<V     für  fast  alle  n, 
mithin  auch: 

t'{a^)<^p      für  fast  alle  n, 
d.  h  es  ist: 

lim /(aj^i?, 

n  =  » 

und  da  dies  für  jedes  p^f{a)  zutrifft: 

iimf(aj^f(a). 

n  =  OD 

Also  ist  /  oberhalb  stetig  in  a  auf  51,  wie  behauptet. 

Sei  sodann  /'  der  kleinere  der  beiden  Funktionswerte  f^,  f^, 
und  sei  etwa: 

Nach  Voraussetzung  ist  für  jede   Folge  {a„}  aus  %  mit    lima,^  =  a: 

n  =  » 

lim  /i  («n)  ^  ^1  («)' 
n  =  « 

mithin,  da  f'£t\^  auch: 

lim"/-(aj^/;(a)  =  /•(«), 

n  =  » 

d.h.  es  ist  wieder  /'  oberhalb  stetig  in  o,  auf  ?t.     Damit  ist  Satz  IX 
bewiesen. 


^)  Der  Satz  gilt  auch  für  unterhalb  stetige  Funktionen.     Er  ist  ein  all- 
gemeiner Grenzsatz. 
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§  9.  Halbstetigkeit  auf  einer  Punktmenge. 

Ist  die  auf  \>t  definierte  Funktion  /"  in  jedem  Punkte  a  von  il 
oberhalb  (unterhalb)  stetig  auf  9t,  so  heist  sie  kurz  oberhalb  (unter- 
halb) stetig  auf  ?l.     Aus  §8,  Satz  V  folgt: 

Satz  I.  Damit  /  stetig  sei  auf  9(,  ist  notwendig  und 
hinreichend,  daß  f  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  stetig 
sei  auf  ■?!. 

An  Stelle  von  §4,  Satz  II  tritt: 

Satz  11^}.     Ist  2t  kompakt  und  abgeschlossen,    und    ist  /' 
oberhalb    stetig    auf  91.    so   gibt   es   in    91   einen  Punkt  a,  so 
daß 
(*)  /(a)  =  (?■(/•,  9t); 

ist  hingegen  /unterhalb  stetig  auf  91,  so  gibt  es  in  9(  einen 
Punkt  a,  so  daß: 

(**)  '  na)  =  g{f,%). 

In  der  Tat,  nach  §2  Satz  IX  gibt  es  in  91°  einen  Punkt  a, 
so  daß: 

(0)  G(a;/;  9t)  =  (?(/•,  9t), 

und  weil  91  abgeschlossen,   gehört  a   zu  9t.     Weil    /"  oberhalb    stetig 

auf  9t,  ist  (§  8,  Satz  I): 

(00)  (?  (a; /■,9t)  =-/■(«)  • 

Aus  (0)  und  (00)  aber  folgt  (*),  und  analog  beweist  man  (**j. 

Aus  Satz  II  folgt  unmittelbar: 

Satz  III.  Ist  9t  kompakt  und  abgeschlossen,  so  ist  jede 
auf  9t  endliche,  oberhalb  stetige  Funktion  nach  oben  be- 
schränkt, jede  auf  9t  endliche,  unterhalb  stetige  Funktion 
nach  unten  beschränkt. 

Während  nach  Satz  II  auf  einer  kompakten ,  abgeschlossenen 
Menge  jede  oberhalb  stetige  Funktion  gleich  wird  ihrer  oberen 
Schranke,  gilt  dies  für  die  untere  Sehranke  nicht'-).  Wir  kommen 
weiter  unten  "j  auf  das  Verhältnis  einer  oberhalb  stetigen  Funktion 
zu   ihrer  unteren  Schrankenfunktion  eingehender  zurück. 

An  Stelle  von  §  4,  Satz  VI  tritt: 

*)  Satz  II  ißt  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 

')  Beispiel:    Sei    31    das    Intervall     [ — 1,1      de«    $R,    und   /"(»;  =  —  — — 

für  »4=0,  /■(0)  =  0. 
»)  Satz  V  und  VI. 
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Satz  IV^j.  Damit  /"  oberhalb  stetig  sei  auf  )a,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  für  jedes'^)  c  die  Menge  aller 
Punkte  von  9(,  in  denen  /'^  c  ist,  abgeschlossen   sei   in  91^). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  sei  f  oberhalb 
stetig  auf  'i}l,  und  sei  ■?('  die  Menge  aller  Punkte  von  ^,  in  denen 
f^c.  Sei  a  ein  zu  5(  gehöriger  Häufung.spunkt  von  91'.  Es  gibt 
in  ?('  eine  Folge  {a^,}  mit  lim a^  =  a.     Weil  f  oberhalb  stetig,  ist: 

(*)  i^fK)£m- 

Da  alle  a^  zu  •?('  gehören,  ist:  f{(ij^c,  somit: 

lim  f{aj'^c, 

n  —  00 

mithin  nach  (♦)  auch: 

f{a)  ^  e, 

d.  h.  auch  a  gehört  zu  91'.  Also  ist  21'  abgeschlossen  in  %,  wie  be- 
hauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
/■  sei  nicht  oberhalb  stetig  auf  91.  Ist  etwa  a  ein  Punkt  von  91, 
in  dem  f  nicht  oberhalb  stetig  auf  91,  so  gibt  es  eine  Punktfolge 
{a„}  in  91  mit  limfl„==a,  so  daß: 

n  =  «c  

hmf{aj>f{a). 

n  -=  00 

Es  gibt  dann  ein  c,  so  daß*): 

lim/-(aj>c>/Xo). 

n  =  00 

Dann  ist: 

f{aj  ^  c     für  unendlich  viele  n , 

Es  gehören  also  in  {a^}  unendlich  viele  a„  zu  91',  während  der 
Grenzpunkt  a  von  {a„}  nicht  zu  91'  gehört.  Es  ist  also  9r  nicht 
abgeschlossen  in  9(.     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  V.    Ist  /  oberhalb  stetig  auf  91,  und  ist  die  untere 
Schrankenfunktion: 
(0)  g{a;f,%)£c 


^)  Satz  IV  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 

*)  Statt  dessen  kann  es  auch  heißen:  für  eine  (im  31J  überall  dichto 
Menge  G  von  Zahlen  c. 

^)  Für  unterhalb  stetige  f  ist  f^e  durch  f^e  zu  ersetzen, 

*)  Und  zwar  gibt  es  ein  eolches  c  auch  in  der  in  Fußn.  ")  genannten 
Menge  S. 
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auf  einem  in  31  dichten  Teile  von  <H,  so  ist  die  Menge  S& 
aller  Punkte  von  31,  in  denen  /">  c  ist,  von  erster  Kate- 
gorie in  91*). 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schräiiknngistvansformation  können  wir 
ohne  weiteres  f  als  beschränkt  und  c  als  endlich   annehmen.     Nach 

Satz  IV  ist  für  jedes  n  der  Teil  33„  von  9{,  auf   dem  /'^c-j-      ist, 

abgeschlossen  in  31.  Er  ist  daher  nirgends  dicht  in  %;  denn 
andernfalls  gäbe  es  einen  nicht  leeren,  in  %  offenen  Teil  g  von  ST, 
in  dein  ^,,  dicht  wäre;  und  da  ^„  abgeschlossen  in  W,  wäre  (§:^93„; 

in    jedem    Punkte    von    g    wäre    also    f'^c-\--,    und  mithin,  da  K 
'  —  n 

offen  in  91,  auch  für  alle  a  von  6: 

entgegen  der  Annahme,  daß  der  Teil  von  91,  auf  dem  (0)  gilt,  in  9( 
dicht  sei. 

Nun  ist  aber  offenbar: 

S3  =  $8,-f  S3,4-...J-53„-i-..., 

und  da,  wie  geze'gfc,  jedes  58„  nirgends  dicht  in  91,  ist  33  von  erster 
Kategorie  in  31,  wie  behauptet.     Damit  ist  Salz  V  bewiesen. 

Unter  Anwendung  von  Kap.  I,  §8,  Satz  XV  können  wir  nun 
weiter  sagen: 

Satz  VI.  Ist  f  oberhalb  stetig  auf  der  relativ-vollstän- 
digen-) Menge  91,  und  ist   die  untere  Schrankenfunktion: 

(0)  gia;f,^)<c 

auf  einem  in  31  dichten  Teile  von  3t,  so  gibt  es  einen  in  3( 
dichten  o-Durchschnitt  in  31,  in  dessen  sämtlichen  Punkten 
auch  f  ^  c  ist^). 

Ein  Analogen  zu  §  4,  Satz  VIII  und  IX  sowie  zu  §  5,  Satz  I 
besteht  für  halbstetige  Funktionen  nicht.  An  Stelle  von  §  5,  Satz  IV 
tritt: 


')  Ißt  /"unterhalb  stetig,  so  ist  (0)  zu  ersetzen  durch  G{a;f,  91)  ^  c  und 
die  Ungleichung  /">- c  durch  f<Cc. 

^)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.     Beispiel:  Sei  9t  die 

Menge    der    rationalen    Punkte    des    9?i;    für    a:=—   (m,    n    teilerfremd)    sei 

1  ** 

f{x)=.    Dann  ist  f{x)  oberhalb  stetig  auf  91,  und  es  ist  ^  (r; /",  9I)  =  0    für 

alle  X  von  91;  trot/dcm  ist  /"(z)  >  0  für  alle  x  von  91. 

')  Ist  f  unterhalb  etetig,  so   ist   (0)   zu   ersetzen  durch  Q  {a;f,%)'^c 
and  f^c  durch  f^e. 
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Satz  VII.     Ist  93  ein  in  31  dichter  Teil  von  21,   so   ist    für 
jede  auf  91  oberhalb  stetige  Funktion  /': 

(1)  9(.f\'ii)  =  9{f>^)> 

für  jede  auf  %  unterhalb  stetige  Funktion  f: 

(2)  G{f,%)  =  G{f,^). 

Sei  in  der  Tat  f  oberhalb  Ftefg  auf  21.     Aus  93<:5l  folgt: 

(3)  ^(A«)^^(Aa). 

Ist  andrerseits  p  irgendeine  Zahl 

(4)  P>9{f>^), 
so  gibt  es  ein  a  in  21,  so  daß: 

fiaXp. 

Da  53  dicht  in  2t,  gibt  es  in  S8  eine  Folge  {b^}  mit 

fj  =  « 
Weil  f  oberhalb  stetig,  ist: 


n=  « 

und  somit  für  mindestens  ein  h 


lim  f{bj£f{a)<p, 

f{K)<P> 


also  auch: 

9{f,^)<p-> 

und  da  dies  für  jedes  (4)  genügende  p  g'lt,  auch: 
(5)  ^(AS3)^^(A2r). 

Aus  (3)  und  (5)  aber  folgt  (l).     Und  analog  beweist  man  (2),  wenn 
f  unterhalb  stetig  ist.     Damit  ist  Salz  VIT  bewies-en. 

Ganz  ebenso  wie  in  §  5  Sat/i  V  aus  Satz  IV,  folgt  nun  hier  aus 
Satz  VII: 

Satz  VIH.     Ist  93  ein  in  2t  dichter   Teil  von  2t,   so   ist   in 
jedem  Punkte  von  2t'',  wenn  f  oberhalb  stetig  auf  2t: 

(*)  ^(a;/-,2t)=-7(a;/",33); 

wenn  f  unterhalb  stetig  auf  2t: 

(**)  G(a;/",2t)  =  G(a;/,93). 

Für  oberhalb  stetige  Funktionen  wird  im  allgemeinen  (**)  nicht 
gelten,  für  unterhalb  stetige  (*)  nicht. 
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Eine  auf  einer  Boparabl.^n  Monge  "21  stetige  Funktion  ist,  wie  wir 
in  §  5  sahen,  völlig  gegeben  durch  ihre  Werte  auf  einem  in  51  dichten 
abzahlbaren    Teil    53    von   31,    und   zwar    ist  in    jedem  Punkte    von  91    (§  5, 

Satz  VI) 

f{a).^G{a;f,^)=^g{a;f,^). 

Vm  zu  einem  Resultate  zu  gelangen,  das  bei  halbstetig(^n  Funktionen  einigen 
Ersatz  für  diesen  Sachverhalt  bietet,  gehen  wir  aus  von  folgender,  auf  einer 
Beparablen  Menge  für  ganz  beliebige  Funktionen  gültigen  Tatsache: 

Satz  IX.  Zu  jeder  auf  der  separablen  Menge  SU  definierten 
Funktion  f  gibt  es  einen  in  31  dichten  abzählbaren  Teil  SQ  von  ?l, 
80  daß  in  jedem  Punkte  von  31°: 

(1)  g{a;f,^l)  =  g{a;f,'!3);     G  {a;  f,m  =  G  {a;  f,S&) . 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  f  al« 
endlich  annehmen.  Sei  r„  (n^l,2, ...)  die  Menge  aller  rationalen  Zahlen, 
St„  die  Menge  aller  Punkte  von  31,  in  denen 

Zugleich  mit  31  ist  auch  2I„  separabel  (Kap.  I,  §  7,  Satz  II),  es  gibt  also  einen 
in  3l„  dichten,  abzählbaren  Teil  S„  von  3I„.     Wir  setzen 

33'  =  i8,  -f  93, 4  •  •  •  4  S3»  4-  •  •  • 
Dann  ist  auch  93'  abzählbar,  und  da  offenbar: 

3t  =  3li  +  2I,-f  ...  +  2l,-f  ..., 

so  ist  nach  Kap.  I,  §  4,  Satz  IX    93'  dicht  in  31. 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  31*^  und  r„  eine  rationale  Zahl: 

(2)  r„<G(a;f,^A). 

In  jeder  Umgebung  von  a  gibt  es  dann  einen  Punkt  von  31,,  und  da  So»  dicht 
in  3l„,  auch  einen  Punkt  von  93„,  woraus  sofort  folgt: 

G{a;f,m^r,. 
Und  da  dies  für  jede  (2)  erfüllende  rationale  Zahl  r„  gilt,  ist  auch: 

(3)  G(a;/",99')^G(a;/-,3l). 
Da  aber  93'<C3I,  so  ist  andererseits 

(4)  Gia;f,SÖ')£Gia;f,m- 
Aus  (3)  und  (4)  aber  folgt: 

(5)  G{a;f,S8')-^G{a;f,%). 

Ganz  analog  beweist  man  die  Existenz  eines  abzählbaren,  in  Ä  dichten  Teile« 
!ö"  von  31,  für  den  in  jedem  Punkte  von  31": 

(6)  g{a;f,S8")^g(a;f,'il). 
Wir  setzen  nun: 

33  =  93' 4-93". 

Dann  ist  93  ein  abzählbarer  in  31  dichter  Teil  von  31,  und  aus: 

93'<93,    93"<33,    93<9I 
folgt: 

(7)  g{a;f,'ä)£g{a;f,^)£giaif,S8"); 

(8)  0{a;f,S8')<G{a;f,S8)£G{a;f,S!l). 

Aus  (5),  (6),  (7),  (8)  folgt  aber  (1),  und  Satz  IX  ist  bewieeen. 
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Nun  Bind  wir  in  der  Lage,  den  vorhin  angekündigten  Satz  über  halb- 
stetige  Funktionen  zu  beweisen*): 

Satz  X.  Zu  jeder  auf  der  separablen  Menge  31  oberhalb^)  ste- 
tigen Funktion  f  gibt  es  einen  abzählbaren,  in  91  dichten  Teil  S 
von  9J.  8o  daß  in  jedem  Punkte  von  9t: 

(t)  f{a)=^G{a;  (,<&). 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  IX;  denn  da  /"  oberhalb 
stetig  auf  91.  ist  (§  8,  Satz  1)  in  jedem  Punkte  von  91: 

f(a)  =  G{a;f,m. 

§  10.   stetige  und  halbstetige  Funktionen. 

In  gewissem  Sinne  Icönnen  die  halbstetigen  Funktionen  als  die 
nach  den  stetigen,  einfachsten  Funktionen  angesehen  werden.  Wir 
wollen  nun  zeigen,  wie  alle  halbstetigen  Funktionen  durch  Grenz- 
übergang aus  den  stetigen  Funktionen  gewonnen  werden  können.  Wir 
gehen  aus  von  dem  einfachen  Satze •"*): 

Satz  I').  Ist  {fy}  eine  monoton  abnehmende  Folge  von 
Funktionen,  die  sämtlich  oberhalb'')  stetig  sind  in  a  auf  ?I, 
so  ist  auch  ihre  Grenzfunktion  f=limf,.  oberhalb*^)  stetig 
in   a  auf  91. 

In    der   Tat,    da    nach   Annahme   in    jedem   Punkte    von   %   die 
Funktionswerte    fy    eine    monoton    abnehmende    Zahlenfolge    bilden, 
existiert    in    jedem  Punkte   von   Sil   der   Grenzwert   (Einleitung,   §  5, 
Satz  IX): 
(*)  /  =  lim/;, 

so  daß  die  Grenzfunktion  f  von  {fy}  auf  ganz  91  definiert  ist. 

Angenommen  nun,  es  wäre  f  nicht  oberhalb  stetig  in  a  auf  %. 
Dann   gäbe   es   in  ?I   eine   Punktfolge   {a^}    mit   lim a„  =  a,  so   daß: 

n=  X 

(**)  limf{aj>f{a). 

fl=oo 

Da  {fy}  monoton  abnimmt,  ist 

frM>f{aJ 

»)  Vgl.  hierzu  W.  H.  und  G.  Ch.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  8  (1910),  330. 
')  Für  unterhalb  stetige  Funktionen  tritt  an  Stelle  von  (f): 

f{a)==g{a;f^). 

■^)  R.  Baire,  Bull.  soc.  math.  32  (1904),  125.  Vgl.  auch  W.  H.  Young, 
Hess,  of  math.  1908,  148. 

*)  Satz  I  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 

**)  Für  unterhalb  stetige  Funktionen  gilt  der  Satz,  wenn  {/",,}  monoton 
wächst. 
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und  mithin  auch: 

(***)  Um /;.(aj<>  lim /-(aj. 

Wegen  (*)  und  (**)  ist  femer: 

f,{a)  <C  lim  f{aj     für  fast  alle  v. 

W=oo 

Es   wäre  also  wegen  (***)  für  fast  alle  v 

lim/',(aj>/;,(a), 

entgegen  der  Annahme,  daß  alle  /,.  oberhalb  stetig  in  a  auf  ^^(.  Da- 
mit ist  Satz  I  bewiesen. 

Aus  ihm  folgt  als  Spezialfall: 

Satz  IL  Die  Grenzfunktion  einer  monoton  abnehmenden 
Folge  auf  9t  stetiger  Funktionen  ist  oberhalb  stetig  auf  %; 
die  Grenzfunktion  einer  monoton  wachsenden  Folge  auf  ?( 
stetiger  Funktionen  ist  unterhalb  stetig  auf  91. 

Von  Satz  II  gilt  nun  auch  die  Umkehrung: 

Satz  III^).  Jede  auf  91  oberhalb  stetige  Funktion  ist 
Grenzfunktion  einer  monoton  abnehmenden  Folge  auf  91 
stetiger  Funktionen;  jede  auf  91  unterhalb  stetige  Funktion 
ist  Grenzfunktion  einer  monoton  wachsenden  Folge  auf  91 
stetiger  Funktionen. 

Es  wird  genügen,  die  erste  Hälfte  dieser  Behauptung  nachzu- 
weisen, und  zwar  wird  es  weiter  genügen,  sie  in  der  Form  nachzu- 
weisen-): 

Ist  f  eine  auf  9t  oberhalb  stetige,  der  Ungleichung: 

(1)  0£f<l 

genügende  Funktion,  so  gibt  es  eine  monoton  abnehmende  Folge  {fr} 
auf  91  stetiger,  der  Ungleichung: 

(2)  o^/;<i 

genügender  Funktionen,  derart  daß: 

(3)  f=\imf\.. 


M  R.  ßaire,  EuU.  eoc.  math.  32  (1904),  125.  Vgl.  auch  W.  H.  Young, 
Proc.  Cambr.  Phil.  Soc.  14  (1908),  523.  Für  beliebige  metrische  Räume  wurde 
der  Satz  zuorst  bewiesen  von  H.  Tietze,  Journ.  f.  Math.  145  (1914),  9.  Andru 
Beweise:  H.  Hahn,  Wien.'ßer.  12ß  (1917),  91;  C.  Carath6odory,  Vorl.  über 
reelle  Funktionen  401.  Der  einfachste  (erst  während  der  Drucklegung  er- 
schienene) Beweis  bei  F.  Hausdorff,  Math.  Zeitschr.  5  (1919),  293. 

^)  Vgl.  den  Beweis  von  Satz  VIII,  §  5. 
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Wir  definieren   (für  r^O)   eine  Funktion  K{r)  der  reellen  Ver- 
änderlichen  ;•  durch  (Fig.  5): 


■  1  in  [0,1] 

hy  [r)  =^  ^    linear  in  |  -  ,  - 


1     A 
V      V 


r2 


Oin    %4-oo.  ^"'g- 


Jedem  Punkte  a  von  %  ordnen  wir  nun  die  (für  alle  a    von  3( 
definierte)  Funktion  zu: 

(4)  f.,a{a')  =  h.{r{a,a'))-f(a'). 

Die   obere  Schranke  6r(/'v,a5  9I)  von  /",,«(«')  auf  l?!   ist  dann  eine   (für 
alle  a  von  21  definierte)  Funktion: 

fö)  /;(a)  =  ö(/-.,„,«), 

für  die  offenbar  (2)  erfüllt   ist.     Da  ferner  Ä,.  +  i  (r)^Äv(r),   ist   auch 
fv-\-\.a{o!)'^fv,a{p!)  und  damit  auch: 

/■v+i(a)</'v(a), 

d.  h.  die  Folge  {/"»,}  ist  monoton  abnehmend. 

Wir  zeigen  sodann,  daß  /",.  stetig  ist  auf  9r.   Da  /i,,  stetige  Funktion 
von  r,  gibt  es  zu  jedem  £  ^  0  ein  ^  ^  0 ,  so  daß 

(6)  I  hy  (r)  —  hy  {r')  j  <^  e     wenn  \r  — r\<CQ. 

Ist  a"  ein  beliebiger  Punkt    der  Umgebung    \X{a;Q)    von  a  in  9t,    so 
ist,  wegen  der  Dreiecksungleichung,  für  alle  a'  von  91: 

r(a,a')  — r(a".a')|<ß; 
und  somit  nach  (6): 

j  K  (>•  {a ,  a'))  —  K  [r  (a",  a'))  |<  e . 

Aus  (4)   und  (1)    folgt    dann   (für   alle   a"    von    \X{a;Q)   und    alle  a' 

von  9Il: 

!/-v,a"(a')-/;;a(a')|<f, 
und  somit  aus  (5): 

I  /;,  (o")  —  /;  (a)  I  ^  £     für  alle  a"  aus  U  (a ;  ß) . 

Das  aber  heißt:  /,,  ist  stetig  auf  91,  wie  behauptet. 

Wir  haben  endlich  noch  nachzuweisen,  daß  (3)  gilt.     Da: 

fr,a{a)=^K{0)-f(a)  =  f(a), 
so  ist  nach  (5): 

(7)  fy{a)>f{a)      für  alle  v. 

11* 
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Da  andrerseits  /'  oberhalb    stetig  in  a  auf  ?( ,  so  gilt,  wenn  e  ^  0  be- 
liebig gegeben,  für  fast  alle  v: 

2 

f{a')<f{a)-\-e      wenn  r(a', a)<-. 

Dann  aber  ist  zufolge  (4): 

fr.a{a')<f{a)-{-E     für  alle  a    von  ^21. 
und   mithin  ist  zufolge  (5): 

(8)  /■,(a)</"(a)  + /■     für  fast  alle  r. 

Aus  (7)  und  (8)  aber  folgt  (3),  und  Satz  III  ist  bewiesen. 

Satz  IV^.  Ist  g  unterhalb  stetig,  /(  oberhalb  stetig  auf  91, 
und  ist 

(1)  g>h, 

so    gibt   es   eine   auf  91   stetige  Funktion  f,    die   der  Unglei- 
chung genügt: 

(2)  9>f^h. 

In  der  Tat,  nach  Satz  III  gibt  es  eine  monoton  wachsende 
Folge  {(/,.}  und  eine  monoton  abnehmende  Folge  {/«,}  auf  91  stetiger 
Funktionen,  so  daß: 

(3)  gr  =  lim.9,.;     li^=\\mhy. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  alle  auftretenden 
Funktionen  als  endlich  annehmen. 

Ist  F  irgendeine  Funktion,  so  bezeichnen  wir  mit  [F]  den 
größeren  der  beiden  Werte  F  und  0,  d.  h.  es  ist: 

r  T.T        i^  ^'^nn  J^>  0 
^    ^        \0   wenn  F£0. 

Nach    §  3,    Satz  VIII    ist    [F]    gleichzeitig    mit    F   stetig,    und    aus 
F,£fI  folgt  [F,]<[F,]. 
Wegen  (4)  ist: 

^1  —9i^Jh—9.2^K  —9i^K  —  9ii^---, 
und  wegen  (3)  und  (1)  ist: 

lim  (hy  — •  ^v )  =  lim  {hy  —  yy  -|_  i)  =  /i  —  !/^0. 


*)  H.  Hahn,  Wien.  Ber.  126  (1917),  103.  Der  folgende  Beweis  stammt  von 
F.  Hauedorf f,  Math.  Zeitschr.  5  (1919),  295. 
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Daher  ist  auch: 

IK  —  9i]  ^  [K   ~  y-i]  ^  [K  -  9^]  ^  [Ä»  —  ^J  ^  •  •  •  ' 
lim  [h,  —  y,]  =  lim  [h,.  -  g,.^i]  =  0. 

»'=x  }=x, 

Also  ist 

(5)  (h  +  Uh    -  9i]  -  -  [Äi       .9o]  H-  [Ä,    -  (/J  -  -  [K  -  ^«]  +  •  •  • 

eine  alternierende  Reihe  mit  monoton  abnehmenden,  gegen  0  kon- 
vergierenden Gliedern,  mithin  nach  einem  bekannten  Satze  eigentlich 
konvergent.     Wir  bezeichnen  ihre  Summe  mit  f. 

Die  ungeraden  Teilsummen  von  (5)  bilden  eine  monoton  wach- 
sende, die  geraden  eine  monoton  abnehmende  Folge  stetiger  Funktionen. 
Also  ist  nach  Satz  II  die  Summe  f  von  (5)  sowohl  unterhalb  als  ober- 
halb stetig,  d.  h.  stetig  auf  31  (§  8,  Satz  V). 

Wir  wollen  nun  noch  zeigen,  daß  diese  Funktion  /  der  Un- 
gleichung (2)  genügt.     Wir  unterscheiden  dabei  die  zwei   Fälle: 

1.    g(a)  =  h{a),  2.    g(a)'>h(a). 

Im  ersten  Falle  ist  im  Punkte  a: 

9/1  <i  9  =  h  <.  hy     für  alle  // ,  v : 
infolgedessen: 

(6 )  [hy    —    (Jy  ]    =    hy       ~    Qy  [  [hy   "    .7,,  ^  l]    =   A,  ^'v  -f  1  > 

und  aus  (5)  wird: 

/■=  Ol  +  {K  —  9i^  —  {K  —  .9o)  +  (ho  —  gJ  -  -  (K  —  i'a)  +  •  •  • ' 
d.  h. :  /  ==  lim  </,,  =  lim  hy^=  g  =  h, 

V  =  X  V  —X. 

und  (2)  ist  erfüllt. 

Im  zweiten  Falle  sind  wegen  h  —  g  <^  0  und  wegen  (3)  in  der 
Folge: 

{V       h^—;/^,     h^—g^,     h„-g„,....     hy  — gy.     hy  —  gy^i,.... 

alle  Glieder  von  einem   bestimmten  an  <C0,    und  wir   haben  wieder 
zwei  Fälle   zu    unterscheiden,   je  nachdem   das   erste   negative   Glied 
in  (7)  die  Form  hat:  hy  —  gy  (Fall  2a)  oder  hy  —  .9,. 4-1  (Fall  2b). 
Im  Falle  2  a  wird  aus  (5): 

f=  9x  +  {K  —  9x)  —  (K  —  .9o)  +  •  •  •  —  (^.-1  —  9v)  =  9r , 
und  somit,  weil  {gy}  monoton  wächst: 

(8)  f=9r<g; 

andrerseits,  weil  hy — </,  das  erste  negative  Glied  der  Folge  (7)  war. 


166  Der  Begriff  der  Stetigkeit  und  seine  Verallgemeinerungen, 

und  weil  {h,}  monoton  abnimmt: 

(9)  f=9y>K^h. 

Durch  (8)  und  (9)  ist  wieder  (2)  bewiesen. 
Im  Falle  2b  wird  aus  (5): 

f=9,+{K-9l)-{K-9.2)-r----\-il^r  —  9r)  =  K, 

und  wie  vorhin  findet  man: 

f=hy>h;     f=K<Cgy^i<g, 
und  somit  wieder  (2).     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Wir  bemerken  noch,  daß  aus  Satz  IV  sich  ein  sehr  einfacher 
Beweis  für  Satz  X  von  §  5  ergibt^).  Sei  in  der  Tat  auf  dem  in  % 
abgeschlossenen  Teile  ^8  von  %  eine  stetige  Funktion  f*  gegeben. 
Wir  setzen: 

_  r     /•*      auf  «  ,  ^  r     /■*      auf  iS 

•^~l  +  oo   auf  9t  — 95:        '       l  —  cc   auf  "iS  -  53  . 

Aus  §  9  Satz  IV  entnehmen  wir  sofort:  g  ist  unterhalb,  h  ist  ober- 
halb stetig  auf  9(.  Nach  Satz  IV  bilden  wir  eine  auf  9(  stetige,  der 
Ungleichung 

h  ^  f<  g 

genügende  Funktion.     Da  auf  S3: 

g  =  h  =  f*, 

so  ist  f=f*  auf  53.     Damit  aber  ist  Satz  X  von  §  5  bewiesen. 

§  11.    Die  Schrankenhinktionen  als  halbstetige  Funktionen. 
Grenzwert  einer  Funktion. 

Ein  besonders  wichtiges  Beispiel  halbstetiger  Funktionen  sind  die 
Schrankenfunktionen  G{a;  f,  'ii),  g{a:  f,  %)  einer  beliebigen  Funktion  f, 
die  wir  in  §  2  eingeführt  haben.  Um  dies  einzusehen,  gehen  wir  aus 
von  der  Bemerkung: 

Satz  I.    Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

{0)  f(a)  =  G{a:f\  91 ) ,      f{a)  =  g(a;  f,  9t) , 

so  ist  für  jede  offene  Menge  S8: 

(1)  G  Cf\  939t«)  =  G  (f,  939t);      g (/.  939t°)  =  «7  (f,  93 9t ) . 


»)  F.  Hauödorff.  a.  a.  0.  296. 
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In  der  Tat,  wegen  f'^f  und  weil  35 ''Jl -<  S '•Jl'* ,  ist  zAinächst: 
(2j  Ö(Ä  33^)1°)^  (?(Äg3St)>G(A  939t). 

Ist  sodann  p  irgendeine  Zahl: 

(3)  p<Gf(Ä589r«), 

so  gibt  es  in  3391''  mindestens  einen  Punkt  b,  ^ti  dem: 

m  =  G{b;f,^l)>p, 

mithin,    da  )3   offen,   also  3391   eine  Umgebung  von  6  in  91  ist,   gibt 
es  (§  2,  Satz  VII i  in  33 9(  einen  Punkt  a,  in  dem 

f{a)>P- 
Also  ist  auch: 

und  da  dies  für  jede  (3)  genügende  Zahl  p  gilt,  ist: 

(4)  Gif,^'ä)>G{f,S8SH^). 

Aus  (2j  und  (4)    folgt    die    erste  Gleichung  (1),    und  analog  beweist 
man  die  zweite. 

Satz  UV'-  Ist  /  eine  beliebige  Funktion  auf  91,  so  ist  ihre 
obere  Schrankenfunktion  G{a]  (',''}(}  oberhalb  stetig,  ihre 
untere  Schrankenfunktion  g{a:f'.'i[\  unterhalb  stetig  auf  der 
abgeschlossenen  Hülle  %^. 

In  der  Tat.  machen  wir  wieder  von  der  Bezeichnungsweise  fO) 
Gebrauch.  Nach  §  2,  Satz  IV  ist  G  (a;  f,  SU)  =  'f(a)  die  untere  Schranke 
von  G{t'.S8S!l)  für  alle  a  enthaltenden  offenen  Mengen  33  (d.  h.  für 
alle  Umgebungen  von  a  in  91).    Und  ebenso  ist  G  (a;  f,  91^)  die  untere 

Schranke  von  (t(/",  3391**)  für  alle  a  enthaltenden  offenen  Mengen  33- 
Nach  Satz  I  aber  ist: 

r;i/,3390  =  G(Ä33.9I^, 
und  mithin   auch: 

f\a)=G(a;  f,S!l)=G{a:  f,'if), 

also  ist  (§  8,  Satz  1)   f  oberhalb  stetig  auf  ^I*^.     Analog  beweist  man. 
daß    /■  unterhalb  stetig  auf  91**,  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Satz  II  ist  nur  ein  Spezialfall  des  allgemeinen  Theorems'^): 

Satz  III.  Sei  91  eine  Punktmenge,  33  ein  Teil  von  91®,  und 
sei    jeder   Umgebung   \\(a]  jedes  Punktes«  von  33  eine   Zahl 


')  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (H)  3  (,1899;,  (j. 

*)  Satz  II  entsteht  aus  Satz  III,  indem  ma<n  setzt: 

$(U(a))  =  (?f/.3lU(a)). 
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0(l\(a))  8o  zugeordnet^),  daß  folgende  Bedingung  besteht: 
Zu  jedem  Punkte  a'  vonU(a)ü3  gibt  es  eine  Umgebung  U(a'), 
R  o  d  a  ß  : 

(*)  0{n(a'))<<P{n{a)). 

Wird  dann  mit  (f{a)  die  untere  Schranke  der  Zahlen  <P[\l{a)) 
für  alle  Umgebungen  Ufa)  von  a  bezeichnet,  so  ist  ^(o)eine 
auf  93  oberhalb  stetige  Funktion  von  a"-). 
Sei  in  der  Tat  q  irgendeine  Zahl: 

(**)  q>q){a). 

Nach   Definition  von  <f.  gibt  es  dann  eine  Umgebung  U(a).    so  daß: 

•        0{U(a))<q. 

Zu  jedem  a  von  U(a)  IS  gibt  es  nach  Annahme  (*)  eine  Umgebung 
U(a').  so  daß  auch: 

0in{a'))<^(U(a))<q. 

Nach   Definition  von  (f  ist  dann  auch: 

(p{a'Xq. 

Nach  §8.  Satz  III  ist  also  9?  oberhalb  stetig  auf  93,  und  Satz  I IT  ist 
bewiesen. 

Wir  machen  nun  über  die  in  Satz  III  auftretende  Funktion  0(U(a)) 
folgende  Annahme:  Wir  bilden,  wenn  a  einen  Häufungspunkt  von 
?l  bedeutet,  aus  U  (a)  durch  Weglassen  des  Punktes  a  die  reduziert« 
Umgebung  \V[a),  und  setzen: 

0{U{a))  =  G{f,\V{a)-^). 

Die  untere  Schranke  99(0)  aller  0(U{a))  nennen  wir  dann  die  re- 
duzierte obere  Schranke  von  f  in  a  auf  9t,  oder,  als  Funktion 
von  o  betrachtet:  die  reduzierte  obere  Schrankenfunktion 
6r'(o;  /".  91)  von  f  auf  91.  Sie  ist  definiert  in  allen  Häufungspunkten 
von  91,  d.  h.  auf  91^  Ebenso  wird  definiert  die  reduzierte  untere 
Schrankenfunktion  g'(a:  f,  91)  von  f  auf  9(  als  die  obere  Schranke  von 
g(f,  U'(a)-9r)  für  alle  reduzierten  Umgebungen  U'(a)  von  a. 


^)  Dabei  iat  nicht  verlangt,  daß,  wenn  ein  und  dieselbe  offene  Menge 
sowohl  eine  Umgebung  U  (a)  von  a.  als  auch  eine  Umgebung  U  (a')  von  a'  ist, 
für  sie  ^  (U  (a))  ^  0  {U.  ia'))  sei. 

")  Ersetzt  man  (*)  durch: 

$  (U  (a'))  ^  ^  (U  (a)) , 
und  versteht  unter  7  (a)  die  obere  Schranke  der  *?  (U  (o)),  so  wird  <pia)  unter- 
halb stetig. 
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Aus  Satz  IIJ   folgt  nun: 

Satz  IV.  Ist  f  eine  beliebige  Funktion  auf  ^,  .so  ist  ihre 
ieduzierteobereSchrankenfunktionG'(a;/',?l)  oberhalb  stetig. 
ihre  reduzierte  untere  Sehrankenfunktion  g'(a;f,^)  unter- 
halb stetig  auf  %^. 

Die  im  vorstehenden  gegebene  Definition  der  reduzierten  Schranken 
entspricht  der  topologi sehen  Definition  von  oberer  und  unterer 
Schranke  einer  Funktion  (§  2,  Satz  TV).  Wir  hätten  ebensogut  von 
einer  der  allgemeinen  Definition  analogen  ausgehen  können.  Wir 
begnügen    uns    damit,    den    leicht    beweisbaren    Satz    auszusprechen: 

Satz  V.  Ist  {«„}  eine  Punktfolge  aus  91  mit  lima^  =  a,  in 
der  alle  a   4=  a  sind,  so  ist:  ""^^ 

iTm  f(a„) £  G'{a :  /',  9lj;      lim  f(aj  ^  g'{a :  f.  91) . 

und  es  gibt  in  91  zwei  Folgen  {a'„}  und  {a^}  der  genannten 
Art,  so  daß: 

lim  f{a'„)  =  G'ia;  f,  91);      lim  f{a':)  =--  g'{a;  f,  9(j. 

n=  X  n  =  00 

Aus  der  Definition  der  reduzierten  Schrankenfunktionen  folgt 
unmittelbar: 

Satz  VI.    In  jedem  Punkte  a  von  91^   ist: 

g{a:  f,  m<g(a;  f,  91)<(?'(a;  f,  9I)<G(a;  f,  91); 

in  jedem  Punkte  a  von  9P  — 9191'   ist: 

•  g'(a ;  f,  91)  =  g(a;  f,  9t) ;     G'( a ;  A  51 )  =  G{a:  f,  «) . 

In  der  Ta^  es  ist,  weil  U'(a)-<  U_(a),  stets: 

y  (f,  ü'(a)  91)  ^  g  (f,  U  (a)  9t);     G  if,  U'(a)  9t)  <  G  {f,  U  (a)  21); 

für  jeden  nicht  zu  9t  gehörigen  Punkt  aber  ist  H'(a)9l  =  U  (a)9l , 
und   mithin  : 

y  [f,  U'(a)  9t)  =  g  [f,  U  (a)  9t  l;     Gif.  \V(a)  9t)  =--  G  (f,  U  (a)  9t) , 

woraus  Satz  VI  sofort  folgt. 

Das  Bestehen  der  (zu  Ungleichung  (00)  in  Satz  II  von  §  2  ana- 
logen) Ungleichung: 

(t)  /(a;/-,  9t)</"(a)<(?'(a;/-,  9t) 

kann  hier  nicht  mehr  allgemein  behauptet  werden,  da  die  reduzierten 
Schrankenfunktionen  ohne  Rücksicht  auf  den  Funktionswert  f(a)  ge- 
bildet sind.    Wohl  aber  gilt: 
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Satz  Vn*).  Ist  9l'?(^  st'parabel,  so  ist  die  Menge  aller 
Punkte  von  9I91S  in  denen  (^t)  nicht  gilt,  abzählbar. 

Zum  Beweise  bemerken  wir:  es  kann  sein,  daß  es  in  einer 
Menge  93  einen  Punkt  b  gibt  derart,  daß,  wenn  53'  die  aus  93  durch 
Weglassen  von  b  entstehende  Menge  bezeichnet, 

(?(f,930<G=(/;95) 

ausfällt.  Nennen  wir  dann  b  kurz  einen  reduzierenden  Punkt 
von  93,  so  sehen  wir  sofort:  eine  Menge  93  kann  höchstens  einen  re- 
duzierenden Punkt  enthalten. 

Sei  nun  im  Punkte  a  von'9t?(^: 

(tt)  f{a)>G'{a:f,^l). 

Dann  gibt  es  eine  Umgebung  U(a),  so  daß  für  die  zugehörige  redu- 
zierte Umgebung  U'(a): 

(ttt)  G{f,'iin'(a))<f{a)£G{f,SH\X(a)}. 

Da  die  Menge  91 91^  separabel,  hat  sie  einen  abzählbaren  und 
in  ihi-  dichten  Teil: 

Es  gibt  dann  gewiß  ein  n  und  ein  v,  so  daß  die  Umgebung 
U  (fl  ;  -)   einerseits  a  enthält,    andrerseits    Teil   der   eben    genannten 


Umgebung  U(a)  ist.  Man  folgert  dann  aus  (fttj  sofort,  daß  a  redu- 
zierender Punkt  von9(U(a„;  ]  ist.  Es  ist  also  jeder  Punkt  von 
•«Jt?!^.  in  dem  (ff)  gilt,  reduzierender  Punkt  mindestens  einer  der 
Mengen  9ru(a„;^). 

Da  es  aber  nur  abzählbar  viele  solche  Mengen  und  in  jeder  von 
ihnen  höchstens  einen  reduzierenden  Punkt  gibt,  so  ist  die  Menge 
aller  Punkte  von  9191^,  in  denen  (ft)  gilt-  abzählbar.  Ganz  ebenso 
zeigt  man  dies  für  die  Menge  der  Punkte,  in  denen 

f{a)<g'(a:f,^), 

womit  Satz  VII  bewiesen  ist. 

Ist  im   Punkte  a  von  91^: 
(0)  fir'(fl;/,  9l)  =  GJ'(a;/-,  91), 

so  sagen  wir:  /"  hat  in  a  auf  9t  den  Wert  (0)  zum  Grenzwert. 


')  Vgl.  W.  H.  Young,    Quart    Journ.   ;^9  (1908),   82;     Und.  Proc.  (2)   8 
(1910),  119. 
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Hat  91  eine  reduzierte  Umgebung  von  o  zum  Teil,  .so  schreibt 
njan,   wenn  /"  in  a  auf  9(  den  Grenzwert  /  hat: 

lim  f{x)  =  l; 

im  91^  schreibt    man   statt    dessen  auch,    wenn  x  und  a   die  Punkfcc 

(aCj ,  ic.j ,  . . . ,  a-^)   und   (a^ ,  a., ,  . . . ,  a^)  sind  \) : 

(00)  lim  f{x^,  ...,Xj^)  =  l. 

Sei  wieder  9(  eine  beliebige  Punktmenge  eines  metrischen  Raumes. 
Auy  Satz  V  folgt  unmittelbar: 

Satz  Vni.  Damit  f  im  Punkte  a  auf  9t  den  (Jrenzwert  / 
habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jede  Punkt- 
folge {a„}  aus  9(  mit  lim  a„=^a  unda„4=«  dieBeziehung  gelte: 

n=  j: 

lim /•(aj  =  /. 

n  =  « 

Und   daraus  weiter: 

Satz  IX.  Damit  /  im  Punkte  a  auf  91  einen  Grenzwert 
habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jede  Punkt- 
folge  {a„}   aus  9(   mit    lima^  =  a    und    a^=^a   die   Zahlenfolge 

n  =  X 

{t{<^j}  konvergent  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  bereits  in  Satz  VIII 
enthalten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Nehmen  wir  sie  in  der  Tat 
als  erfüllt  an,  .so  ist  (bei  Berufung  auf  Satz  VIII)  nur  mehr  zu  zeigen, 
daß  die  sämtlichen  Zahlenfolgen  {/"(«„)}  gegen  dieselbe  Zahl  l  kon- 
vergieren. Seien  also  {«',}.  {a,[}  zwei  der  in  Rede  stehenden  Punkt- 
folgen aus  9(.    Auch 

ttj,  Ol,  «2;  «2.   •  •  ••  ön-  a> 

'j  Wie  Satz  VIII  zuBammen  mit  Kap.  I,  §  1,  Satz  VI  lehrt,  kann  die 
Beziehung  (00)  auch  so  definiert   werden:   Für  jede  Punktfolge  {ac„}  des  9^*: 

"^u  ^^^^  ',^1  ,ni    '^i,ni    •  ■     )   ^k ,  n)  ■ 

in  der: 

lim  Xi  „^  üi  (t  =  1  ,  2 ,  .  .  . ,  A) , 


n=  X 


aber  für  kein  »i  die  sämtlichen  k  Gleichungen  gelten: 

Xl,n  ="  «(  (t  =  1 ,  2,  .  .  .,  k), 

ist : 

lim Z' (z,  „ ,  X., , „ ,  .  .  . ,  Xk,„)^l. 

n=  CO 

Diese  Form  der  Definition  erklärt  das  Symbol  (00)  auch  noch  in  dem  Falle,  daß 
einige  der  oj  =  -f-  OO  oder  ==  —  cc  sind. 
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ist   dann   eine  solche;  also  hat  nach  Annahme  die  Zahlenfolge: 

f(a\),  /(a','),  t\a^),  f[a'^),  ...,  f{a„),  ({a'!,),  . . . 

einen  Grenzwert  l.  Als  Teilfolgen  aus  dieser  haben  aber  dann  auch 
{f{a'n))  und  {/'(a^')}  den  Grenzwert  /,  und  mithin  denselben  Grenz- 
wert, wie  behauptet.    Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Unmittelbar  aus  der  Definition  von  G'(a:/',  90  und  /(a: /'.?!) 
folgt  (vgl.  den  Beweis  von  §  3,  Satz  IV): 

Satz  X.  Damit  /'  im  Punkte  a  von  ?( '  auf  91  den  Grenz- 
wert l  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu 
jedem  p<Cl,  und  ebenso  zu  jedem  g^-/,  eine  reduzierte 
Umgebung  U'  von  a  in  91  gebe,  so  daß: 

/•(a')>p      für  alle  a    von   U' . 
bzw.  f(a')<^q      für  alle  a    von  U'. 

Satz  XI.  Damit  /'  im  Punkte  a  von  91^  auf  91  einen  end- 
lichen Grenzwert  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  es  zu  jedem  f>0  eine  reduzierte  Umgebung  U'  von  a 
in   91  gebe,  so  daß  für  je  zwei  Punkte  a,a'  von   U': 

Die  Bedingung  ist  notwendig:  habe  in  der  Tat  f  in  a  auf  % 
den  endlichen  Grenzwert  /,  dann  ist 

und  Satz  X  lehrt:  es  gibt  eine  reduzierte  Umgebung  U'  von  a  in  ^. 
so  daß.  wenn   «'  jmd  a"  in  U': 

(**)  l-l<fia)<l-i-^;     /-|<^(a")<^  +  f 

Aus  (**)  aber  folgt  (*). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei    erfüllt.     Ist    [a^^]    eine    Punktfolge    aus  91    mit    lim  a„  =  (7    und 

n  =  X 

u^  =1=  a,  so  gibt  es  ein  Uq,  so  daß  «„  für  n>nQ  in  der  leduzierten 
Umgebung  U'  von  a  in  91  liegt.    Wegen  (*)  ist  dann: 

f  (>n')  —  /'(«„'•)    <e     für     n  ;>  w^ ,     n"  ^  Hq. 

Aus  Einleitung,  §  6,  Satz  IX  folgt  daraus  die  eigentliche  Konvergenz 
von  {fidn)}-  Aus  Satz  IX  und  VIII  folgt  daraus  weiter,  daß  f  in 
a  auf  91  einen  endlichen  Grenzwert  besitzt,  und  Satz  XI  ist  be- 
wiesen. 
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Im  Gegensatz  zu  §  3,  Satz  II  kann  aus  dem  Bestehen  der 
Gleichung  (0)  S.  170  nicht  auf  die  Stetigkeit  von  f  in  a  auf  91  ge- 
schlossen werden.      Wohl  aber  gilt  in   Analogie  zu  §  3,  Satz  III: 

Satz  XII.  Damit  f  stetig  sei  auf  51  im  Punkte  a  von  "31 9t^ 
ist   notwendig  und  hinreichend,  daß: 

g'{a:f,^d)  =  G'{a;f,%)  =  f(a), 

d.  h.  daß  f  in  a  auf  ?!  den  Funktionswert  f{a)  zum  Grenz- 
wert habe. 

Besitzt  f  im  Punkte  a  von  ^["il^  einen  Grenzwert  auf  ^,  der 
aber  =f=  f{a)  ist,  so  heißt  f  hebbar  unstetig  in  a  auf  2(.  Es  kann 
nämlich  die  Unstetigkeit  von  f  in  a  durch  bloße  Abänderung  des 
Funktions wertes  f(a)  in  den  Grenzwert  von  /"  in  a  behoben  werden. 

Satz  Xni.  Ist  9l''i[^  separabel,  und  hat  f  in  allen  Punkten 
von  9l'*?(*  einen  Grenzwert  auf  91,  so  unterscheidet  sich  f 
von  einer  auf  9t  stetigen  Funktion  nur  in  einer  abzähl- 
baren Punktmenge. 

In  der  Tat,  nach  Annahme  ist  in  allen  Punkten  von  9t 9t^: 

(0)  /(a;/-,  9t)  =  (?'(«;/;  9t). 

Wir  setzen  nun: 


(00) 


f*(  )  =  r^''^     ^""^     9t  — 9l9r 

'    ^'       \g'{a;f,^)  =  G'{a;f',SH}     auf     9t  9t^ 


Wegen  Satz  VII  unterscheidet  sich  dann  /"  von  f*  nur  in  einer  ab- 
zählbaren Punktmenge.  Und  wegen  Satz  IV  ist  f*  sowohl  oberhalb 
als  unterhalb  stetig  auf  9191S  und  mithin  stetig  auf  9t 9t^  Ist  aber  a 
irgendein  Punkt  aus  9t  9t^  und  {a^}  eine  gegen  a  konvergierende 
Punktfolge   aus  9t — 9t9tS  so  ist  wegen  (0),  (00)  und  Satz  V: 

\imf*{aJ  =  limnaJ  =  g'(a;f,^)  =  G'{a;f,^)  =  f*ia). 

n  =  00  n  =  90 

In  jedem  Punkte  von  9t  9t^  ist  also  f*  auch  stetig  auf  9t.  In  jedem 
Punkte  von  9t  —  9t  9t^  aber  ist  f*  gewiß  stetig  auf  9t,  da  diese 
Punkte  isoliert  sind.  Also  ist  f*  stetig  auf  9t,  und  Satz  XIII  ist 
bewiesen. 

§  12.    Vernachlässigung  von  Teilmengen. 

Sei   eine   Menge  E   von    Teilen  der  Menge  31  gegeben,   gemäß   folgendea 
Bedingungen: 

1.  Ist  @  eine  Menge  aus  E,  so  auch  jeder  Teil  von  (£'). 

2.  Sind  @, ,  (So,  .  .  .,  6,,  .  .  .    abzählbar    viele   Mengen    aus    E,    so    gehört 

auch  ihre  Vereinigung  Gj  -I-  (L  -f"  •  •  •  ~f"  ®"  +  •  ■  •  ^u  E . 


*)   Da    die    leere    Menge  Teil    jeder   Menge,    so    kommt    auch    die    leere 
Menge  in  E  vor. 
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3.    In  E  gibt  es  (außer  der  leeren  Menge)  keine  in  91  offene  Mong«. 

Wir  nennen  die  zu  E  gehörigen  Teile  von  %  kurz  E- Mengen.  Boiapiele 
von  E- Mengen  sind'):  wenn  Sil  perfekt  und  relativ-vollständig  ist,  die  abzähl- 
baren Teile  von  91  (Kap.  I,  §  8,  Satz  VI);  wenn  91  relativ-vollständig  ist,  die 
Teile  erster  Kategorie  von  91  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XVI). 

Bilden  die  Punkte  von  91,  in  denen  f^p  ist,  eine  E-Meuge,  so  heißt  p 
ein:>  Oberzahl  (niajürante  Zahl,  Majorante)  von  f  bei  Vernachlässigung 
von  E- Mengen.  Analog  ist  die  Definition  einer  Unterzahl  (Minorante)  von  f 
bei  Vernaclilässigung  von  E- Mengen. 

Satz  I.  Unter  allen  Oberzaiilen  von  /'  bei  V^ernachlässigung 
von  E-Mengen  gibt  es  eine  kleinste,  unter  allen  Unterzahlen  von 
/"  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen  gibt  es  eine  größte. 

Sei  in  der  Tat  p^  die  untere  Schranke  aller  Oberzahlen  von  f  bei  Ver- 
nachlässigung von  E-Mengen;  wir  haben  zu  zeigen,  daß  p^  selbst  eine  solche 
Oberzahl  ist.  Dies  ist  trivial,  wenn  Pn  =  -\-  OO.  Ist  aber  J3u<-f  Cü,  so  gibt  ea 
eine  monoton  abnehmende  Folge  {p„}  von  solchen  Oberzahlen  mit  \\mp„  —  Po 

n  —  00 

Ist  6„  die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen  f~>Pny  so  ist  (5„  nach  An- 
nahme eine  E-Menge.  Die  Menge  f  aller  Punkte  von  91,  in  denen  f~>p,\, 
ist  aber: 

und  mithin,  nach  Eigenschaft  2.  der  E-Mengen,  auch  eine  E-Menge.  Damit 
ist  Satz  I  bewiesen. 

Die  kleinste  Oberzahl  (größte  Unterzahl)  von  f  bei  Vernachlässigung 
von  E-Mengen  heißt  die  obere  (untere)  Schranke  von  f  auf  91  bei  Ver- 
nachlässigung von  E-Mengen.  Wir  wollen  sie  bezeichnen  mit  G*{f,'il)  bzw. 
9*if,^). 

Satz  II.  Für  obere  und  untere  Schranke  von  /'  auf  9t  bei  Ver- 
nachlässigung von  E-Mengen  besteht  die  Ungleichung: 

g  (f,  ^[)<g*  (f,  20  <  G*  {f,  91)  £G{f,  91) , 

In  der  Tat ,  die  äußeren  Teile  dieser  Ungleichung  folgen  unmittelbar 
aus  der  Tatsache ,  daß  jede  Oberzahl  (Unterzahl)  von  f  auch  eine  solche  bei 
Vernachlässigung  von  E-Mengen  ist.  Um  auch  die  mittlere  Ungleichung  zu 
beweisen,  nehmen  wir  an,  sie  wäre  nicht  erfüllt.    Dann  gibt  es  ein  c,  so  daß: 

G*{f,^)<c<g*{f,Sa). 

Dann  aber  ist  sowohl  der  Teil  von  9t  auf  dem  f^c,  als  auch  der,  auf  dem 
/■<  c  eine  E-Menge,  und  mithin  wäre  auch  9t,  als  Vereinigung  zweier  E- 
Mengen  eine  E-Menge,  in  Widerspruch  zu  3.  ihrer  Definition.  Damit  ist 
Satz  II  bewiesen. 

Ist  nun  a  ein  Punkt  von  91",  so  bilden  wir  die  untere  Schranke  aller 
Zahlen  G*  [f,  U(a)-9I)  für  alle  Umgebungen  U  («)  von  a,  bezeichnen  diese 
untere  Schranke  mit  G*  [a;  f,'ü)  und  nennen  sie  die  obere  Schranke  von  f 
in  a  auf  9(  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen,  oder  (als  Funktion 
von  a  betrachtet)  die  obere  Schrankenfunktion  von  f  auf  91  bei  Ver- 
nachlässigung von  E-Mengen.  Ganz  analog  ist  die  Definition  der  unteren 
Schranke  in  a  (unteren  Schrankenfunktion)  von  f  auf  9(  bei  Vernachlässigung 
von  E-Mengen:  g*(a;  /",  91). 

')  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  72,  81;  Acta  math.  30  (1906),  21. 
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Setzt  man  in  §  11,  Satz  III: 

^{\l{a))=G*(f,]X(a)-%)     bzw.     *  (U  (a))  =  5*  (/",  U  (a)-3l), 
80  erhält  man: 

Satz  III.  Es  ist  G*(a;/',3l)  oberhalb  stetig,  g*  {a\  f,Si{)  unter- 
halb stetig  auf  21«. 

Aus  Satz  II  folgt  sofort: 

Satz  IV.     Es  gilt  stets  die  Ungleichung: 

9  (a;  /;  51)  ^5*  (a;  f,  21;  ^  G*  (a;  /;  21)  ^  G  (a;  f,  ^)- 
In  Analogie  zu  §  11,  Satz  .VII  gilt  hier: 

Satz  V.  Ist  21  separabel,  so  ist  die  Menge  aller  Punkte  von  21. 
in  denen  nicht 

(0)  g*  ia ;  /-,  %)  <fia)£  G*  (a ;  f.'H, 

ist,  eine  E -Menge. 

Sei  zum  Beweise  a^,  a^,  .  .  . ,0^,  ■  ■  ■  ein  in  21  dichter,  abzählbarer  Teil 
von  21.  Sei  u(a„;-)  die  Umgebung  -  von  a„  in  2t.  Diejenigen  Punkte 
von  lna„;-),  in  denen: 

f:>G*(f,\xia,.;- 


bilden    dann,   nach  Definition  von  G*,   eine   E- Menge,   die  wir   mit    (£^   ,,   be- 
zeichnen.   Dasselbe  gilt  dann  auch  von  der  Vereinigung  ®  der  abzählbar  vielen 
E- Mengen   @         (n,  »'==  1,  2, .  .  .).     Wir  wollen  nun  zeigen,    daß   jeder  Punkt 
von  21,  in  dem 
(00)  f{a)>G*{a;f,)H), 

zu  dieser  Vereinigung  (£  gehört. 

In  der  Tat,  gilt  (00),  so  gibt  es  eine  Umgebung  U  (a)  von  a,  so  daß: 

G*(f,Vi(.a)^)<f{a). 

Unter  den  vorhin  betrachteten  Ufa„;-)   gibt  es  eine,    die  einerseits  a  enthält, 
andererseits  Teil  von  U  (a)  21  ist.     Für  sie -ist  also: 

G*  (f,  U  la„ ;  -))  ^G*(f,\X  <a)  21)  <  /' 


(a). 

Es  gehört   also^a  zu  ©^  ^,,  und  damit  zu  S,  wie  behauptet 

Also  ist  die  Menge  aller  Punkte  von  21,  in  denen  (00)  gilt,  eine  E- Menge; 
ebenso  beweist  man  dies  für  die  Menge  aller  Punkte  von  21,  in  denen 

f{a)<g*{a;f,il) 

gilt.     Also   ist  die   Menge   aller  Punkte  von   21,    in  denen  (0)  nicht  gilt,   als 
Vereinigung  zweier  E- Mengen  eine  E- Menge,  und  Satz  V^  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  V^  leiten  wir  eine  Eigenschaft  der  Schrankenfunktionen  bei 
Vernachlässigung  von  E -Mengen  her,  die  ihre  in  Satz  III  bewiesene  Halb- 
stetigkeit beträchtlich  ergänzt. 

Satz  YI.  Ist  21  separabel,  so  sti  m  mt  G*  (a; /",  2()  überein  mit 
ihrer  eigenen  oberen  (und  g*{a;  f,'Si)  mit  ihrer  unteren)  Schran- 
kenfunktion bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

G*(a;f,^)  =  (p^a). 
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Die  Tatsache,  daß  9- (a)  oberhalb  stetig  ist  (Satz  III),   besagt: 

(t)  (p(a)  =  Gi,a:<r,^)- 

Da  nach  Satz  IV  stets: 

G(a;  9-,§i)^tf*(a;  <r,2I), 
so  haben  wir  aus  (f): 
(tt)  fp(a)^G*{a;(r,S!l). 

Da  aber  nach  Satz  V  überall  auf  9(,  abgesehen  von  einer  E- Menge,  f{a)^(p(a) 

ist,    und  da  bei   Bildung  von  G*   os   auf  die  Werte   in   einer  E- Menge   nicht 

ankommt,  so  ist  auch: 

( nt)  (P  iß)  =  G*(a;  f,  U)  <G*{a;  q^ ,  %) . 

Die  beiden  Ungleichungen  (ff)  und  (ftt)  ergeben: 

9)(0)=--G*(rt;  9-,9[), 
das  aber  ist  die  Behauptung. 

Die  Funktion  f  heißt  im  Punkte  a  stetig  auf  3(  bei  Vernach- 
lässigung von  E- Mengen*),  wenn: 

D  g*{a;f,%\)=^G*{a;f,%) 

ist.  Sie  heißt  stetig  auf  21  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen,  wemi 
(*)  in  jedem  Punkte  von  3t  gilt.  Für  solche  Funktionen  besteht  (in  Analogie 
zu  §  11,  Satz  XIII)  der  Satz: 

Satz  VII,  Jet  /'  stetig  auf  der  separablen  Monge  31  bei  Ver- 
nachlässigung von  E-Mengen,  so  gibt  es  eine  auf  %  stetige  Funk- 
tion, von  der  sich  f  nur  in  einer  E-Mcnge  unterscheidet. 

In  der  Tat,  da  nach  Satz  III  G*  (a;  f,  Sil)  oberhalb,  g*  («;  f,  21)  unterhalb 
stetig  ist  auf  9(,  so  ist,  wenn  überall  auf  VI  (*)  gilt,  der  gemeinsame  Wert 
dieser  beiden  Funktionen  stetig  auf  31.  Und  da  nach  Satz  V  f  überall,  ab- 
gesehen von  einer  E- Menge,  gleich  diesem  gemeinsamen  Werte  ist,  so  ist 
Satz  VII  bewiesen. 


§  13.  Einseitige  Stetigkeit  und  Halbstetigkeit. 

Wir  beschäftigen  uns  noch  speziell  mit  Funktionen,  die  auf 
einer  Punktmenge  )H  des  9^^  definiert  sind,  d.  h.  mit  Funktionen 
einer  reellen  Veränderlichen.  Alle  Punktmengen  und  Funktionen,  von 
denen  in  diesem  Paragraphen  die  Rede  ist,  sind  Punjctmengen  des 
9tj  und  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen. 

Jedes  Intervall  [a,  a')  bezeichnen  wir  als  eine  rechtsseitige, 
jedes  Intervall  (a',  a]  als  eine  linksseitige  Umgebung  des  Punktes 
a;  jedes  Intervall  (a,  a')  bzw.  (a',  a)  als  eine  reduzierte  rechts- 
seitige, bzw.  linksseitige  Umgebung  von  a .  Das  Intervall  [a,  a-\-  q) 
heißt  die  rechtsseitige  Umgebung  q  von  a,  das  Intervall 
[a,a-)-ß]  die  rechtsseitige  abgeschlossene  Umgebung  q  von  31; 
analog  ist  die  Definition  der  linksseitigen  (abgeschlossenen)  Um- 
gebung Q  von  a.  Wieder  nennen  wir  die  aus  einer  dieser  Umgebungen 
durch  Weglassen  von  a   entstehende  Punktmenge    die  entsprechende 


*)  Vgl.  hierzu  auch  H.  Lebesgue,  Joum.  de  math.  (6)  1  (1905),  185,  189. 
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reduzierte  Umgebung.  Der  Durchschnitt  einer  die.ser  Umgebungen 
mit  einer  Punktraenge  9(  des  9t^  heißt:  die  entsprechende  Um- 
gebung von  a  in  3t. 

Der  Punkt  a  heißt  ein  rechtsseitiger  Häufungspunkt  der 
Punktmenge  %  des  9t^,  wenn  in  jeder  seiner  rechtsseitigen  Um- 
gebungen unendlich  viele  Punkte  von  %  liegen,  oder,  was  dasselbe 
heißt,  wenn  in  jeder  seiner  reduzierten  rechtsseitigen  Umgebungen 
mindestens  ein  Punkt  von  ■>}!  liegt.  Die  Menge  aller  rechtsseitigen 
Häufungspunkte  von  %  bezeichnen  wir  mit  %\,  die  Vereinigung 
S&.  -j-  5(+  mit  %\.  Analog  ist  die  Definition  des  linksseitigen  Häufungs- 
punktes; die  Menge  aller  linksseitigen  Häufungspunkte  von  3t  be- 
zeichnen wir  mit  3tL  ,  die  Vereinigung  9t  -f-  %^^  mit  31^  .  Einen  Punkt, 
der  sowohl  rechtsseitiger  als  linksseitiger  Häufungspunkt  von  %  ist, 
nennen  wir  einen  beiderseitigen  Häufungspunkt  von  3t.  Die  Menge 
aller  beiderseitigen  Häufungspunkte  von  3t  ist  3t!^-3t!_. 

Für  Punktmengen  des  3^^  gilt  folgende  Verschärfung  des  Satzes  Via 
von  Kap.  I,  §  7: 

Satz  I.  Die  Mengen  3t^  —  3tV,  3t^— 3tL,  3t^  — 3t!^3t!_  sind  ab- 
zählbar. 

In  der  Tat,  zu  jedem  Punkte  a  von  31*^  —  %\  gibt  es  ein  Intervall 
(a,  a-j-^),  das  keinen  Punkt  von  3t'^  enthält.  Da  es  (Kap.  I,  §  7, 
Satz  VII)  nur  abzählbar  viele  zu  je  zweien  fremde  Intervalle  gibt, 
gibt  es  also  auch  nur  abzählbar  viele  Punkte  von  %^  —  3t^^.  Ebenso 
sieht  man,  daß  3t°  —  3t^  abzählbar  ist.     Und  wegen: 

5(0  _  5j^  ^i_  ^  (s2to  _  5(1^ )  _[_  (5(0  _  sj(i. ) 

ist  auch  31°  —  %\  31 !_  abzählbar,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Eine  Menge  heißt  rechtsseitig  abgeschlossen,  wenn  sie  ihre 
rechtsseitigen  Häufungspunkte  enthält,  d.  h.  wenn: 

Vl!^^3t     und  mithin     31°^.  =  3t. 

Satz  II.  Sowohl  3t'^  als  31^  sind  rechtsseitig  abge- 
schlossen. 

Eine  Punktmenge  93-<[3t  heißt  rechtsseitig  abgeschlossen  in  31, 
wenn  «+  31  -<  35 . 

Sei  die  Funktion  f  definiert  auf  der  Punktmenge  31  des  9t^,  und 
sei  a  ein  Punkt  von  3t^.  Wir  denken  uns  für  jede  rechtsseitige 
Umgebung  U^(a)  in  31  die  obere  Schranke  G{f,  U+(a))  gebildet.  Die 
untere  Schranke  aller  dieser  Zahlen  (vgl.  §  2,  Satz  IV)  bezeichnen 
wir  als  die  rechtsseitige  obere  Schranke  Q_^{a;  f,  3t)  von  /"in  a  auf 
31,    oder,    als    Funktion    von    a    betrachtet,    als    die   rechtsseitige 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  12 
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obere  Schraiikenfunktion  von  /"  auf  9t.  Ebenso  wird  die  rechts- 
seitige untere  Sehranke  g.^.{a;  f,  91)  von  f  in  a  auf  91  definiert  als 
die  obere  Schranke  aller  g{f,  U+(a)).  Ersetzt  man  in  diesen  Defi- 
nitionen die  rechtsseitige  Umgebung  U+(«)  durch  eine  linksseitige  Um- 
gebujig,  so  entstehen  die  linksseitigen  Schrankenfunktionen  (T_(a; /",  91), 
g-{a',  fi  91)-  Ist  a  Punkt  von  91+  (bzw.  von  9l!_),  und  ersetzt  man 
in  diesen  Definitionen  die  Umgebungen  U+(a),  U_(a)  durch  die  re- 
duzierten Umgebungen  U+(a),  U'_(a),  so  entstehen  die  reduzierten 
rechtsseitigen  und  linksseitigen  Schrankenfunktionen  G\{a\  f,  91), 
/^(a;/-,  9l),(?'_(a;/-,  9i),/_(a;/-,  90. 
Aus  diesen  Definitionen  folgt: 

Satz  III.  In  jedem  Punkte  a  von  9t+-9l-  ist  G{a]  f,  9()  die 
größte  der  zwei  Zahlen  G_^.{a;  f,  %),  6?_(a; /",  91),  und  g{a;f,%) 
die   kleinste    der  zwei  Zahlen  y+(a;/",  91),  g_(a;  f, '^l). 

SatzIY.  In  jedem  Punkte  a  von  9I+-9a  ist  G'{a;f,  91)  die 
größte  der  zwei  Zahlen  6?+(a; /",  9l),  (?'_(a; /,  90,  und  «/'(a; /",  91) 
die    kleinste  der  zwei  Zahlen  /+(a; /",  91),  /_(a; /",  9l). 

Hat  9(  eine  reduzierte  rechtsseitige  (bzw.  linksseitige)  Umgebimg 
von  a  zum  Teil,  so  schreiben  wir  auch: 

G'4a;  f,  91)  =  lii^ / (x),        G'_ (a;  f,  91)  =  lim  f{x); 

a;  =  a  +  0  x  =  a  —  0 

g\  (a;  /",  91)  =  Hm  f{x);  g'-  (a;  U  51)  =  Hm  f{x). 

x=a-\-0  x=a=0 

Wir  definieren  nun  (vgl.  §  8 ,  Satz  I) :  Die  (auf  91  definierte) 
Funktion /'heißt  rechtsseitig^)  oberhalb  stetig  in  a  auf  9t,  wenn: 

f{a)  =  G^{a',f,'ä), 

sie  heißt  rechtsseitig^)  unterhalb  stetig  in  a  auf  9t,  wenn: 

f{a)  =  g^(a;t','ä); 

sie  heißt  rechtseitig  stetig  in  a  auf  9t,  wenn  sie  rechtsseitig  ober- 
halb und  unterhalb  stetig  ist  in  a  auf  91,  d.  h.  wenn  (vgl.  §  3,  Satz  II)'-): 

G^{a',f,<ä)--=g^{a;f,'ä), 

woraus  ja  (vgl.  §  3,  Satz  III)  von  selbst  folgt: 

(?+(a;/,9t)  =  sf+(a;/;9t)  =  /'(a). 


*)  Ebenso  werden  die  Begriffe:  „linksseitig  oberhalb  bzw.  unterhalb  stetig" 
definiert  durch: 

f{a)  =  G-{a;f,'ä);    f{a)=^g^{a;f,%). 

'^)  Aus  dieser  Definition  folgt  sofort,  daß  in  jedem  nicht  zu  W+  gehörigen 
Punkte  von  5(  jede  Funktion  f  auf  5t  rechtsseitig  stetig  ist. 
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Ist  in  einem  Punkte  von  %\: 
(t)  G'^{a;t\<H)  =  g'^{a;t,'il), 

so  sagen  wir,  es  habe  /'  in  a   auf  %   den  Wert  (t)   zum    rechtssei- 
tigen Grenzwert.     Ist  l   dieser  Wert,    und    hat  ?l   eine   reduzierte 
rechtsseitige  Umgebung  von  a  zum  Teil,  so  schreiben  wir^): 
lim/"(a:)  =  /,   oder  f(a-\-0)  =  l. 

Analog  ist  die  Definition  des  linksseitigen  Grenzwertes  und  insbe- 
sondere des  Symbols*)  lim  f\x)  [==  f{a  —  0)]. 

X  -  a  —  O 

In  Analogie  zu  §  11,  Satz  XII  haben  wir  nun: 

Satz  V.  Damit  /"rechtsseitig  stetig  sei  auf  91  im  Funkte 
von  9t-9l!^,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 

g'_^{a;  f,  S&)  =  G'^{a;  f,  %)  =  f{a), 

d.  h.  daß  /■  in  a  auf  91  den  Funktionswert  f(a)  zum  rechts- 
seitigen Grenzwert  habe. 

Von  den  Sätzen,  die  wir  für  stetige  (halbstetige)  Funktionen  bewiesen  haben, 
bleiben  einzelne,  aber  nicht  alle  für  einseitig  stetige  (halbstetige)  Funktionen 
gültig.  So  besteht  z.  B.  kein  Analogon  zu  §  4,  Satz  II,  III  (§  9,  Satz  II,  III), 
wie  folgendes  Beispiel  zeigt: 

Die  Funktion  f{x)  =  —  für*a;  4=  0,  f{0)  =  0  ist  rechtsseitig  stetig  im  Inter- 

z 

valle  [ — 1,  Oj  ,  aber  nirgends  gleich  ihrer  oberen  Schranke -)- oo  in  diesem 
Intervalle;  denn  sie  ist  endlich,  aber  nicht  nach  oben  beschränkt. 

Hingegen  gilt  in  Analogie  zu  §  9,  Satz  IV: 

Satz  Tl.  Damit  f  rechtsseitig  oberhalb  (unterhalb)  stetig  sei 
auf  3t,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jedes  c  die  Menge 
aller  Punkte  von  9t,  in  denen  f^c  (f^c)  ist,  rechtsseitig  abge- 
schlossen sei  in  9t . 

Daraus  folgen  sofort  die  zu  §  4,  Satz  VI,  VII  analogen  Sätze: 

Satz  YII.  Damit  f  rechtsseitig  stetig  sei  auf  9t,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  für  jedes  c  sowohl  die  Menge  aller  Punkte 
von  9t,  in  denen  f^c,  als  auch  derjenigen,  in  denen  f-^c,  rechts- 
seitig abgeschlossen  sei  in  9t. 

Satz  Till.  Ist  f  rechtsseitig  stetig  auf  91,  so  ist  für  jedes  c  die 
Menge  aller  Punkte,  in  denen  f=c  ist,  rechtsseitig  abgeschlossen 
in  91. 

Als  Analogon  zu  §  9,  Satz  V  erhalten  wir: 

Satz  IX.  Sei  91  linksseitig  abgeschlossen,  /"rechtsseitig  ober- 
halb stetig  auf  91.   Ist  die  rechtsseitige  untere  Schrankenfunktion'-): 

(*)  y+(«;/'>«)^c 

^)  Ist  a  =  0,    so  schreibt  man  statt    dessen:     lim,       lim     bzw.    f\-\-0), 

/•(— 0).  i^-l-Ox--0 

")  Ist  9t  ein  Intervall,  so  kann  in  [*)  g^.{a;f,'ä)  ersetzt  werden  durch 
g{a;f,'ii).  Allgemein  ist  das  nicht  der  Fall.  Beispiel:  Sei  91  eine  nirgends 
dichte   perfekte  Menge.     Man   kann   den    abzählbaren  Teil  91  —  9li-    von  9t   in 

12* 
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in  jedem')  Punkte  von  Sl,    so    ist    die  Menge   der  Punkte,    in    denen 
f^c  ist,  dicht  in  SI-). 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  f  als  beschränkt,  c 
als  endlich  annehmen. 

Sei   a^   ein    beliebiger  Punkt    von  91    und  U(ao)   eine  Umgebung    von   a^; 
wir  haben  zu  zeigen,  daß  in  11(0,,)  ein  Punkt  a'  von  %  liegt,  für  den  f{a')^c  ist. 

Da  (*)  auch  in  a,,  gilt,   gibt  es  in  U(rto)  einen  Punkt  a^   von  91,   in  dem 

f{a,)<c+U 

und  da  /"   rechtsseitig    oberhalb    stetig  ist,   gibt  es    ein  Intervall  [cii,a^-\-Qi] 

-<U(ao),  so  daß 

/■(a)<c+l     in     9t-  [Ol,  ai  +  ßi]. 

Wegen  (*)  (^für  a  =  a^)   gibt  es  in     a^ ,  a^  -j-  oj   einen    Punkt   a.,    von  9(, 
in  dem 

fiad<c  +  i, 

und    daher    ein   Intervall    [a^ ,  a^  -\-  Q-i]    -<^    [a^ ,  a^  -f-  q^),  so  daß 
/•  (a)  <  c  +  I     in    9r  •  [a., ,  a^  +  ^2]  • 
Indem  man  so  weiter  schließt,  kommt  man  zu  einer  monoton  wachsenden 
Punktfolge  |a„}  aus  31   und   zugehörigen  Intervallen  [a„ ,  a„  -\-  g„]    von  folgen- 
den Eigenschaften^     Es  ist: 

(**)  [a»,««+(?n]    -<    >„_,,a„_,  +  e„_i), 

(***)  m  <  c  +  -^     in     9( .  \a„ ,  a„  +  q„]  . 

Wegen  (**)  liegen  für  7t  ^«o  aUe  «n  in  [a„,,  o„,  +  P"o)- 

Da  9t  linksseitig  abgeschlossen  ist,  gehört  lim  a„  =  a'  zu  91,  und  /"(a')  ge- 

nügt  sämtlichen  Ungleichungen  (***),  d.  h.  es  ist: 

f{a')^c. 

Da  ferner    [a^,  a^  +  ßi]   -<^   U(ao)  ''*'*'■'  ^^  liegt  a'  inU(Oo),  und  Satz  IX  ist  be- 
wiesen. 

In  Analogie  zu  §  11,  Satz  II  gilt: 

Satz  X.   Es  ist  stets  (r+(a;/',  91)  rechtsseitig  oberhalb,  ^+(a; /",  91) 
rechtsseitig  unterhalb  stetig  auf  91*^. 


abzählbar  viele  Teile  33„  (n  =  l,  2,  . .  .)  spalten,  deren  jeder  in  91  dicht  ist. 
Man  definiere:  f=-  auf  93„  (n  =  1,  2,  .  .  .),  /"=  1  auf  91V-  Dann  ist  f  rechts- 
seitig oberhalb  stetig  auf  91;  in  jedem  Punkte  von  91  ist  g{a;f,%)==0, 
trotzdem  ist  überall  f^O. 

*)  Es  genügt  hier  nicht,  daß  (*)  auf  einem  in  9(  dichten  Teile  von  91  er- 
füllt sei,  wie  das  Beispiel  von  Fußn.  *)  S.  179)  zeigt,  wo  g+{a;f,^)=^0  auf 
dem  in  9(  dichten  Teile  'H\.  erfüllt  ist. 

^)  Im  Gegensatze  zu  §  9,  Satz  V,  kann  hier  nicht  behauptet  werden,  daß 
die  Menge  aller  Punkte  von  9(,  in  denen  /">c  ist,  von  erster  Kategorie  in  9( 
sei.  Beispiel:  Sei  9(  eine  nirgends  dichte  perfekte  Menge  und  /"=  1  auf  9I+, 
f=0  auf  91  — 91V.  In  jedem  Punkte  von  9t  ist  ^+(a; /",  9t)  =  0,  die  Menge 
2t!j.,  auf  der  /"=  1,  ist  aber  von  zweiter  Kategorie  in  9t.  —  Ist  9t  ein  Inter- 
vall, so  zeigt  ein  dem  Beweise  von  Satz  V,  §  9  analoger  Beweis,  daß  auch 
hier  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen  /">  c  ist,  von  erster  Kategorie  ist. 
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Ebenso  in  Analogie  zu  §  11,  Satz  IV: 

Satz  XI.  Auch  für  die  reduzierten  rechtsseitigen  Schranken- 
funktiunen  gilt:  Es  ist  G\{a;  f,  Sil)  rechtsseitig  oberhalb,  g'^ia;  f,  %) 
rechtsseitig  unterhalb  stetig  in  a  auf  91?^. 

In  Analogie  zu  §  11,  Satz  VII  gilt: 

Satz  XIIM.     Die  Menge  aller  Punkte  vonSU-  'ä+,  in  denen  nicht: 

y'^{a;f,<H)£f{a)^G'^{a;f,-ii) 
gilt,  ist  abzählbar. 

In  der  Tat  lehrt  ein  später  zu  beweisender  Satz  (Kap.  III,  §  1,  Satz- XVI), 
daß  die  Menge  aller  Punkte  von  91!^  2CL ,  in  denen  nicht: 

g'^ia;  f,  9r)  =  /_(a;  f,  9();     G'+fa;  f,  ^)  =  GL{a;  f,  Sil), 
und  somit  auch  (Satz  IV): 

(0)  g'+ia;  f,  ^)  =  g'{a;  f,  90;      G'^a;  f.  9t)  =  (?'(a;  f,  9() 

gilt,  abzählbar  ist.  Da  aber  in  jedem  Punkte  von  91^  —  911^.  9(L  (0)  in  tri- 
vialer Weise  gilt,  so  gilt  (0)  überall  auf  9l!f_ ,  abgesehen  von  einer  abzähl- 
baren Punktmenge,    und  Satz  XII  folgt  unmittelbar  aus  §  11,  Satz  VII. 

Wir  gehen  nun  daran,  den  durch  Satz  IV  aufgestellten  Zusammenhang 
zwischen  reduzierter  Schrankeufunktion  und  den  beiden  einseitigen  reduzierten 
Schrankenfunktionen  zu  ergänzen-).     Wir  setzen  dabei  abkürzend: 

G' (a ;  /•,  91)  =  G' (a) ;     &+  (a ;  f,  9lj  =  G\  (a) ;     GL (o;  f,  90  =  GL  (a) . 

Satz  Xlil.  Ist  91  insiehdicht,*)  und  ist  G'(ä)  stetig  auf  3i\.  im 
Punkte  «0  von  911.,  so  ist  auch  G+(a)  stetig  in  a^  auf  'ä\  ,  und  es  ist: 

G'^(a,)  =  G'(ao). 
In    der  Tat,    wir    haben   zu  beweisen:    für   jede  Punktfolge  {a„\  aus  9ti 
mit  lim  a„  ==  «o  '^t- 

(l)"~^  limGV(a„)=-G'(ao)- 

n  =  X 
Da  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  G'ia): 
lim  G'{a„)  =  G'{ao), 

n  ^  oc  _• 

da  ferner: 

G'^{a„)£G'ia„), 
so  ist: 

"limGV(a,)^G'(ao)- 


»)  W.  H.  Young,  Quart.  Journ.  39  (1908),  82. 
«)  Vgl.  hierzu  VV.  H.  Young.  a.  a.  0.  73. 

*)  Eine  Voraussetzung  über  91  kann  nicht  entbehrt  werden.    Beispiel:  Es 
bestehe  91  aus  den  Punkten 

—   (n  =  l.  2,  ,..)   und  —-L-f  — -J-_    (m,  n=l,  2,  ...), 

und  es  sei: 

Dann  ist  überall  auf  91':  G'{a)=l.     Hingegen: 
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Wir  haben  also,  um  (1)  nachzuweisen,  nur  mehr  zu  zeigen: 
(2^  lim  G',(rt„)^G'(ao). 

n       jc 

Angenommen,  es  gelte  (2)  nicht.     Dann  gäbe  es  eine  Zahl  p: 

P<G'{ao) 
und   eine   Teilfolge  {a„  }  von  ■[«„} ,  so  daß 

(^+  {an  ,)  <p<G'  (ao)     für  alle  r . 
Zu  jedem  «„,,  gibt  es  daher  ein  g^, ,  so  daß : 

(3)  f{a)<P    in     3( •(«„,,,  a„„  +  £.,.)• 
Dabei  kann  o ,  ■<  -    angenommen  worden. 

Da  a,,,.  Punkt  von  91^  war,  ist  91  (a,,,.,  ««,,  +  (?,,)  nicht  leer;  und  da  diese 
Menge  ebenso  wie  91  insichdicht  ist  (Kap.  I,  §4,  Satz  II),  hat  9l°-(a„^,  a„,,4-e,,) 
die  Mächtigkeit  c  (Kap.  I,  §  8,  Satz  IX).  Da  aber  91"  —  21+  abzählbar  ist 
(Satz  I),  gibt  es  in  {a^  ,  o„  -f"  p,,)  auch  einen  Punkt  a'^  von  'il\. . 

Wegen  (3)  ist  nun 

(4)  G\a'r)<P<G'(ao). 

Da  aber  a[.  in  (a« ,..««, +  p,,),  folgt  aus: 

daß: 

lim  o',  ^=  Co . 

1'  =  X 

Also  steht  (4)  in  W^iderspruch  mit  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  G'(a)  in 
Oq  auf  2l!j..    Damit  ist  (2)  bewiesen,  und  der  Beweis  von  Satz  XIII  beendet. 

Satz  XIT.  Ist  91  insichdicht^),  und  ist  sowohl  G'+{a)  als 
auch*)  G'_(a)  stetig  auf  STL  5tL  im  Punkte  Oo  von  SI^SIL,  so  ist  G^(ä) 
in  Oq  stetig  auf  91  \.  und  es  ist: 

(?'(ao)  =  G;(ao)  =  G'_(ao). 
In  der  Tat,  nach  Satz  IV  besteht  mindestens  eine  der  beiden  Gleichungen : 

(*)  (?'(ao)  =  G'_(a„);     G'{ao)  =  G'^{a,), 


^)  Eine   Voraussetzung   über   9t   kann   nicht   entbehrt   werden.     Beispiel: 
Es  bestehe  9(  aus  den  Punkten 1 —  und (m,  n  =  1,  2,  . . .) 

2»«     I     2'"  +  "  2'"         2"'+" 

und  es  sei: 

'  la-"  '    2"'  +  "-'         '    '  \      2"'        a'»  +  »-' 
Dann  ist: 

G'+  (o)  =  1  auf  9{?|. ;     GL  (a)  =  —  1  auf  9tL , 
trotzdem  ist  G'{a)  unstetig  in  a~^0. 

')  Ea  genügt  nicht,  wenn  nur  eine  der  beiden  Funktionen  6r+  (a) ,  G'_  (a) 
stetig  ist   in   a^.     Beispiel:    Sei   /'=  1    in   den    Punkten (n  =  l,9,  ...), 

sonst   /'=0.      Dann    ist    überall    G+(a)  =  0,    hingegen    ist    (?'(0)  — 1,    sonst 
G'{a)  =  0. 


Kaj).  II,  §  13.    Einseitige  Stetigkeit  und  Halbstetigkeit.  183 

etwa  die  erste.  Angenommen,  es  wäre  G'{a)  nicht  stetig  auf  'il^  in  üy.  Da 
nach  ^  11,  Satz  IV  G'ia)  jedenfalls  oberhalb  stetig  auf  91'.  so  gäbe  es  dann 
eine  Zahl  p: 

p<G'{ao) 

und  eine  Punktfolge  ^a„}  aus  *■.}(*  mit  lim  a„  =  rto>  ^o  daß: 

n      » 

G'(a„)  <p<  G'{ao)     für  alle  n. 

Da  G'(a)  oberhalb  stetig  auf  21',  gibt  es  zu  jedem  a„  ein  p„,  so  daß: 

(**)  G'{a)<p<G'(ao)    in    9I'-(a„-o„,  a„  +  Q„), 

und  wir  können  annehmen :  g„  <C  -  • 

Da  a„  Punkt  von  21',  ist  2t  •  (a„  —  q„  ,  a„  +  q„)  nicht  leer,  woraus  wir  wie 
beim  Beweise  von  Satz  XIII  schließen:  Es  gibt  in  (a„  —  o„,  a„  -f-  o„)  auch  einen 
Punkt  o'„  von  21^- 5^--     Wegen  (**)  ist  dann: 
(***)  G^{a'J<p<G'{a,). 

Da  aber  a^  in  (a„  —  Qn,  a„-\-Q„)  lag,  folgt  aus: 

l 
lima„  =  ao.     0  <  o„  < 


daß: 

limaJ,  =  ao. 

n=  00 


n 


Also  steht,  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  GL{a),  Ungleichung  (***) 
im  Widerspruche  mit  der  als  gültig  angenommenen  ersten  Gleichung  (*).  Damit 
ist  also  nachgewiesen,  daß  G'{a)  in  öq  stetig  auf  21'. 

Nach  Satz  XIII  folgt  daraus  aber  weiter,  daß  auch  die  zweite  Gleichung 
(*)  gilt,  und  Satz  XIV  ist  bewiesen. 


Drittes  Kapitel. 
Die  unstetigen  Funktionen. 

§  1.    Häufungswerte  einer  Funktion. 

In  Verallgemeinerung  der  Definition  des  Grenzwertes  einer 
Funktion  auf  einer  Punktmenge  (Kap.  II,  §  11,  vgl.  insbesondere 
Satz  VIII)  definieren  wir :  Ist  a  Häufungspunkt  von  SU  (d.  h.  Punkt 
von  5t^),  so  heißt  die  Zahl  l  ein  Häufungswert^)  von  f  in  a  auf 
51,  wenn  es  in  ';?t  eine  Punktfolge  {«„}  gibt,  so  daß 

lim  a„  =  fl ;     a „  +  « ;     um  f  (a„)  =  l . 

In  Analogie  zu  Satz  X  von  Kap.  II,  §  11  gilt: 

Satz  I.  Damit  l  Häufungswert  von  /'  in  a  auf  %  sei, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  in  jeder  reduzierten 
Umgebung  ll'(a)  von  a  in  5t,  sei  es  zu  jedem  Intervalle  (j?,  Z], 
sei  es  zu  jedem  Intervalle  [l,  q),  einen  Punkt  a'  gebe,  der- 
art, daß  der  Funktionswert  f  (a')  zu  {p,  l],  bzw.  zu  [l,  q) 
gehört. 

Die  Bedingung  i&t  notwendig;  denn  sei  Z  Häufungswert  von  ^' 
in  a  auf  51,  und  sei  {a„}  eine  Punktfolge  aus  'ä,  so  daß: 

(t)  lim  a„  =  a;     a^-^a;     lim/'(a„)  =  L 


n=oo 


Ist  U'(a)   irgendeine    reduzierte  Umgebung  von  a  in  ?{,   so    gehören 
fast  alle  a^  zu  \\'{a).     Ist  p<^l,  q^l,  so  ist 

fM>P-'     f{aj<q 

für  fast  alle  w.     Damit  aber  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Die   Bedingung   ist    hinreichend.     In    der   Tat,    es    gehöre    in 


^)  R.  Bettazzi,  der  sich  zuerst  systematisch  mit  diesem  Begriffe  befaßt 
hat  (Rend.  Pal.  6  (1892),  177)  sagt    „un  confine  di  f". 


i 
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jedem  U'(a)  etwa  zu   jedem  Intervalle  {p,l]    ein  Punkt  a,  wie    ihn 
Satz  I  verlangt.     Sei  {p^}  eine  Folge  reeller  Zahlen  mit: 

(tt)  \imp^  =  l;     p„<l. 

n=  X 

In   U'  (ö^;— j   liegt  dann  ein  Punkt  a„,  so  daß: 

(ttt)  "  P„<f{a„)^L 

Weil  a„  in  U'(a;  -)  ,  und  wegen  (ft)  und  (ftt)  ist  (f)   erfüllt,    und 

Satz  I  ist  bewiesen. 

Aus  der  Definition  des  Häufungswertes  folgt  sofort: 
Satz  II.     Damit  f  in    a    einen   Grenzwert  l    auf    ^[    habe, 
ist  notwendig   und   hinreichend,    daß  /'  in  a  auf  %  nur  den 
einen  Häufungswert  l  habe. 

Wir  ordnen  nun  jedem  Punkte  a  von  91^  die  Menge  aller  Häu- 
fungswerte von  /"in  a  auf  91  zu.  Dadurch  ist  auf  9t^  eine  im  all- 
gemeinen mehrwertige  (Kap.  II,  §  1,  S.  113)  Funktion  definiert, 
die  wir  die  Häufungsfunktion  von  /'  auf  5(  nennen  und  mit 
h(a;  f,  9t)  bezeichnen  wollen." 

Aus  Kap.  II,  §  1,  Satz  III  entnehmen  war  sofort: 
Satz  IIL    Führt    die   Schränkungstransformation  /"  in  /"* 
über,  so  führt  sie  auch  h{a',f,%)  in  Ä(a;/"*,9l)  über. 

In  Verallgemeinerung  von  Kap.  II,  §2,  Satz  IX  gilt  der  Satz^): 
Satz  IV.  Ist  5(  kompakt,  und  ist  l  ein  Häufungswert 
der  Menge  aller  Funktionswerte  von  f  auf  91,  oder  ein 
Wert,  den  f  in  unendlich  vielen  Punkten  von  %  annimmt, 
so  gibt  es  in  9t^  einen  Punkt  a,  so  daß  l  einer  der  Werte 
von  Ä(a;  /",  91)  ist. 

In  der  Tat,  es  gibt  dann  in  91  eine  Folge  {«„}  zu  je  zweien 
verschiedener  Punkte,  so  daß: 

lim/(a„)  =  L 

Da  9t  kompakt,  hat  {a„}  einen  Häufungspunkt  a,  der  auch  Häufungs- 
punkt von  9t  ist;  und  da  offenbar  l  unter  den  Werten  h{a;f,'iS.) 
vorkommt,  ist  Satz  IV  bewiesen. 

In  Verallgemeinerung  von  Kap.  II,  §  4,  Satz  VI,  VII  gilt: 
Satz  V.    Ist  X  eine  abgeschlossene  Menge  reeller  Zahlen, 
so  ist  die  Menge  aller  Punkte  a  von  9t^,  in  denen    es   unter 
den  Werten  von  Ä(a;/',  9t)  mindestens  einen  zu  3£  gehörigen 
gibt,  abgeschlossen. 


^)  Vgl.  M.  Pasch,  Math.  Ann.  30  (1887),  134.   Satz  IV  ist  ein  allgemeiner 
Grenzsatz. 
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Sei  in    der  Tat  9t'    die  Menge    aller  Punkte    von  %^,    in    denen 
h{a;f,'iH)    mindestens    einen    zu  X    gehörigen  Wert  hat,    und   sei  a^ 
Häufungspnnkt  von  91'.     Dann  gibt  es    in  91'  eine  Punktfolge  {a^^}, 
so  daß: 
(*)  lim  «„  =  «„,     a,,=^aQ, 

n=oo 

und  zu  jedem  a„  gibt  es  in  Ä(a„;  f,  9()  einen  zu  .1"  gehörigen  Wert  l^. 
In  der  Folge  {l^}  gibt  es  eine  konvergente  Teilfolge  {In,}'- 

und  weil  i"  abgeschlossen,  gehört  l  zu  X .  Wir  haben  nur  mehr  zu 
zeigen,    daß  l    unter    den  Werten    von  h  (a^ ,  f,  'ä)  vorkommt. 

Beim  Beweise  können  wir,  vermöge  der  Schränkungstrans- 
formation  (Satz  III),  ohne  weiteres  annehmen,  f  sei  beschränkt,  und 
somit  alle  /„  und  l  endlich.  Da  Z„^,  ein  Wert  von  h{an  ;  f,  31)  ist, 
gibt  es  (Satz  I)  in  9t  einen  Punkt  aj.  ={=  a^ ,  so  daß : 

Aus  (*)  und  (**)  folgt  dami: 

lim  a'y  =  ttQ ;     a'  =4=  «o '     ^™  /  («t)  =  I  • 

D.  h.  I  ist  ein  Wert  von  hia^;  f,  9t),  und  somit  gehört  Uq  zu  9t'.  Also 
ist  9t'  abgeschlossen,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Satz  VI.  Ist  J  eine  beliebige  Menge  reeller  Zahlen,  so 
ist  die  Menge  9t'  aller  Punkte  a  von  9t^,  in  denen  alle  Zahlen 
aus  X  unter  den  Werten  von  /j(a;/',  91)  vorkommen,  ab- 
geschlossen. 

In  der  Tat,  sei  /  eine  beliebige  Zahl  aus  X.  Nach  Satz  V  ist 
die  Menge  9t,  aller  Punkte  von  9t^,  in  denen  l  unter  den  Werten 
von  h{a;  f,  9t)  vorkommt,  abgeschlossen.  Dasselbe  gilt  daher  (Kap.  I, 
§  2,  Satz  VI)  für  den  Durchschnitt  der  Mengen  9t;  für  alle  möglichen 
/  aus  X.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Die  Natur  der  Wertmenge  h{a;  f,  91)  in  einem  Punkte  a  läßt 
sich  völlig  charakterisieren;  es  gelten  diesbezüglich  die  folgenden 
Tatsachen  ^) : 

Satz  VII.  Die  Menge  aller  Häufungswerte  h{a;  /',9t)  einer 
Funktion  /  in  einem  Punkte  a  von  9tMst  eine  abgeschlossene 
Zahlenmenge. 


»)  R.  Bettazzi,  a.  a,  0. 


Kap.  III,  §  1.    Häufungswerte  einer  Funktion.  187 

Wir  haben  zu  zeigen:  kommen  J^,  1^,  . . . ,  l^^,  . . .  unter  den  Werten 
h(a;f,S}i)  vor,  und  ist  lim /^^  = /,  so  kommt  auch  I  unter  den  Werten 

Jl—  X 

h{a;  /",?()  vor.  Wir  können  dabei  wieder  annehmen,  /'  sei  be- 
schränkt, die  /,,  also  endlich.  Dann  gibt  es  in  9(  einen  Punkt 
a,,  4*  « •    für   flen  '■ 


es  ist  also: 


r  K ,  0.)  <  ^     und     I  f(aj  —  Z„  |  <-  ; 


lim  a„  =  a;     a„  =t=  a;     lim  f{aj==l. 


Damit  aber  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

Wie  Satz  VII  lehrt,  gibt  es  unter  den  Werten  h{a;f,'H)  einen 
größten  und  einen  kleinsten.     Offenbar  gilt: 

Satz  VIII.  Größter  und  kleinster  unter  den  Werten 
h(a:f,')![)  stimmen  überein  mit  den  reduzierten  Schranken- 
funktionen G'{a;  f,  ^>r),  g{a;  f,  5t). 

Einer  anderen  Einschränkung  als  der,  abgeschlossenen  zu  sein,  unter- 
liegt die  Menge  aller  Häufungswerte  h(a;  f,  %)  einer  Funktion  in  einem  Punkte 
nicht.     Eb  gilt  nämlich  der  Satz^): 

Satz  IX.  Ist  X  eine  beliebige  abgeschlossene  Zahlenmenge  und 
a  Punkt  von  W- ,  so  gibt  [es  auf  91  eine  Funktion  f,  für  die  X  die 
Menge  aller  Häufungswerte  h(a;  f,  9()  ist. 

In  der  Tat,  nach  Kap.  I,  §  7,  Satz  III  gibt  es  einen  abzählbaren,  in  3£ 
dichten  Teil  von  X,  etwa  Xi,  x^,  .  . .,  Xn,  .  ■  ■  ■  Sei  {a,.}  eine  Punktfolge  aus 
91  mit: 

lim  ar  =  a;     av  =^  a;    av' =j=  Or  für  r'=^v. 

V  :=   OD 

Wir  spalten  {<iv}  in  abzählbar  unendlich  viele  zu  je  zweien  fremde  Teil- 
folgen a'"',  a',"',  . . . ,  a|"',  ...  (n  =  1 ,  2,  .  .  .).  Nun  definieren  wir  eine  Funktion  f 
auf  Sa  durch  die  Vorschrift:  /'(a|,"')=x„  (n,  v^l ,  2,  ...);f=x^  in  allen  andern 
Punkten  von  a.  Dann  ist  jeder  Wert  x„  ein  Häufungswert  h{a;  f,  21),  mithin 
nach  Satz  VII  auch  jeder  Wert  aus  3£.  Und  da  f  nur  Werte  aus  ü  annimmt, 
und  3£  abgeschlossen  ist,  kann  ein  nicht  zu  X  gehöriger  Wert  nicht  Häufungs- 
wert  von  f  sein.    Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Sei  58  irgendein  Teil  von  9(.  In  jedem  Punkte  von  93^  kann  dann  neben 
der  Häufungsfunktion  h{a;f,'ii)  von  f  auf  9(  auch  die  Häufungsfunktion 
Ä(o;  f,  58)  von  /"  auf  58  betrachtet  werden,  und  zwar  ist  dann  die  Wertmenge 
h{a;  f,  58)  ein  Teil  der  Wertmenge  h{a;  /",  2t).  Wir  wollen  uns  besonders  mit 
dem  Falle  befassen,  daß  58  in  2t  offen  ist,  also  die  Form  hat: 

58  =  9tQ), 


*)  R.  Bettazzi,  a.  a.  0.     Vgl.  hierzu  auch  H.  Hahn,  Monateh.   f.  Math. 
16  (1905),  315. 
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wo  &  offen.  Ißt  dann  der  Punkt  a  von  93*  auch  Punkt  (und  mithin  innerer 
Punkt)  von  05,  eo  ist  offenbar: 

hia;f,  93)  =  Ä(a;/",  91). 

Von  Interesse  ist  also  nur  der  Fall,  daß  a  Begrenzungspunkt  von  OJ 
ist.  Wir  bezeichnen  dann  die  Werte  h{a;f,'H&)  als  die  Häufungswerte 
von  f  in  a  auf  ■?(  bei  Annäherung  durch  ®.  Natürlich  wird  dabei  die 
Wcrtracnge  h  (a ;  /",  91 Ö5)  von  der  Wahl  der  offenen  Menge  &  abhängen. 
Immerhin  aber  besteht  hier  folgende  merkwürdige  Tatsache: 

SatzX^).  Die  Menge  9(*  aller  Punkte  o  von  91*,  in  denen  für 
mindestens  eine  offene  Menge  & 

h(a;f,  9t®)=)=Ä(a;  f,  90 

ausfällt''),  ist  von  erster  Kategorie  in  9P. 

Beim  Beweise  können  wir,  vermöge  der  Schränkungstransformation,  ohne 
weiteres  f  als  beschränkt  annehmen.  Wir  betrachten  die  Menge  aller  Inter- 
valle >',  r"]  mit  rationalen  Endpunkten.  Ebenso  wie  die  Paare  ratio- 
naler Zahlen  bilden  sie  eine  abzählbare  Menge,  und  können  daher  bezeichnet 
werden  mit: 

•\Si  >  \5'2  >  •  •  •  )  f\5>>  j  •  .  .  • 

Sei  9(„  die  Menge  aller  Punkte  a  von  IH*,  in  denen  h{a;  f,  91)  einen  Wert 
aus  3n  <?nthält,  während  für  mindestens  eine  oflfene  Menge  &  h{a;  f,  91  ®)  keinen 
Wert  aus  3n  enthält^).     Wir  zeigen  zunächst:  9[„  ist  nirgends   dicht  in  9t. 

Sei  also  a   ein  Punkt  von  9(„,  und  sei  etwa 

Es  gibt  dann  ein  p  >  0  und  ein  s  >  0  ,  so  daß  auf  U  (a;  q)  91®  die  Funktion  f 
keinen  nach  [>•'  —  f,  r" -\- f]  fallenden  Wert  annimmt*).  In  jedem  Punkte  a' 
von  U(a;  q)  %'>&'')  enthält  dann  h{a';  f,  ?()  keinen  Wert  aus  %,;  kein  Punkt 
von  U(a;  £>)'J(''®  kann  also  zu  \>(„  gehören;  also  ist  9I„  nirgends  dicht  in  91", 
wie  behauptet  (Kap.  I,  §  4,  Satz  XIV). 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  91*.  Es  gibt  also  eine  Zahl  x  und  eine  offene 
Menge®,  so  daß  a  Punkt  von  (9(  ©)*,  und  weiter  so,  daß  x  in  h(a;f,  91), 
nicht  aber  in  h{a;  f,  9(  ©)  vorkommt.  Nach  Satz  VII  ist  nun  aber  die  Wert- 
menge h{a;  f,  31®)  abgeschlossen;  es  gibt  also  unter  unseren  Intervallen  ^n 
eines,  das  zwar  x,  aber  keinen  Wert  von  h{a;  f,  9(  ®)  enthält.  Das  aber  heißt: 


')  Ein  Spezialfall  dieses  Satzes  wurde  bewiesen  von  W.  H.  Young,  Lond. 
Proc.  (2)  8  (1910),  117. 

*)  Dabei  muß  a  zu  (9t  ®)*  gehören,  da  sonst  h  {a;  f,  SU  ®)  keinen  Sinn 
hätte. 

*)  Wie  schon  erwähnt,  ist  dann  a  nicht  Punkt,  sondern  nur  Begrenzungs- 
punkt von  ®. 

*)  Denn  andernfalls  gäbe  es  in  U  (a;  — )  ®  einen  Punkt  a„  (=f=a)  von  9t, 
so  daß:  ^       *" 

r'--^/-(a„)<r"  +  V 

n—  —        '   n 

und  es  hätte  demzufolge  h{a;  f,  9t®)  einen  Wort  in  [r',  r"]. 

*)  Solche  Punkte  gibt  es,  weil  nach  Voraussetzung  a  zu  (91  ®)'  gehört 
(Fußn.  2). 


J 
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a  gehört  zu  oinor  unserer  Mengen  3t„ .    Also  ist : 

und  da,  wie  schon  bewiesen,  jede  Monge  9l„  nirgends  dicht  in  ?("  ist,  so  ist  21* 
von  erster  Kategorie  in  %'',  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Sei  nun  insbesondere  91  eine  Punktmenge  des  '31^,  und  somit  /' 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen.  Wir  definieren  dann:  Ist  a 
Punkt  von  'JIV  (Kap.  IL  §  13,  S.  177),  so  heißt  die  Zahl  l  ein  rechts- 
seitiger^) Häufungswert  von  /'  in  a  auf  %,  wenn  es  in  9X  eine 
Punktfolge  {a,,}    gibt,  so  daß: 

lim  a„  =  a;     a„  ^  a ;     lim  f{a^)  =  l. 

»1=00  n=» 

Ordnet  man  jedem  Punkte  a  von  9t^    die  Menge  aller  rechtsseitigen 
Häufungswerte  von  f  in  a  auf  %  zu,  so  entsteht  die  rechtsseitige 
Häufungsfunktion  A+(a;  f,  9()  von  f  auf  5t. 
Es  folgt  sofort  in  Analogie  zu  Satz  II: 

Satz  XI.  Damit  die  Funktion  f  einer  reellen  Veränder- 
lichen in  a  auf  %  den  rechtsseitigen  (linksseitigen)  Grenz- 
wert l  habe,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  /«^  (a; /",  9() 
[bzw.  Ä_  (a;  f,  9()]  nur  den  einen  Wert  l  habe. 

Ganz  ebenso  wie  Satz  VII  beweist  man: 

Satz  XII.  Die  Menge  aller  rechtsseitigen  (linksseitigen) 
Häufungswerte  von  /"auf  9t  in  einem  Punkte  von  9t^  (von  9ti) 
ist  stets  abgeschlossen. 

Es  gibt  also  einen  größten  und  einen  kleinsten  Wert  in  der 
Wertmenge  h^{a;  f,  9t)  [oder  h_{a;  f,  9t)],  und  zwar  gilt: 

Satz  XIII.  Größter  und  kleinster  Wert  in  der  Wert- 
menge ä+ («;/",  9t)  [ä_  (a; /",  9t)]  stimmen  überein  mit  den  redu- 
zierten einseitigen  Schrankenfunktionen  G'f.  (a;  /'.9t),  g'+{a;  /",9t) 
[bzw.  G'_(a;/-,  9t),  g'_{a;  f,%)]. 

Versteht  man  unter  der  offenen  Menge  ®  eine  einseitige  Umgebung 
(a,  a-\-  q)  oder  (a  —  Q ,  a)  von  a,  so  gehen  für  Funktionen  f  einer  reellen  V^or- 
änderlichen  die  oben  betrachteten  „Häufungswerte  von  f  bei  Annäherung 
durch  ©"  über  in  die  einseitigen  Häufungswerte  von  f,  und  Satz  X  lehrt,  daß 
die  Menge  aller  Punkte  von  ''}l\,  in  denen: 

von  erster  Kategorie  in  51"  ist.     Doch  gilt  hier,  für  Funktionen   einer   reellen 
Veränderlichen,  noch  beträchtlich  mehr^): 


^)  Ganz  analüg  ist  die  Definition  der  linksseitigen  Häufungswerte,  und 
dann  auch  weiter  der  hnksseitigen  Häufungsfunktion  Ä_(a;  f,  2t). 

«)  W.  H.  i'oung,  Quart.  Journ.  39  (1907),  67;  Rend.  Line.  17/1  (1908), 
582.   (Ein  Spezialfall  auch  bei  L.  Tonelli,  Rend.  Lomb.  (2)  41  (1908),  773). 
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Satz  XIV.  Ißt  f  eine  auf  der  Punktmenge  91  des  9Ji  dofinieito 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen,  so  ist  die  Menge  51*  aller 
Punkte  von  'ÜIV,  in  denen  (0)  gilt'),  abzählbar. 

Wie  beim  Beweis  von  Satz  X  bezeichnen  wir  mit  3„(n=l,  2,  . .  .)  die 
sämtlichen  Intervalle  des  Stj  mit  rationalen  Endpunkten,  mit  5l„  die  Menge 
aller  jener  Punkte  von  914-,  in  denen  h(a;  f,  W)  einen  Wert  aus  5»  enthält, 
Ä+(a;  f,  91)  aber  nicht.  Wie  beim  Beweise  von  Satz  X  zeigt  man,  daß  es  zu 
jedem  a  von  9(„  eine  rechtsseitige  reduzierte  Umgebung  {a,a-\-Q)  und  ein 
f>Ogibt,  so  daß,  wenn  3„=  [/,  r"  ],  die  Funktion/"  in  9((rt,a  +  e) 
keinen  Wert  aus  [r'  —  E,r"-\-e]  annimmt,  woraus  wie  beim  Beweise  von 
Satz  X  folgt:  in  (a,  a  +  e)  üegt  kein  Punkt  von  9(„. 

Kein  Punkt  von  9l„  ist  also  rechtsseitiger  Häufungspunkt  von  9l„,  also  ist 
(Kap.  II,  §  13,  Satz  I)  9(„  ab  zählbar. 

Da  auch  hier  wieder,  wie  beim  Beweis  von  Satz  X: 

9(*  =  9li-f  9(24----+2l„+...  , 

so  ist  auch  ''}{*  abzählbar,  und  Satz  XIV  ist  bewiesen. 

Aus  ihm  folgt  unmittelbar: 

Satz  XV.  Ist  f  eine  auf  der  Punktmenge  91  des  91,  definierte 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen,  so  ist  die  Menge  aller 
Punkte  von  91^-911,  in  denen: 

Ä+(a;A9l)  +  Ä_(a;/-,  90 
ist,  ab  zähl  bar. 

Und  daraus  insbesondere  nach  Satz  XIII: 
Satz  XVI.     Ist  f  eine   auf   der  Punktmenge  91  des  SRi   definierte 
Funktion  einer  reellen  Veränderlichen,    so  ist  überall   auf  9I.V?lij 
abgesehen  von  einer  abzählbaren  Punktmenge: 

GV  (a;  f,  91)  =  (?'_  (a;  f,  91);    /+  (a;  f,  9()  =/_  («;  f,  91). 

§  2.    Die  Schwankung  einer  Funktion. 

Ist  die  Funktion  /'  definiert  auf  %,  so  verstehen  wir  unter  der 
Schwankung  von  /'  auf  %  den  Ausdruck: 

CO  (/;  5t) -=(?(/;  91)  — ?(A^)- 

Diese  Definition  versagt,  wenn: 

(?(/■,  5l)  =  ^(/',Sl)  =  +  oo     oder     G{f,%)  =  g{f,%)=—co, 

d.  h.  wenn  auf  ganz  91: 

/'=-|-^^     ^^w.     /■=— ^oo. 

In  dem  Falle  setzen  wir  fest: 

cü(/-,  9l)  =  0. 
Es  ist  also  stets: 

und  zwar  gilt: 


^)  Ebenso  die  Menge  aller  Punkte  von  911,  in  denen: 
h{a;f,  %)^h_{a;f,  91). 
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Satz  I.  Damit  cü(/", '!?l)  =  0  sei,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  /■  konstant  sei  auf  9(. 

Aus  den  charakteristischen  Eigenschaften  von  G{i,S&),  g  {(,''}{) 
(Kap.  II,  §  1,  S.  114)  folgt  weiter: 

Satz  II.  Ist  die  Schwankung  (-0(^31)4=0,  so  ist  sie 
charakterisiert  durch  folgende  Eigenschaften: 

1.  Es  ist: 

\f{a)-f{a')\<<o{f,%) 

für  alle  Punktepaare  a,  a'  von  91,  für  die  die  Differenz 
f{a)  —  /"(a')  einen  Sinn  hat. 

2.  Zu  jeder  Zahl  z: 

0<z<(o{f,<ä) 
gibt  es  in  9(  ein  Punktepaar  a,  a' ,  so  daß: 

\f{a)-f{a')\>z. 

Ist  a  ein  Punkt  von  ^f*^,  so  verstehen  wir  unter  der  Schwankung^) 
von  /  in  rt  auf  %  den  Ausdruck:  . 

co{a',f,Sa)  =  G{a;t\^)  —  9{a;f,^). 
Diese  Definition  versagt,  wenn: 

(0)  G{a;f,^)  =  g{a;f;^)  =  -\-oo  oder  G{a;f;%)  =  g{a;f,^i)  =  —  oc, 

d.  h.  (vorausgesetzt,  daß  «  zu  %  gehört):  wenn  f  in  a  stetig  auf  9( 
ist  und  dort  einen  unendlichen  Wert  hat.  In  dem  Falle  setzen 
wir  fest: 

co{a;  f,  9t)  =  0. 
Es  ist  also  stets: 

«(a;/-,  5l)>0, 

und  zwar  gilt  (Kap.  II,  §  3,  Satz  II): 

Satz  III.  Damit  im  Punkte  a  von  31: 

(o{a;  f,  %)  =  0 

sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  /'  stetig  sei  in  a 
auf  2(. 

Aus  Kap.  II,  §  2,  Satz  IV  folgt: 

Satz  IV.  Wenn  nicht  eine  der  beiden  Gleichungen  (0) 
gilt,  ist  ü){a;t,'ä)  die  untere  Schranke  von  co{f,l\)  für  alle 
Umgebungen  U  von  a  in  91. 

Aus  Kap.  II,  §  2,  Satz  VI  folgt: 


*)  Auch  Unstetigkeitsgiad  genannt. 
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Satz  V.  Wenn  nicht  eine  der  beiden  Gleichungen  (0) 
gilt,  so  gibt  es  in  "il  zwei  Punktfolgen  {a'„},  {a'n},  so  daß: 

(00)      lim  a'n  =  a ;     lim  aZ  =  a ;     lim  [f{a\,)  —  f(a';)]  =  a){a;f,  91). 

n=oo  n=oo  n=«i 

Aus  Kap.  II,  §  2,  Satz  VII  folgt: 

Satz  VI.  Wenn  nicht  eine  der  beiden  Gleichungen  (0) 
gilt,  so  ist  CL>(a;  f, 'il)  charakterisiert  durch  folgende  Eigen- 
schaften: 

1.  Zu  jeder  Zahl  p: 

p>o){a;  f,'ä) 

gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  9(,  so  daß: 

\f{a')-fia")\<p 

für  jedes  Punktepaar  a,  a"  von  U,    für   das  diese  Differenz 
einen  Sinn  hat. 

2.  Zu  jeder  Zahl  z: 

0<Cz<co{a;f,  9t) 

gibt  es   in    jeder  Umgebung  U    von  a   in  9t    ein  Punktepaar 
a',  a",  so  daß: 

\f{a')-f{a")\>z. 

Ist  a  ein  Pimkt  von  9t^,  so  verstehen  wir  unter  der  redu- 
zierten Schwankung^)  von  f  in  a  auf  9t  den  Ausdruck: 

co' (a;  f,  9t)  =  G'{a;  f,  91)  —  g'  (a;  f,  9t). 

Diese  Definition  versagt,  wenn: 

(t)  G'{a;  f,  9t)  =  /(a;  f,  9t)  =  +  oo  oder  G' {a;  f,  9t)=^'(a;  f,  9t)  =  — oo, 

d.  h.   wenn  f  in  a  auf  9t    den  Grenzwert   -\-  oo  oder  —  oo   hat.     In 
dem  Falle    setzen    wir  fest: 

(o'{a;  f,  9t)  =  0. 
Es  ist  also  stets: 

und   zwar  gilt: 

Satz  VII.     Damit  im  Punkte  a  von  9t^: 
co'(a;/-,9t)  =  0 

sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  f  in  a  auf  9t  einen 
Grenzwert  besitze. 

Satz  VIII.     Wenn  nicht   eine  der  beiden  Gleichungen  (f) 


»)  Von  M.  Pasch  als  Schwingung  bezeichnet,  Math.  Ann.  30  (1887),  139. 
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gilt,  so  gilt  Satz  V  auch  für  co' (a;  f^'ä),  wobei  in  (00)  noch 
hinzugefügt  werden  kann: 

««  +  «;    a'n=¥a- 

Satz  IX.  Wenn  nicht  eine  der  beiden  Gleichungen  (f) 
gilt,  so  gilt  Satz  IV  und  VI  auch  für  a/{a;f,^),  wenn  darin 
an  Stelle  der  Umgebungen  U  von  a  in  9(  die  reduzierten 
Umgebungen  U'  von  a  in  91  treten. 

Endlich  definieren  wir  noch  für  Funktionen  einer  reellen  V^er- 
änderlichen  die  einseitigen  Schwankungen  und  reduzierten  ein- 
seitigen Schwankungen  durch: 

a>+  (a;  f,  91)  =  G+  (a;  f,  2t)  ~  g+{a;  f,  9t); 
a>-(a;  f,  9t)  =  G_{a;  f,  9t)— ör_(a;  f,  9t); 
<  {a;  f,  9t)  =  (?;  (a;  f,  9t)  —  g'^  (a;  f,  9t); 
col  (a;  f,  91)  =  G'_  (a;  /",  9t)  —  /_  (a;  /",  9t) 

mit  dem  Zusätze,  daß  jede  dieser  Differenzen  durch  0  zu  ersetzen 
ist,  wenn  Minuend  und  Subtrahend  beide  -|- oo  oder  beide  — oo  sind. 
Es  gelten  dann  ähnliche  Sätze,  wie  für  o>(a; /",  9t),  to' (a; /",  9t),  von 
denen  wir  nur  folgende  anführen: 

Satz  X.     Damit  im  Punkte  a  von  9t 

co^  (a ;  /■,  9t)  =  0     (a>_  (a;  f,  9t)  =--  0) 

sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  /'  in  a  rechtsseitig 
(linksseitig)  stetig  sei  auf  9t. 

Satz  XI.     Damit  im  Punkt  a  von  9l'+  (von  9^:) 
<  (a;  f,  9t)  =  0     (a>'_  (a ;  f,  9t)  =  0) 

sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  /'  in  a  auf  9t  einen 
rechtsseitigen  (linksseitigen)  Grenzwert  besitze. 

Es  sind  a)(a; /,  9t),  o/(a;  A  9t)  auf  91"  bzw.  auf  9t'  definierte 
Funktionen  von  a;  wir  nennen  sie  daher  auch  Schwankungs- 
funktion, bzw.  reduzierte  Schwankungsfunktion  von  /"auf  9t. 
Ebenso  sprechen  wir,  bei  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen, 
von  den  einseitigen  (reduzierten)  Schwankungsfunktionen. 

Satz  XII.  Es  ist  a)(a; /",  9t)  oberhalb  stetig  auf  9t°  in  jedem 
Punkte  von  9t°,  in  dem  nicht^): 

')  Diese  Einschränkung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel ;  Sei  ^  das 
Intervall  [0,  1]  des  5Ri  und  sei: 

r^r     in(;^-,y    (v=l,  2,  ....);     r(0)  =  -fOO- 
Habn.  Theorie  der  reellen  Funktionen.  L  13 
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(0)  G(a:f,^)  =  g(a;f,^)  =  -^oc  oder  G{a;f,  Sil)  =  g{a;f,  %)  =  —  oc, 

insbesondere  also  in  jedem  Punkte  von  91,  in  dem  /"endlich 
ist,  sowie  in  jedem  Punkte  von  9(\  in  dem  /  nicht  einen 
unendlichen  Grenzwert   auf  ')}{  besitzt. 

In  der  Tat,  ist  'ö  die  Menge  aller  Punkte  von  %^.  in  denen  nicht  (0) 
gilt,  so  ist  auf  58 

(o  (a;  /■,  91)  =--  G  [a;  f,  91)  —  g  (a;  /',  91). 

Nun  ist  (Kap.  II,  §  11.  Satz  II)  G  {a:  /',  91)  oberhalb,  g{a;  f,  90  unter- 
halb und  mithin  (Kap.  II,  §  8,  Satz  VI)  — ^(a, /',  91)  oberhalb  stetig 
auf  91".  also  ist  (Kap.  II.  §  8.  Satz  VII)  auch  o){a:  f,  91)  oberhalb 
stetig  auf   'i^;  und  da: 

(o[a;f,  ^1)^0    auf  93:        =0   auf     9f"  — «, 

so  ist  CO  auch  oberhalb  stetig  auf  91"  in  jedem  Punkte  von  93.  und 

Satz  Xn  ist  bewiesen. 

Ganz  ebenso  folgern  wir  aus  Kap.  II,  §  11  Satz  IV: 

Satz  Xin.     Es    ist   to' (a; /",  91)    oberhalb    stetig    auf    91'    in 

jedem    Punkte    von  91^,    in    dem    nicht  /'   einen    unendlichen 

Grenzwert  besitzt. 

Aus  Kap.  II,  §  13,  Satz  X  folgt: 

Satz  XIV.  Ist  f  Funktion  einer  reellen  Veränderlichen,  so  iöl 
o}^{a;f,'il)  rechtsseitig  oberhalb  stetig  auf  91*^5.  in  jedem  Punkte 
von  91+,  in  dem  niclit: 

G+(a;/;  9l)=5r+(a;/",  9()  =  +  0O     oder     G+(a;  f,  <&)  =  g+ {a;  f,  %)^  -  ^  . 
insbesondere  also  in  jedem  Punkte  von  91,  in  dem  f  endlich  ist 
Aus  Kap.  II,  §  13,  Satz  XI  folgt: 

Satz  XV.  Ist  /"Funktion  einer  reellen  Veränderlichen,  so  ist 
£"^(a;/",  91)  rechtsseitig  oberhalb  stetig  auf  91\.  in  jedem  Punkte 
von  Sil^ ,  in  dem  nicht  /"einen  unendlichen  rechtsseitigen  Grenz- 
wert besitzt.  • 

Aus  Satz  XII  nun  folgern  wir  vermöge  Kap.  II,  §  9,  Satz  IV 
sofort : 

Satz  XYI.  Ist  f  endlich  auf  9t.  so  ist  für  jede  Zahl  q  die 
Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen: 

(Oia;  /".  9I)^g 
ist,  abgeschlossen  in  91. 


Dann  ist: 

,      ,  „,        (l  für  a=  -       (♦'  =  2,  3,  ...) 

1,0  für  alle  andern  a  von  [0,  1]. 
Also  ißt  <oia;  f,  SU)  nicht  oberhalb  stetig  auf  9iO='>H  im  Punkte  a  =  0 
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Satz  XVirj.    Ist  in  allen  Punkten  von  %: 

(*)  <o{a;f\'ä)£q, 

80  kann  f  zerspalten  werden  in  zwei  Summanden: 

deren    einer  /j   stetig    ist    auf    51,    während    der    andere    der 
Ungleichung  genügt: 

In  der  Tat,    wegen   (*)  ist: 


G(a;/;9I)  — |^^(a;/-,2l)  +  |. 

Nach  Kap.  II,  §11,  Satz  II  ist  die  links  stehende  Funktion  ober- 
halb, die  rechts  stellende  unterhalb  stetig  auf  5t.  Nach  Kap.  II,  §  10, 
Satz  IV  gibt  es  daher  eine  auf  31  stetige  Funktion  f^.  so  daß: 

<?(«;  A  ^)— f  ^  fM  ^9(a\  r,  ^i+f  • 

Dann  ist  auch  (Kap.  II,  §  2,  Satz  II): 

{***)  f(<^)-l£f.(<^)£f{a)^l. 

Setzen  wir  also: 

/,(a)  =  f(a)-/,(a) 

(wobei  unter  dieser  DifiFerenz  der  Wert  0  zu  verstehen  ist,  wenn  f(a) 
und  f^(a)  denselben  unendlichen  Wert  haben*,  so  ist  wegen  (***) 
auch  (**)  erfüllt,  und  Satz  XVII  ist  bewiesen. 

Mit  Satz  XVII  steht  in  enger  Beziehung  folgende  Verallge- 
meinerung des  Satzes  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit  (Kap.  II,  §  4, 
Satz  IX): 

Satz  XVni-).  Sei  2{  kompakt  und /■  beschränkt^j  auf  51.  Ist: 
(t)  co(a,f,  51)^/7    auf    51^, 


M  H.  Hahn,  Wien.  Ber.  126  (1917i,  109.     Für   Funktionen    einer    reellen 
Veränderlichen  war    der    Satz    bewiesen  worden  von   R.  Baire.  Ann.  di  mat. 
(3)  3  (1899),  57,  wobei  aber  in  (**)  q  statt  |  auftrat.    Die  Majorante  |  für  \f^ 
kann  offenbar  nicht  weiter  verringert  werden. 

2)  T.  B roden,  Acta  Univ.  Lund.  33  (Neue  Folge  8)  (1897),  38; 
R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  15;  E.  R.  Hedrick,  Am.  Bull.  (2)  13 
(1907),  378. 

")  Setzt  man  31  auch  als  abgeschlossen  voraus,  so  genügt  es,  f  .i"« 
endlich  anzunehmen;  daß  f  beschränkt  ist,  folgt  dann  von  selbst. 

13* 


196  Die  unstetigen   Funktionen. 

so  gibt  es  zu  jedem  q  '  > p  ein  g  >  0,  so  daß  für  jedes  Punkte- 
paar a,  a"  aiis  \?l,  dessen  Abstand: 

ist.  die  Ungleichung  besteht: 

lf(a')-f[a")\<q. 

Angenommen  in  der  Tat,  der  Satz  wäre  nicht  richtig;  dann  gibt 
es  ein  q  >-^  und  eine  Folge  von  Punktpaaren  a^',  a^"  («  =  1 ,  2,  . . .) 
aus  91.  für  die: 

(ff)  lim  r  («,;,  a,:')  --=  0 ;       /( «„')  -  f{a„" )^q>p. 

Da  %  kompakt  ist,   hat  die  Folge  {a/}  einen  Häufungspunkt  a;  er 
gehört  gewiß  zu  ^21^.     In  {fl,/}  gibt  es  eine  Teilfolge  {a»^}  mit: 

lim  fl„  =  a . 

v=ao 

Wegen  der  ersten  Relation  (ff)  ist  auch: 

lim  a^' .  =  a , 

r—'x> 

infolgedessen  wegen  Satz  VI: 

\f{<^<^y)  —  f{(in,)\<<l     für  fast  alle  v, 

im  Widerspruche  mit  der  zweiten  Relation  (ff).    Damit  ist  Satz  XVIII 

bewiesen. 

In  ganz  derselben  Weise   zeigt  man  (vgl.  Kap.  II,  §  4,  Satz  X): 
Satz   XIX.      Ist    ^r    ein    kompakter   Teil    der    beliebigen 

Menge  5(,    ist    die    auf  9t   definierte    Funktion  f  beschränkt 

auf  91'.  und  ist: 

oi[a\f,^)^p     auf  {S&'f, 

so  gibt  es  zu  jedem  q^p  ein  Q^O,  so  daß  für  alle  a' von  ?(' 
und  alle  der  Ungleichung 

r{a\a")<Q 
genügenden  a"  von  9t: 

\f{a')-    f{a")\<q. 

Wir  untersuchen  nun,  was  aus  Satz  XV^III  wird,  wenn  statt 
der  Schwankung    die    reduzierte  Schwankung   eingeführt   wird^). 

Satz  XX.  Sei  9t  kompakt  und  f  beschr.änkt  auf  9t.  Ist: 
(*)  (jo'ia;  f,  %)£p    auf  9t ^ 


*)  Vgl.  zu  diesem  und  den  folgenden  Sätzen:  M.  Pasch,    Math.  Ann.  38 
(1887),  140. 
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8o  gibt  es  zu  jedem  q  ^  p  eine  endliche  Anzahl  in  ^21  offener 
Mengen  91^,  3Ij,  . . ., 'Jl^.  mit  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Es  gibt  in  'ä  nur  endlich    viele  Punkte,    die  nicht  zu 

s.)l'=v?Ij-f  5t, -j-...-f  9t,. 
gehören; 

2.  es  ist  o){f,  %)<q  "   (i  =  l,  2,  ...,  k). 

In  der  Tat,  wegen  (*)  gibt  es,  wenn  q^p..  zu  jedem  a  von  %^ 
eine  reduzierte  Umgebung  \\' {a),  so  daß  (Satz  IX): 

<o{f.%]X'{a))<q. 

Durch  Hinzufügung  von  a  zu  U'  (a)  entsteht  eine  Umgebung  von  a, 
die  mit  U(a)  bezeichnet  werde. 

Nach  Kap.  I,  §  3,  Satz  XVIII  ist  91  •  kompakt,  nach  Kap.  I, 
§  3,  Satz  VIII  ist  S&}  abgeschlossen.  Also  gibt  es  nach  dem  ßorel- 
schen  Theorem  (Kap.  I,  §  6,  Satz  I)  in  91'  endlich  viele  Punkte 
a, ,  (/g.  . . .,  a^.,  so  daß  jeder  Punkt  von  91'   innerer  Punkt  von: 

9r=U(aJ-f  UK)-f  ...4u(a,) 

ist.  Außerhalb  dieser  Menge  91'  kann  es  also  hur  endlich  viele 
Punkte  von  9(  geben^).  Also  können  wir  die  reduzierten  Um- 
gebungen 9r  U'  (f/j ) .  9t  U'  (rt„) ,  . . . ,  9t U'  ( a  j  für  die  Mengen  91^ ,  9t, .....  9t^. 
der  Behauptung  wählen,  und  Satz  XX  ist  bewiesen. 

Satz  XXI.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  XX  gibt 
es.  wenn  q^p,  in  9(^  nur  endlich  viele  Punkte,  in  denen: 

(o(a]  f,  9f)  ^  5. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gäbe  ihrer  unendlich  viele.  Da 
mit  9t  auch  ^}l'^  kompakt  ist  (Kap.  I,  §  3,  Satz  XVIII),  hätten  diese 
Punkte  einen  Häufungspunkt  ä,  der  gewiß  zu  9t'  gehört.  In  jeder 
reduzierten  Umgebung  von  ä  gäbe  es  dann,  wenn  q  >q,>p,  Punkte 
a,  a"   von    9t ,   so   daß : 

\f{a')  —  f{a")\>q'>p, 

im  Widerspruche  zur  Voraussetzung,  daß  in  jedem  Punkte  von  91^ 
(*)  von  Satz  XX  gilt.     Damit  ist  Satz  XXI  bewiesen. 

Handelt  es  sich  um  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen,  so  können 
auch  die  einseitigen  Schwankungen  herangezogen  werden.  An  Stelle  von 
Satz  XX  erhalten  wir: 


*)  Denn  gäbe  es  unendlich  viele,  so  hätten  sie,  weil  51  kompakt,  einen 
Häufungspunkt;  es  gäbe  also  einen  Punkt  von  '31*,  der  nicht  innerer  Punkt 
von  31'  wäre. 
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Satz  XXII.  Sei  \'l  eine  im  endlichen  Intervalle  \b,  c]  des  ?R, 
liegende  Menge,  und  sei  /"beschränkt  auf  31.  Gilt  in  jedem  Punkte 
von  ^\  und   von  91L  die  entsprechende  der  beiden  Ungleichungen 

(**)  (o'+ia;f,SH)£p;       w'_  (a  ; /•.  9t)  ^  p  , 

so  gibt  es  zu  jedem  q> p  endlich  viele  Punkte: 

6  =  tto  ■<  a,  <  . . .  <  Ofc  _  1  <  a;ij  =  c  . 
so  daß  : 

o,  (/•,  91  •(«,_, ,  a,))  <q      (t  =  1 ,  2  ,  . . . ,  fc) . 

In  der  Tat,  zu  jedem  a   von  91*   gibt    es   ein  o  >  0  ,    so   daß  für  jedes  der 
beiden  Intervalle  (a  —  «  -  a) ,  (a  ,  a-{-  q)  .  das  überhaupt  Punkte  von  91  enthält : 

(o{f,  9I(a— o,  a)Xq;       (o{f.  9l(a,  a-{-g))  <q. 

Durch  Anwendung    des    Boreischen  Theorems    gelangt    man    zum  Beweise  von 
Satz  XXII  wie  oben  bei  Satz  XX. 

Satz  XXIII').     Ist   f  eine    auf    der  Punktmenge  91    des  i«,  defi- 
nierte   Funktion,     und    gilt    in    jedem    Punkte    von    91V-91L  wenig- 
stens   eine    der    beiden  Ungleichungen  (**),  so    ist  die  Menge  aller 
Punkte  von  91°,  in  denen: 
(***)  <o{a;f,Sll)>p 

ist,  abzählbar. 

In  der  Tat,  nach  Kap.  II,  §  13,  Satz  I  ist  91"  —  91V  • '^l-  abzählbar.  Es  ge- 
nügt also,  nachzuweisen,  daß  die  Menge  aller  Punkte  von  91V-9IL,  in  denen 
(***)  gilt,  abzahlbar  ist.  Nach  §  1.  Satz  XVI  ist  aber  überall  auf  9tV-9lL,  mit 
abzählbar  vielen  Ausnahmen: 

G;  [a ;  /•,  91)  =  GL  (fl  ;  f,  91) ;        g'^(a;  f,  9()  = /_  (a ;  Z".  91) , 

und  daher  nach  Kap.  II,  §  13,  Satz  IV  auch: 

G'  (a ;  f,  91)  =  G'+  (a ;  f,  91)  =  GL  (a ;  f,  9t) ; 

/  (a;  A  90  =g^+  ia;  f.  S!()  =  g'_  (a;  f,  9t), 

und  weil  in  jedem  Punkte  von  9t^-9tL  mindestens  eine  der  Ungleichungen  (**) 
gilt,  so  ist  in  jedem  Punkte  von  9(+-9ti  mit  abzählbar  vielen  Ausnahmen  auch: 

co'{a;f,^l)£p. 
Da    aber    nach  Kap.  TI,  §  11.  Satz  VII    überall  auf    \'(^  mit    abzählbar   vielen 
Ausnahmen: 

coia;  f,  90--w'(a;  /',  9t) 
gilt,  so  ist  also  auch  überall  auf  914^-9(1  mit  abzählbar  vielen  Ausnahmen: 

CO  ia;  f,  9()^p  , 
und  Satz  XXIII  ist  bewiesen. 

§  3.     Verteilung  der  Unstetigkeitspunkte. 

Sei  95  ein  beliebiger  Teil  der  Punktmenge  91.  Wir  werden 
sehen,  daß  es  dann  im  allgemeinen  keine  Funktion  /"geben  wird,  die  in 
allen  Punkten  von  iö  unstetig,  in  allen  Punkten  von  )}i  —  93  stetig 
auf  9t  wäre.  Wie  der  Teil  93  beschaffen  sein  muß,  damit  es  eine 
solche  Funktion  gebe,  soll  nun  festgestellt  werden. 


')  Vgl   M   Pasch,  a.  a.  0.  141;   A.  Schoenflies,  Gott.  Nachr.  1899.  188. 
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Satz  I'  .  Die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen  eine 
Funktion  f  unstetig  ist  auf  91,  ist  Vereinigung  abzählbar 
vieler  in  91  abgeschlosnener  Teile  von  9I9l^ 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransforniation  können  wir 
ohne  weiteres  annehmen,  /'  sei  endlich.  Nach  §  2,  Satz  XVI  ist 
dann  für  jedes  n  die  Menge  ©^^  aller  Punkte  von  %,  in  denen: 

oy{a:  f,  'ä)>-, 
n 

abgeschlossen    in  91.    und    da    in    einem    isolierten    Punkte    von  9( 
/  stetig  auf  91  ist.  so  ist: 

«,.<9(-9(^ 

Aus  ^  2,  Satz  III  aber  entnehmen  wir  sofort  für  die  Menge  S&  alier 
Unstetigkeitspunkte  von  /'  auf  9t: 

95  =  ^^  -i-  33.,  +  . . .  4-  «„  +  ■  •  • . 

womit   Satz  1  bewiesen  ist. 

Völlig  gleichbedeutend  mit  Satz  I  ist: 

Satz  II.  Die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen  eine 
Funktion   /'  stetig  ist  auf  9(,  ist  ein  o-Durchschnitt  in  91. 

In  der  Tat.  sei  wieder  93  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte 
von  /'  auf  9t.  Da  nach  Satz  I  93  eine  a -Vereinigung  in  91,  so  ist 
fKap.  1,  i;  2,  Satz  X)  9t  —  93  ein  o- Durchschnitt  in  9t,  und  Satz  II  ist 
bewiesen. 

Daraus  nun  entnehmen  wir'-j: 

Satz  III.  Ist  9t  separabel  und  vollständig,  so  ist  so- 
wohl die  Menge  aller  Stetigkeitspunkte,  als  auch  die  Menge 
aller  Unstetigkeitspunkte  von  f  auf  9t  abzählbar  oder  von 
der  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  für  die  Menge  aller  Stetigkeitspunkte,  die  nach 
Satz  II  ein  o-  Durchschnitt  in  9(  ist,  folgt  dies  aus  Kap.  I.  §  8,  Satz  IX. 
Die  Menge  SS  aller  Unstetigkeitspunkte  aber  ist  nach  Satz  I  eine 
a -Vereinigung  in  9t,  und  da  jede  in  9t  abgeschlossene  Menge  als 
0- Durchschnitt  in  9(  (Kap.  I.  §  3,  Satz  III)  abzählbar  oder  von 
der  Mächtigkeit  c  ist.  gilt  dies  auch  für  93.  und  Satz  III  ist  be- 
wiesen. 

Wir  werden  uns  nun  überzeugen,  daß  von  Satz  I  auch  die 
Umkehrung  gilt.     Dazu  benötigen  wir  einen   Hilfssatz.     Wir  nennen 

')  Vgl.  W.  H.  Young,  Wien.  Her.  112  ^903),  1807;  H.  Lebesgue,  Bull, 
.soc.  math.  32  (1904),  235. 

*)  W.  H.  Young.  a.  a.  0.  1312;  \V.  Sierpiiiski,  Prace  raat.  fiz.  22 
(1911),  19. 

l 
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eine  Funktion  total  -  unstetig*)  auf  ?(,  wenn  sie  in  jedem  Punkte 
von  91  unstetig  ist  auf  91.     Wir  zeigen: 

Satz  IV.  Auf  jeder  (nicht  leeren)  insichdichten  Menge 
".H  gibt  es  total-unstetige  Funktionen,  die  nur  zwei  ver- 
schiedene Werte  p  und  q  annehmen. 

Zum  Beweis  genügt  es,  die  Existenz  eines  Teiles  @  von  "ü  dar- 
zutun, der  gleichzeitig  mit  seinem  Komplemente  31  —  (5  in  'ä  dicht 
ist.     Denn  setzt  man: 

(l>     auf     g, 

~\q     auf     9(  — e. 

so  ist  /  total-unstetig  auf  '»^1. 

Nach  Einleitung  §  4,  Satz  XX,  ist  51  gleichmächtig  einer  wohl- 
geordneten Menge;  sei  y  deren  Ordnungstypus.  Es  gibt  dann  eine 
eineindeutige  Zuordnung  von  '»it  zu  den  Ordinalzahlen  rt<^y;  den  da- 
bei der  Ordinalzahl  a  zugeordneten  Punkt  von  5(  bezeichnen  wir  mit  a«. 

Nun  definieren  wir  die  Aufteilung  der  Punkte  von  91  auf  S 
und  %  —  g  durch  Induktion  (Einleitung  §4,  Satz  XIX),  indem  wir 
festsetzen : 

1.  Es  gehöre  a^  zu  ®,  a^   zu  91 — @. 

2.  Sei  (füra>-l)  91«  die  Menge  der  Punkte  a«- («'<C  «),  und  sei 

g„=9(a-g. 

Dann  gehöre  a^  zu  g,  wenn 

(*)  '/-(aa-ea)^/-!««,?!«—  Sa), 

sonst  zu  91  —  ®. 

Auf  Grund  dieser  Vorschriften  steht  nun  für  jeden  Punkt  von  % 
fest,  ob  er  zu  g  oder  zu  9(  —  g  gehört.  Wir  haben  zu  zeigen,  daß 
sowohl  g  als  91 — g  dicht  in  9t  ist. 

Angenommen,  es  wäre  g  nicht  dicht  m  91.  Dann  gäbe  es  in  9J 
einen  Punkt  a  mit  einer  Umgebung  U  (a) ,  in  die  kein  Punkt  von  g 
fällt.  Dann  gibt  es  aber  ein  f?>>0.  so  daß  nach  U  (a;  ß)  kein  Punkt 
von  g  fällt,  und  dann  ist  offenbar: 

Da  91  insichdicht    ist,   gibt   es    in   U  (rt;l)  gewiß  zwei    verschiedene 
Punkte  von  91:  aa,a^{a<Cßy,  für  sie  ist 

(t)  r(a„,a^)<--"-. 
o 

*)  Hiervon  abweichend  bezeichnen  manche  Autoren  ale  total-unstetig 
jede  Funktion,  die  nicht  punktweise  unstetig  (§4)  iet. 
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Wegen    **)  aber  ist: 

Da  Ua  als  Punkt  von  U  (a;  q)  zu  SU  —  6  gehört,  wäre  also  wegen  (f) 
und  (ff)  für  den  Punkt  a^y  (*)  erfüllt,  und  es  müßte  also  O/j  zu  ® 
gehören,  entgegen  der  Annahme,  daß  II  (a;o)-(S  leer  ist.  Damit  ist 
ein  Widerspruch  erreicht;  es  muß  also  (S  in  ^  dicht  sein. 

Ebenso  beweist  man.  daß  9(  —  ß  in  9f  dicht  ist.  und  Satz  IV 
ist  bewiesen. 

Nun  können  wir  das  Schluß resultat  unserer  Untersuchung  aus- 
sprechen : 

Satz  VM.  Damit  es  eine  Funktion  /  gebe,  die  unstetig 
ist  auf  ■;>(  in  allen  Punkten  des  Teiles  '»B  von  3(,  stetig  auf 
5t  in  allen  Punkten  \^on  31  —  33,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  'i^  Vereinigung  abzählbar  vieler  in  'i?!  abge- 
schlossener Teile  von  ^l*ä^  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  schon  in  Satz  I  ent- 
halten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Sei  in  der  Tat: 

«  =  «1  4-  ^2  +  •  • .  +  93„  +  . . . ;       33„  <  21 31S 

wo  jedes  39,,  abgeschlossen  in  91.  Nach  Kap.  I,  §  2,  Satz  XI  können 
wir  annehmen: 

Wir  zerlegen   nun: 

(2)  s„=i8:. +»'„', 

worin: 

und  behaupten:  93^'  ist  insichdicht. 

Sei  in  der  Tat  a  Punkt  von  ')&',[.  Da  dann  a  nicht  Punkt  von 
{'ä  —  'önj',  gibt  es  eine  Umgebung  Uo(a)  von  a,  in  der  kein  Punkt 
von  91  —  55„  liegt.  Dann  aber  liegt  in  H^^  (a)  auch  kein  Punkt  von 
93'„ .  da  ja  «'„  ^  (91  —  93,,)'.  also  jeder  Punkt  von  93',  Häufungspunkt 
von  91  —  93„  ist.    Sei  nun  U(a)  eine  beliebige  Umgebung  von  a.    Da 

S9„<9l^ 

liegen  in  ll(a)Uo(a)  unendlich  viele  Punkte  von  %,  und  da  sie 
weder  zu  9( — 93„  noch  zu  'i8|,  gehören,  gehören  sie  zu  93''-  Also 
ist  93n  insichdicht  wie  behauptet. 

^)  Für  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  zuerst  bewiesen  von  W.  H. 
Young,  a.  a.  O.  1312. 
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Aus  der  Definition  von  SS[[  folgt  weiter: 

(3)  K<K^f 

In  der  Tat,  zunächst  ist  wegen  (1)  und  (2): 

Ferner  ist: 

Da  aber  ein  Punkt  von  'i8'„'  niemals  zu  (91  —  '!8„  )^  gehört,  so  auch 
nicht  zu  (9t  —  93„  +  j)\  und  somit  auch  nicht  zu  ^^_j,j.  Er  gehört 
also  zu  ^„^.j,  aber  nicht  zu  S3'„  +  i,  somit  zu  33^'  + 1-  Damit  ist  (3) 
bewiesen. 

Wenn  nun  S3n  nicht  leer,  so  gibt  es  nach  Satz  IV,  da  93'^'  insich- 
dicht,  eine  auf   '$i"  total-unstetige  Funktion  f^,    die    nur   die    beiden 

Werte  0   und  -    annimmt. 
n 

Setzen  wir: 
so  haben  wir^): 

sr=s8i'-h(5B;'-«;')  +  ---+(58;'-53::_j  +  ... 

+  S3;53'  +  (93;  93'—  93;  93')  +  . . .  -f  (93'„  93'—  93:._i  93')  +  ..■  +  («  —  «). 
und  wir  definieren  nun  eine  Funktion  /'  auf  91  durch  die  Vorschrift: 
f^t\      auf     sg;';  /•=/;,      auf     K-^'^.,: 

f=l     auf     %^';       f=^~     auf     ^'„ «' —  93'„  _ ,  95' ; 

/•=0     auf     91-93. 

Wir  behaupten:  diese  Funktion  /'  ist  unstetig  auf  9t  in  allen 
Punkten  von  93,  stetig  auf  9t  in  allen  Punkten  von  9t  —  93- 

Sei.  um  dies  zu  beweisen,  zunächst  a  ein  Punkt  von  95  und  U  (a) 
eine  beliebige  Umgebung  von  a.  Gehört  a  zu  95'„'  —  95^' -i  (oder 
zu  95'/),  so  gibt  es  unter  den  Mengen 

«1,93;', ...,«'; 

eine  erste,  die  in  U(a)  Punkte  hat,  etwa  95i'.  Es  gibt  dann  in  U  (er) 
unendlich  viele  Punkte,    in  denen  /"=  -  und  /'=0;  es  ist  also: 

w(/;  9(U(a))>4> -. 
—  t        n 

1)  Man  beaclite,  daß  33;  ^'  <  «;  _  1  33'.  In  der  Tat,  wegen  iß;  <  33„  <  93^  ^  ^ 
geliört  jeder  Punkt  von  33^  99'  auch  zu  33„  ,  i93',  und  da  er  als  Punkt  von 
33'  nicht  zu  99^'^.  1  gehört,  so  gehört  er  zu  93^  «i  33'. 
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und   mithin  auch : 

(o[a;f,  91)^  -  , 
n 

d   h.  a  ist  Unstetigkeitspunkt, 

Gehöre  sodann  a  zu  ^',  'ß' —  ^',  _  ,  ':&'  (oder  zu  'B[  '-8').     Dann  ist : 

n 

und  a  ist  Häufungspunkt  von  '«}( —  "!8„,  d.h.   von  Punkten,  in  denen 

/'^—T-    .     Also  ist  a  wieder  Unstetigkeitspunkt. 

Sei  endlich  a  ein  Punkt  von  %  —  53,  somit: 

(4)  f{a)  =  0. 

Eine  Punktfolge  {a^}  aus  9t  mit  lim  a,.  =  a  kann  aus  jeder  Menge  'iö„ 

nur  endlich  viele  Punkte  enthalten;  andernfalls  wäre  a  Häufungs- 
j)unkt  einer  Menge  93„,  und  da  die  33„  abgeschlossen  in  9(,  Punkt 
dieser  Menge  93„,  entgegen  der  Annahme,  daß  a  Punkt  von  9t  —  93. 
Da  aber: 

0<f<-     auf     9t  — i8„ 
n 

und   in  {o,}  nur  endlich  viele  Punkte  zu  93„  gehören,  ist: 

K  =  00 

d.h.  bei  Beachtung  von  (41:  /'  ist  stetig  in  a  auf  91.  Damit  ist 
Satz  V  bewiesen, 

§  4.    Punktweise  unstetige  Funktionen. 

Sei  wieder  9t  eine  beliebige  Punktraenge.  /  eine  Funktion  auf  9t, 
9^  die  Menge  ihrer  Unstetigkeitspunkte,  9t  —  93  die  Menge  ihrer 
Stetigkeitspunkte  auf  9t.  Neben  den  beiden  extremen  Fällen,  daß 
9t  — 93  =  9t  (d.h.  f  stetig  auf  9t)  und  9t  — 93  leer  (d.h.  /total- 
unstetig  auf  9t),  ist  von  besonderem  Interesse  der  Fall:  9t  —  58 
dicht  in  9t. 

Wir  definieren:  die  Funktion  /"  heißt  punktweise  unstetig^) 
auf  9t,  wenn  die  Menge  ihrer  Stetigkeitspunkte  auf  9t  dicht  in  9t 
ist.  Die  auf  9t  stetigen  Funktionen  gehören  also  zu  den  auf  9t 
punktweise  unstetigen  Funktionen. 


')  Oder  punktiert  unstetig.  Dieser  Begriff  rührt  lier  von  H.  Hankel, 
üratulationsprogr.  der  Tübinger  Univ.  1870  =  Math.  Ann.  20,  (1887),  «9 
-  Ostw    Klass.  Nr.  153,  74. 
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Satz  I.  Auf  einer  separierten  Menge  •?(  ist  jede  Funktion 
punktweise  unstetig. 

In  der  Tat,  in  einem  isolierten  Punkte  von  31  ist  jede  Funk- 
tion f  stetig  auf  '•ä.  Es  ist  also  nur  zu  zeigen:  ist  91  separiert,  so 
ist  die  Menge  \?r  aller  isolierten  Punkte  von  21  dicht  in  21.  Ange- 
nommen, •?]['  wäre  nicht  dicht  in  2( ;  dann  gäbe  es  eine  offene  Menge  Qf> , 

so  daß: 

2(  •  &  nicht  leer,     21'-  &  leer. 

Da    also    zu  21®    kein    isolierter    Punkt   von    2t   gehört,    so    ist  21® 

insichdicht.  Also    ist    der    insichdichte     Kern    von    21    nicht    leer, 

und  21  wäre  nicht  separiert  gegen  die  Annahme.  Damit  ist  Satz  I 
bewiesen. 

Für  das  Folgende  bildet  die  Grundlage  der  Satz: 
Satz  IL    Ist  f  endlich^)  und  punktweise  unstetig  auf  'H, 
Bo  ist  für  jedes  5  >•  0  die  Menge  33^  aller  Punkte,  in  denen: 

(*)  "){a;t\^l):>q 

ist,  nirgends  dicht  in  2t. 

In  der  Tat,  wäre  23  nicht  nirgends  dicht  in  2t,  so  gäbe  es 
einen  nicht  leeren,  in  2t  offenen  Teü  ')il'  von  2t,  in  dem  93^  'dicht 
wäre.  Weil  aber  nach  §  2,  Satz  XVI  93^  in  '^l  ^abgeschlossen  ist, 
so  wäre  (Kap.  I,  §  4,  Satz  X) : 

2l'<58^. 

In  jedem  Punkte  der  in  2t  offenen  Menge  21'  würde  also  (*)  gelten, 
entgegen  der  Annahme,  f  sei  punktweise  unstetig,  derzufolge  die 
Stetigkeitspunkte  von  f  auf  2t  dicht  in  21  liegen,  so  daß  auch  in  'ä' 
sich  ein  Stetigkeitspunkt  finden  müßte.    Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Satz  III.  Ist  /■  punktweise  unstetig  auf  2t,  so  ist  die 
Menge  93  aller  ünstetigkeitspunkte  von  f  auf  21  von  erster 
Kategorie  in  21. 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransformation,  bei  der 
Stetigkeitspunkte  in  Stetigkeitspunkte,  Ünstetigkeitspunkte  in  Ün- 
stetigkeitspunkte   übergehen,   können   wir   f  als   endlich   annehmen. 

*)  Diese  V^orauesetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  Ü  das 
Intervall  (0,1)   des^^Rj   und  f  folgende  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  a: 

f  (a)  ;^  -^  00  wenn  a  irrational , 
f{a)=n  wenn  a=       {in,  n  teilerfremde,  natürliche  Zahlen). 

Dann  ist  f  stetig  auf  2t  in  jedem  irrationalen  Punkte;  in  jedem  rationalen 
Punkte  aber  ist : 
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Ist  93  wieder  die  Menge  aller  Puukte  von  "31 ,  in  denen  (*)  gilt, 
so  ist: 

(**)  93  =  93,4-01  +  ...  -f93i4----  • 

Nach  Satz  II  aber  ist  jede  Menge  ^i  nirgends  dicht  in  )li,  womit 
Satz  III  bewiesen  ist.  " 

Die   Umkehrung   von   Satz  II   und   III   gilt   in   folgender  Form: 

Satz  IV.  Ist  %  relativ-vollständig*),  und  ist  für  jedes 
q^O  die  Menge  iß  aller  Punkte  von  %,  in  denen  (*)  gilt, 
von  erster  Kategorie^)  in  SU,  so  ist  f  auf  91  punktweise  un- 
stetig. 

In  der  Tat,  ist  für  jedes  5  >  0  93  von  erster  Kategorie  in  ^ , 
so  nach  (**  j  auch  (Kap.  I,  §  4,  Satz  XX)  die  Menge  95  aller  Un- 
stetigkeitspunkte  von  /'  auf  %.  Nach  Kap.  I,  §  8,  Satz  XV  ist  also 
die  Menge  9t  —  93  der  Stetigkeitspunkte  dicht  in  9t,  und  Satz  IV  ist 
bewiesen. 

Gleichbedeutend  mit  Satz  IV^  ist  der  Satz: 

Satz  V.  Ist  9t  relativ-vollständig,  und  ist  für  jedes 
qj>0  die  Menge  9t    aller  Punkte  von  9t,  in  denen: 

a;(a;/-,9t)<2, 

dicht  in  9t,  so  ist  f  punktweise  unstetig  auf  9t. 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransformation  können 
wir  /■  als  endlich  annehmen^).  Dann  ist  nach  §  2,  Satz  XVI  die 
Menge  93»  =  9t  —  9t  abgeschlossen  in  9t,  und  somit  ist,  weil  9t  dicht, 
93^  nirgends  dicht*)  in  91.     Nunmehr  folgt  Satz  V  aus  Satz  IV^. 

')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  ?I  die 
Menge  der  rationalen  Punkte  im  Intervalle  (0,1)  des  Sij,  und  sei: 

/'(a)  =  —  für  a-=—  (m,  n  teilerfremde,  natürliche  Zahlen). 

Dann  i.st  93^  endlich  für  jedes  ^-^O,  und  mithin  nirgends  dicht,  also  von 
erster  Kategorie  in  9t;  aber  f  ist  total  unstetig  auf  2t. 

*)  Insbesondere  kann  es  hier  heißen:  nirgends  dicht. 

*)    Denn    geht    f   durch   die    Schränkungstransformation    über    in   f*,    so 

^r(a)-rib)\<'f(a)-f(b)  \ 
und  daher  aach : 

CO  (a;  f*,  31)  £  CO  {a;  f,  SU). 

')  Andernfalls  gäbe  es  einen  nicht  leeren,  in  2[  oflEenen  Teil  ?t'  von  Ä, 
in  dem  93,  dicht  wäre;  und  weil  95,  abgeschlossen  in  91,  wäre  dann 

^it'<93„ 

entgegen  der  Annahme,  daß  2t,  dicht  in  ?f,  derzufolge  es  in  2t'  auch  Punkte 
von  2l(,  geben  muß. 
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Aus   diesen   Sätzen   fließen    einige    merkwürdige    Folgerungen*): 

Satz  VI.  Ist  91  relativ-vollständig,  und  ist  sowohl  die 
Menge  58  aller  Unstetigkeitspunkte  als  auch  die  Menge 
•?(  —  53  aller  Stetigkeitspunkte  von  f  auf  Sil  dicht  in  9t,  so 
gibt  es  keine  Funktion  g,  für  die  S3  die  Menge  aller  Stetig- 
keitspunkte, 51  —  33  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte 
auf  91  wäre. 

In  der  Tat,  es  wäre  dann  sowohl  /'  als  r/  punktweise  unstetig 
auf  91,  also  nach  Satz  III  sowohl  33  als  9(  —  33  von  erster  Kategorie 
in  9r ,  entgegen  Kap.  I,  §  8,  Satz  XVII. 

Satz  VII.      Ist  91  relativ-vollständig,  und  sind 

/,,  f,,  ...,  /„,   ... 
abzählbar    viele    auf  91   punktweise    unstetige    Funktionen, 
so  ist  die  Menge  (S  aller  Punkte  von  91,  in  denen  sämtliche 
/„  stetig  sind  auf  9t,  dicht  in  91. 

Sei  in  der  Tat  33„  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte  von  f^ 
auf  9t.  Dann  ist  nach  Satz  III  58„  von  erster  Kategorie  in  9t,  mit- 
hin (Kap.  I,  §  4,  Satz  XX)  auch  die  Menge: 

33  =  S,4-«.-f. ••+»„+•••  • 

Also  ist  (Kap.  I,  §8,  Satz  XV)  91  —  33  =  6  dicht  in  9t,  wie  be- 
hauptet. 

Daraus  nun  folgt  unmittelbar: 

Satz  Vm.  Ist  91  relativ  vollständig,  und  sin^l  f'i,  f^ 
punktweise  unstetig  auf  91,  so  auch  (falls  sie  auf  9(  defi- 
niert sind)   die    Funktionen    ti~]-f.2,  fi  —  fo,  /i/.j.  ^• 

In  der  Tat,  nach  Satz  VII  und  nach  Kap.  II,  §  3,  Satz  VII 
liegen  für  jede  dieser  Funktionen  die  Stetigkeitspunkte  dicht  in  9t, 
womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Und  in  derselben  Weise  folgt  aus  Kap.  II,  §  3,  Satz  VIII: 

Satz  IX.  Sei  9t  relativ-vollständig,  und  seien  /i,/2,.../k 
endlich  viele  auf  9t  punktweise  unstetige  Funktionen.  Be- 
deutet f  den  größten  (kleinsten)  unter  den  k  Funktions- 
werten f^,  f„,  .  .  .,  fj^,  so  ist  auch  f  punktweise  unstetig 
auf   9(. 

Wir  wollen  nun  in  die  Diskussion  der  punktweise  unstetigen  Funktionen 
statt  der  bisher  allein  benutzten  Schwankung  oj{a;f,'il)  die  reduzierte 
Schwankung  cü'(a;/'.  91)  einführen. 

*)  V.  Volterra,  Giorn.  di  mat.  19  (1881),  76. 
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Safr  X.  Ist  ?I  relativ-vollständig'),  und  ist  die  Menge  g  aller 
Punkte  von  21',  in  denen  f  einen  Grenzwort  auf  l?!  besitzt,  dicht  in 
?r,  so  ist  /"  punktweise  unstetig  auf  21. 

In  der  Tat,  geht  f  durch  die  Schränkungstransformation  in  f*  über,  so 
haben  in  eineui  Punkte  a  f  und  f*  gleichzeitig  einen  Grenzwert  auf  31.  Wir 
können  also  ohne  weiteres  /"  als  Vjeschränkt  annehmen.  Nach  §  2,  Satz  Xll  ist 
dann  (o(a;f,%)  oberhalb  stetig  auf  31.     Wir  setzen  abkürzend: 

(o{a\  =  (o{a;f  ,'&). 
Sei   nun   o   ein   Punkt  von  ß.     Es  gibt  dann  zu  jedem  e  >  0  eine   redu- 
zierte Umgebung  U'(a)   von    a,    so    daß    (Kap.  II,  §  11,  Satz  XI)   für  je   zwei 
Punkte  a',  o"  von  31U'(a): 

(1)  f(a')-f{a")     <>. 

Ipt  a'  Punkt  von  2lU'(a),  so  gibt  es  eine  Umgebung  U(a'),  so  daß: 

U(a')<U'(a), 
und  dann  ist  wegen  (1): 

uud  mithin  in  jedem  Punkte  a'  von  3lU'(a): 

Da  hierin  c  >■  0  beliebig  war,  gilt  für  die  untere  Schrankenfunktion  von  o)  auf 
31  in  jedem  Punkte  a  von  S : 

(2)  g(a;  w,m=-0. 

Sei  nun  3>0,  und  9(^  die  Menge  aller  Punkte  von  5{,  in  denen  w  ■<  g. 
Nach  Satz  V  genügt  es,  zu  zeigen:  ?(,  ist  dicht  in  3r.  Sei  zu  dem  Zwecke 
6)  eine  offene  Menge,  so  daß  %&  nicht  leer  ist.  Wir  haben  zu  zeigen:  in  31® 
liegt  ein  Punkt  von  31  j. 

Dies  ist  sicher  der  Fall,  wenn  in  31®  ein  isolierter  Punkt  von  31  Hegt, 
da  in  jedem  isolierten  Punkte  co  =  0  ist.  Liegt  aber  in  31  ®  kein  isolierter 
Punkt  von  3(,  so  ist  3(®<3I'©;  weil  aber  (g  dicht  in  31',  gibt  es  in  31'®  einen 
Punkt  von  S,  und  aus  (2)  folgt  sodann,  daß  es  in  3(®  Punkte  von  31,,  gibt. 
Also  ist  31^  dicht  in  31,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Wir  erhalten  nun  leicht  folgendes  Analogen  zu  Satz  IV': 

Satz  XI.  Ist  31  relativ-vollständig,  und  ist  für  jedes  3>0  die 
Menge  aller  Punkte  von  3131',  in  denen: 

(t)  co'{a;f,^)^q 

ist,  von  erster  Kategorie   in  31,  so  ist  f  punktweise   unstetig  auf  31. 
In  der  Tat,   i.'-t  3?/  die  Menge  aller  Punkte  von  3(3('.   in   denen  (f)  gilt, 
33'  die  Menge  aller  Punkte  von  3(3(',  in  denen 

w'(a;/',  2I)>0 
gilt,  so  ist: 

33'  =  93',  4-3314-  ...4-S3j-f  •••• 

2  n 

und  da  33i  von  erster  Kategorie  in  3(  ist,  so  auch  93'.     und  mithin  ist  i^Kap.  1. 

§  8,  Satz  XV)  31  —  )&'  dicht  in  31. 

Nun  ist: 
(tt^  31  — 93' =  (31  —  3131^) +  (31 31'  — 33'). 


')  Diese   Bedingung  kann   nicht   entbehrt   werden.     Vgl.   das    Beispiel    zu 
Satz  IV. 


208  t)'«'  unstetigen  Funktionen. 

Sei  nun  a  ein  beliebiger  Punkt  von  ')}{,  und  U(a)  eine  beliebige  Umgebung 
von  a.  Da  91  —  58'  dicht  in  "ä,  liegt  zufolge  (ff)  in  U(a)  sei  es  ein  Punkt  von 
91  — 91^:>F,  sei  es  ein  Punkt  von  9191»  — 5J'.  Die  Punkte  a'  von  91  — 9(91*  sind 
isolierte  Punkte  von  91,  in  ihnen  ist  also; 

ü>(a')  =  0, 
und  somit:  * 

(fft)  ••  ^(a';f-,,9l)  =  0. 

lu  den  Punkten  a    von  9191'  — '^B'  ist: 

«>'(«';/•,  90  -0, 

mithin  gilt,  wie  wir  beim  Beweise  von  Satz  X  sahen i),  wieder  (fff).  In 
jeder  Umgebung  \\{a)  liegt  also  ein  Punkt  von  91,  in  dem  (fff)  gilt,  d.  h.  die 
Menge  aller  Punkte  a'  von  91,  in  denen  (fff)  gilt,  ist  dicht  in  9(.  Und  da 
CO  oberhalb  stetig  auf  9t  (§  2,  Satz  XII),  so  gibt  es  nach  Kap.  II,  §  9,  Satz  VI 
einen  in  91  dichten  Teil  von  9t,  auf  dem  co  =  0.  Das  aber  heißt:  /'  ist  punkt- 
weise unstetig  auf  9t,  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

Bei  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  können  die  Sätze  X  und  XI 
noch  etwas  verschärft  werden  durch  Einführung  der  leduzierton  einseitigen 
Schwankungen. 

Satz  XIP).  Ist  91  eine  relativ-vollständige  Menge  des  5Ri*),  und 
gibt  es  einen  in  9t*  dichten  Teil  von  91S  in  dessen  Punkten  f  wenig- 
stens einen  einseitigen  Grenzwert  besitzt,  so  ist  f  punktweise  un- 
stetig auf  91. 

In   der  Tat,   in  jedem    Punkte  von  W,   in  dem  f  wenigstens  einen   ein- 
seitigen Grenzwert  besitzt,   ist  (§  2,  Satz  XI)   wenigstens  eine  der  Gleichungen 
erfüllt : 
(0)  <(a;/",9t)  =  0;     wL  (a ; /",  9t) -=  0 . 

Ist  aber  im  Punkte  a  von  91*  eine  dieser  beiden  Gleichungen  erfüllt,  so  ist 
dort  auch^): 

g{a;co,'ä)  =  0. 

Von  da  aus  schließt  man  weiter,  wie  beim  Beweise  von  Satz  X. 

Satz  XIII'*).  Ist  9t  eine  relativ-vollständige  Menge  des  'Si^,  und 
ist  für  jedes  j  >■  0  die  Menge  aller  Punkte  von  9t9lV  9tL,  in  denen 
die  beiden  Ungleichungen  gelten: 

o4(a;/-,9t)^g;     <oL{a;  f,Sii)^q , 
von  erster  Kategorie  in  91,  so  ist  /"punktweise  unstetig  auf  91. 


*)  Man  hat  dabei  wieder  f  als  beschränkt  anzunehmen,  was  vermöge  der 
Schränkungstransformation  zulässig  ist. 

^)  U.  Dini,  Grundlagen  f.  e.  Theorie  d.  Funktionen  einer  veränderlichen 
reellen  Größe  (1892)  §  151. 

■■')  D.  h.  (Kap.  I,  §  8,  Satz  II,  V)  91  ist  atsgeschlossen  oder  ein  o-Durch- 
schnitt  in  einer  abgeschlossenen  Menge. 

■•)  Man  beweist  dies  (indem  man  wieder  f  als  beschränkt  annimmt)  ganz 
ebenso,  wie  beim  Beweise  von  Satz  X  aus  w'(a; /",  91)  =  0  auf  (2)  geschlossen 
wurde;  man  hat  nur  an  Stelle  der  dort  benutzten  reduzierten  Umgebung  U'(a) 
nun  eine  der  beiden  einseitigen  reduzierten  Umgebungen  von  a  zu  verwenden. 

'•)  V.  Volterra,  Giom.  di  mat.  19  (1881),  84. 
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In  der  Tat,  zunächst  zeigt  man  in  gewohnter  Weise,  daß  diti  Monge  ©* 
aller  Punkte  von  ?1214.?IL,  in  denen  die  beiden  Ungleichungen  gelten: 

(o'+  {a ;  f,  Sil) ; >  0  ;     w'_  (a  ;/",«)>  0 , 

von  erster  Kategorie  in  Sil  ist. 

Die  Menge  91  (91*  —  31V  ?IL*)  ist  als  abzählbarer  Teil  von  'äW  (Kap.  II,  §  13, 
Satz  I)  von  erster  Kategorie  in  Vt  (Kap.  I,  §  4,  Satz  XXII).  Es  ist  also  auch 
93*  +  2t  (31"  — '^(V  9{L^  von  erster  Kategorie  in  SU.  und  mithin  (Kap.  I,  §8, 
Satz  XV): 

(£•  =.  2J  —  93*  —  91  (91"  —  91V  9IL)  --  (91  —  9191')  -f  (9t9rV  911  —  93*) 

dicht  in  91.  Nun  sind  aber  die  Punkte  von  9(  —  919P  die  isolierten  Punkte 
von  91,  und  die  Punkte  von  9t9(V3lL  —  93*  sind  solche,  in  denen  mindestens 
eine  der  Gleichungen  (0)  besteht.     Also  gilt")  in  jedem  Punkte  von  g: 

</(a;w,9r)  =  0. 

Und  da  (£■  dicht  in  9t,  folgt  daraus  (Kap.  II,  §  U,  Satz  VI),  daß  auch  die 
Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen  (o{a)  =  0,  dicht  in  9t  ist,  d.  h.  f  ist  punkt- 
weise unstetig  auf  9t,  wie  behauptet. 

§  5.    Erweiterung  einer  punktweise  unstetigen  Funktion. 

Im  Gegensatze  zu  den  stetigen  Funktionen  ist  eine  auf  %  punkt- 
weise unstetige  Funktion  keineswegs  völlig  bestimmt  durch  die  Werte, 
die  sie  auf  einem  in  ^21  dichten  Teile  von  91  annimmt.  Dies  hat 
zur  Folge,  daß  hier,  im  Gegensatze  zu  Kap.  II,  §  5,  Satz  III.  der 
Satz   gilt: 

Satz  I.  Ist  SU  eine  relativ- vollständige  Menge,  deren 
insichdichter  Kern  nicht  leer  ist,  so  hat  die  Menge  aller 
auf  51  punktweise  unstetigen  Funktionen  mindestens  die 
Mächtigkeit  2^ 

In  der  Tat,  nach  Kap.  I,  §  8,  Satz  VIII  gibt  es  einen  in  'JÄ 
niigends  dichten  und  abgeschlossenen  Teil  6  von  2(  der  Mächtig- 
keit c.    Die  Menge  aller  Funktionen  auf  (£  hat  also  die  Mächtigkeit: 

und  dasselbe  gilt  daher  von  der  Menge  aller  Funktionen  f  auf  ?I, 
die  beliebig  sind  auf  Q,  und  gleich  0  auf  ^t  —  6 .  Ist  a  ein  Punkt  von 
■"Jl  —  6,  so  gibt  es,  da  l£  abgeschlossen  in  %,  eine  zu  ß  fremde  Um- 
gebung U(aj  von  a  in  ?(,  in  deren  sämtlichen  Punkten  also  f=0 
ist;  es  ist  somit  /  stetig  auf  9(  in  jedem  Punkte  von  S  —  §(.  Da 
aber  6  nirgends  dicht  in  %,  so  ist  Vt  —  (S;  dicht  in  31  (Kap.  I,  §  4, 
Satz  XIV  a),  d.  h.  f  ist  punktweise  unstetig  auf  S!l.  Damit  ist  Satz  I 
bewiesen. 

*)  Dabei  ist  wieder  (vermöge  der  Schränkungstransformation)  f  als  be- 
schränkt anzunehmen. 

Hahn.  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  14 
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Ist  58  Teil  von  ül,  so  kann  (außer  wenn  23  abgeschlossen  in  l'l 
ist)  nicht  jede  auf  ^  stetige  Funktion  zu  einer  auf  91  stetigen  er- 
weitert werden.  Auch  hier  verhalten  sich  die  punktweise  unstetigen 
Funktionen  anders.     An  Stelle  von  Kap,  II,  §  5,  Satz  VI  tritt: 

Satz  11^).  Ist  /■  punktweise  unstetig  auf  58,  und  wird  / 
auf  58"  so  erweitert,  daß  in  jedem  Punkte  von  58°  —  58: 

(1)  9[a;  t\'>8)£f{a)<G{a;  f,iÖ),       ' 

so  ist  /  auch  punktweise  unstetig  auf  58°;  und  zwar  wird 
dann  /  stetig  auf  58"  in  jedem  Punkte  von  58,  in  dem  es 
stetig  auf  58  war. 

Beim  Beweise  können  wir,  vermöge  der  Schränkungstransfor- 
mation,  annehmen,  f  sei  beschränkt  auf  58;  dann  ist  auch  die  ge- 
mäß (1)  erweiterte  Funktion  /'  beschränkt  auf  58°. 

Wir  beweisen  zunächst :  Ist  f  stetig  auf  58  im  Punkte  a  von  58 , 
so  ist  die  erweiterte  Funktion  stetig  in  a  auf  58°.  Sei  {«„}  eine 
Punktfolge  aus  58**  mit 

(2)  lim  a„  =  a. 

11=  X 

Wir  haben  zu  zeigen: 

(3)  lim /•(aj=/(a). 

»1=  00 

Nun  ist  gewiß: 

(4)  gK-'f\^)£naJ£G{a„,f,^); 

in  der  Tat,  gehört  a„  zu  58,  so  gilt  dies  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  II; 
gehört  a„  zu  58° — 58,  so  gilt  dies  nach  (l). 

Aus  (4)  nun  folgern  wir  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VI:  Zu  jedem  a,^ 
gibt  es  in  58  ein  a'„  und  ein  a'',  so  daß: 

(5)  r{a^,a'„)<~-,     r(a„,a'^)<^; 

f («;)  <  fiaj  + 1 ;    /'(««)  >  /•(«„)  -  { , 

und  somit: 

(6)  /•(a;)-^</K)</'«'  +  ^. 

Aus  (2)  und  (5)  folgt: 

lim  a„  =  a:     lim  an  =  a, 

und  somit,  weil  f  stetig  in  a  auf  58: 

( 7 j  lim  /•'<)  =  f(a) ;      lim  /(a';)  =  fia) . 

')  T.  Broden,  Acta  Univ.  Lund.  33  (Neue  Folge  8)  (1897),  16. 
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Aus  [6)  und  (7)  aber  folgt  (3),  d.  h.  /  ist  stetig  in  a  auf  53^  wie  be- 
hauptet. 

Sei  nun  ©  die  Menge  aller  Punkte  von  5^,  in  denen  /stetig  auf  33 
(und  mithin  auf  SS").  Naeh  Voraussetzung  ist  ©  dicht  in  ^^,  und  daher 
auch  (Kap.  I,  $  4,  Satz  XIII)  in  33°;  also  ist  f  punktweise  unstetig 
auf  ÜB'\  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

An  Stelle  von  Kap.  II,  §5,  Satz  VIII  tiitt  nun: 

Satz  III.  Ist  58  ein  Teil  von  *3l,  so  kann  jede  auf  33  punkt- 
weise unstetige  Funktion  /"  erweitert  werden  zu  einer  auf 
91  punktweise  unstetigen  Funktion,  die  stetig  auf  91  ist  in 
jedem   Punkte  von  93,  in  dem  /'  stetig  war  auf  33. 

In  der  Tat,  zunächst  erweitern  wir  nach  Satz  II  /'  zu  einer  auf 
91 -^^  punktweise  unstetigen  Funktion,  und  sodann  diese  (da  91-93° 
abgeschlossen  in  91)  nach  Kap.  II,  §  5,  Satz  VIII  zu  einer  Funktion  F 
auf  9( ,  die  nun  offenbar  alles  in  Satz  III  Verlangte  leistet. 

Wir  kehren  zurück  zu  Satz  II.  Sei  f  definiert  auf  58.  Wir  wollen  jede 
auf  53"  definierte  Funktion  /'*,  die  überall  auf  93  mit  f  übereinstimmt ,  überall 
auf  93"  der  Ungleichung 

(0)  5  (a; /■,  93)^ /■*(«)  ^ö  («;/".  58) 

genügt,  eine  möglichst  stetige  Erweiterung  von  f  auf  93°  nennen^). 

Satz  IV.     Ist  /'  definiert    auf  93,    und  f*   eine  möglichst  stetige 
Erweiterung  von  f  auf  93",  so  ist  für  jede  offene  Menge  6: 

(00)  (?(/',93e)  =  6?(/'*>s3"e);    ^ (/",  «e) =^ (/"*,«" e>. 

In  der  Tat,  da  jeder  Funktionswert  von  f  auch  ein  Funktiouswert  von  f* 
ist,  so  ist: 

G(r,«*'e)^ö(/",93e). 

Angenommen,  es  gälte  hierin  das  Zeichen  >,  so  gäbe  es  eine  Zahl  p: 

Ö  (/",  93  C)<  i?  <  (?  (r,  93"  (£) . 

Es  gäbe  also  einen  zu  G  gehörigen  Punkt  a  von  93",  so  daß: 

/•*(«)  >i^>G(/-,93(£), 
und  mithin  wegen  (0): 

ö^a;/-,  93)  >(?(/•,  93(5), 

was  unmöglich,  da  G(a;/",  93)  die  untere  Schranke  von  (?(/",  93Sj  für  alle 
a  enthaltenden  offenen  Mengen  @.  Damit  ist  die  erste  Gleichung  (00)  be- 
wiesen, und  ebenso  beweist  man  die  zweite. 

Indem  man  in  (00)  die  unteren  (oberen)  Schranken  für  alle  a  enthaltenden 
offenen  Mengen  S  bildet,  erhält  man  daraus: 

Satz  V.     Ist  /'  definiert   auf  SS  und  /'*  eine  möglichst  stetige  Er- 
weiterung von  f  auf  93",  ßo  ist  in  jedem  Punkte  von  58": 


^)  Das  durch  (0)  gegebene  Intervall,  innerhalb  dessen  f*{a)  beliebig  ge- 
wählt werden  kann,  wird  von  A.  Schoenflies  (Die  Entwicklung  der  Lehr. 3 
von  den  Punktmannigfaltigkeiten,  132)  als  das  ünstetigkeitsintervall  be- 
zeichnet. Seine  Länge  G{a;f,^)  —  ^  (a;  f,  93)  bezeichnet  T.  B  rode  n  als^Lati- 
tude"  (a.  a.  0.  14). 

14* 
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G(a;f.  -S)  -=  (r  (a;  f* .  '&');     H  {a ;  f ,  SQ)  =^  g  [a ;  f* ,  ^''), 
und  mithin   aucli: 

(-)(«;/",  «j^  ('MO ;/■*,  33"). 

Als  Spezialfall  entnehmen  wir  hieraus: 

Salz  VI.  Ißt/"*  eine  möglich  st  stetige  Erweiterung  der  Funktion/" 
von  '!Ö  auf  'iV,  fio  ist  /'*  stetig  auf  W^  in  jedem  Punkte  von  SQ,  in  dem 
f  stetig  auf  'i^  ist. 

In  der  Tat,  aus  w  (a; /■,  S3)  =  0  folgt  nach  Satz  V  auch  w  (a; /*,  ^")  =  0, 
womit  Satz  VI  bewiesen  ist. 

Sei  nun  insbesondere  /  punktweise  unstetig  auf  "il,  und  !i>  die  Menge  aller 
Stetigkeitspunkte  von  ■/'  auf  S!l .  Dann  ist  'i^  dicht  in  )}{,  und  mithin  ist  '!y"  =  '',>l'' 
(Kap.  I,  §  4,  Satz  Vlil ). 

Betrachten  wir  mm  /'  imr  als  Funktion  auf  S3,  d.  h.  nur  in  seinen  Stetig- 
keitsstelion; jede  möglichst  stetige  Erweiterung  f*  der  Funktion  /"  von  der 
Menge  33  auf  die  Menge  91"  nennen  wir  eine  zu  /'gehörige  möglichst  stetige 
Funktion']. 

In  einem  Punkte  von  x'l  — 33  kann  f=^f*  sein,  doch  muß  dies  nicht 
sein*).  Die  Bezeichnung  als  zu  f  gehörige  möglichst  stetige  Funktion  wird  ge- 
rechtfertigt durch  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Satz  Vll.  Ist  f  punktweise  unstetig  auf  VI,  ist  /'*  eine  zu  f  ge- 
hörige möglichst  stetige  Funktion,  und  ist  'ö  die  Menge  der  Stetig- 
keitspunkte von  /■  auf  %,  so  ist  in  jedem  Punkte  von  3t": 

(000)   G{a;  f*,  m  =  G(a;f,  95)  <  G(a;f,  31) ;  «/(o;  /*,  3^")  =gia;f,  33)  >  y{a;f,  31), 
und  mithin  aucli: 

cü  (a ;  /'*,,  VI"  -=  (0  (a ;  /',  ^ j  ^  o  (a ;  /',  3t) . 
In  der  Tat,  weil  93-<3l,  so  ist: 

(?(«;/",  33)  <Ö(a;/\3(). 
Da  33   dicht    in  31.    .so   ist   weiter  ^"  =  31"  (Kap.  I,  ?;  4,  Satz  VIII)   und  somit 
nach  Satz  V: 

G 1« ;  /■*,  <!['>)  =  G{a;  f*,  33")  =  G  (a;  /",  33) . 

Damit  ist    die  erste  Ungleichung  (000)  bewiesen,  und  analog  beweist  man  die 
zweite. 

Die  nach  Satz  VII  niemals  negative  Größe: 

a)(a;f,Sä)  —  (o(a;f*,SHO)^0 
wird  bezeichnet^)  als  der  äußere  Sprung  von  f  in  a  auf  31. 

')  Dieser  Begriff  wurde  eingeführt  von  A.  Schoen flies.  Die  Entwick- 
lung der  Lehre  von  den  Punktmannigfaltigkeiten,  135.  Vgl.  hierzu  H.  Hahn, 
Monatsh.  f.  Math.  16  (1905),  312. 

■^)  Beispiel:  Sei  3(  der  JRj  und 

,. ,  ^ /  —  1     für  a  <'  0 

'^°^-|       1     füra;^0. 

Dann    kann    f*  (a) --^  f'{a)   gesetzt   werden;    es   kann  aber    z.  B.    auch    gesetzt 
werden: 


r*(a)~(f(^)     für  a=|=  0 
/    ^""^"t    0       für  a=-0, 


und  dann  ist  /"*  (0)  =)= /"  (0) . 

■■')  Nach  E.  Study,  Math.  Ann.  47  (1896),  301. 
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Satz  Vni.  Ist  f  punktw«u8C  unstetig  auf  '•.'l ,  int  /"*  eine  zu  f 
gehörige  möglichst  stetige  Funktion,  und  istÄ  eine  Funktion  auf  'Jl". 
die  in  allen  Stetigkeitspunkten  von  /"auf  '>it  mit  /übereinstimmt, 
so  ist  in  jedem  Punkte  von  31": 

( X )  G  (a ;  Ä .  W)  >G{a;  f*.  \'l") :     .7  t  a :  /i ,  «")  ^g(a;  f*,  "m , 

u  n  d  mithin  auch : 

co{a;h,^l'')^fo(a;f*,SHO). 

In  der  Tat,  da  unter  den  Werten,  die  h  auf  21"  annimmt,  auch  die  vor- 
kommen, die  f  auf   der   Menge  ^   seiner  Stetigkeitspunkte  annimmt,   so   ist: 

G  {a;h.W)>G(a;f\'18), 

woraus  durch  Berufung  auf  (000)  die  erste  l^ngleichung  ixi  folgt,  und  analog  be- 
weist man  die  zweite. 

Satz  IX.  Ist  /  auf  31  punktweise  unstf^tig.  iwid  ist  /'  endlich, 
oder  gibt  es  unter  den  zu  f  gehörigen  möglichst  stetigen  Funk- 
tionen eine  endliche  /"*,  so  ist  f — f*  eine  auf  9(  punktweise  un- 
stetigem Funktion,  die  in  jedem  ihrer  Stetigkeit spun ktc  auf  91  den 
Wert  0  hat. 

Sei  in  der  Tat  83  die  Menge  aller  Stetigkeitspunkte  von  /'  auf  VI .  Nach 
Satz  VI  ist  in  jedem  Punkte  von  53  auch  f*  und  mithin  auch  /' — /'*  stetig 
auf  91,  also  ist  f — f*  punktweise  unstetig  auf  9( . 

Sei  nun  a  ein  Stetigkeitspunkt  von  f — f*  auf  9(.  Da  93  dicht  in  X'l,  ist 
a  Häufungspunkt  von  93;  und  da  in  jedem  Punkte  b  von  9^: 

f(h}-r(b)^o. 

muß  wogen  der  Stetigkeit  in  a  auch: 

/■(a)  — /■*ea)  =  0 
sein.     Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Daraus  folgt  immittelbar: 

Satz  X.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  IX  ist  jede  zu 
/" — f*  gehörige  möglichst  stetige  F'unktion  —0  in  allen  Punkten 
von  91". 

Beachten  wir    daß: 

f*{a)^--f{a)-\-(f*uii~f{a)}, 
so  können  wir  die  Sätze  IX  und  X  kurz  .«o  zusamm(  nfa.ssen:  .Jede  auf  9( 
punktweise  unstetige  und  endliche')  Funktion  kann  durch  Addition  einer  punkt- 
weise unstetigen  Funktion,  deren  zugiiiörigc  möglichst  stetige  Funktionen  =  0 
Bind,  in  eine  ihr  zugehiirige  uKiglichst  stetige  Funktion  verwandelt  werden; 
und  zwar  genügt  die  zu  addierende  punktweise  unstetige  Funktion  f*  —  f  auf  91 
der  Ungleichung: 
(xx)  f{a)-  f*{a)   ^oj^aif^SH). 

In    der   Tat,    wie  aus  ihrer   Dcfinitionsungleichung  (0)  (S.  211 1  hervorgeht,    ge- 

^)  Diese  Voraussetzung  kann  niciii  entbehrt  werden.  Beispiel:  sei  31  das 
Intervall  (0,1)  des  3t,  und: 

/'(ft)  =  n       für       o  =  -    (m,n  teilerfremde  natürliche  Zahlen) 

/'(o)  =  -f-O0  für  irrationales  o. 

Dann  ist  f'*(a)  =^  -(-  cx)  tiberall  auf  91,  und  mithin  f*{a)  —  f(a)  =  -j-  cv  in  allen 
rationalen   Punkten  von  91 . 
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nügt  /*,  wenn  lö  die  -Menge  der  Stetigkeitspunkte  von  /"  auf  ?t  bezeichnet, 
der  Ungleichung: 

(/  (a;  f,  •ii)£g{a:  f,  «)  ^  f*(a)  <G{a;t\^)<G{a;  f,  «() , 

und  da  auch   f  der  l'ngloichung  genügt: 

5(a;/-,9I)^/'(a)^G(fl:/'.9r), 

folgt  die   Behauptung  (xx). 

Für  die  in  der  Definitionsungleichung  (0)  der  zu  /  gehörigen  möglichst 
stetigen  Funktionen  auftretenden  Größen  (t(o;/",  S8),  g{a;f,'id)  gilt  noch: 

Satz  XI.  Ist  %  relativ-vollständig,  ist  f  punktweise  unstetig 
auf  \)(,  und  SB  die  Menge  der  Stetigkeitspunkte  von  /"  auf  91,  so  ist  in 
jedem   Funkte  von  91°: 

(t)  CT(o;/'.33)=G*(a;/,  9tj;     </ (a; /",  «)  =  ^*(a; /",  VI). 

wo  Cr*  und  g*  obere  und  untere  Schrankenfunktion  von  /'  auf -,'1  bei 
Vernachlässigung  von  Mengen  erster  Kategorie  in  91  (Kap.  II,  •?  VI, 
S.  174)  bedeuten. 

In  der  Tat,  nach  §  4,  Satz  III  ist  die  Menge  91  —  'S  aller  rnstetigkeits- 
punkte  von  /'  auf  91  von  erster  Kategorie  in  91;  also  ist: 

(r+>  G*{a;f,Si{)^G{a;f,^). 

Würde  hierin  das  Zeichen  -<  gelten,  so  gäbe  es  eine  Zahl  p: 

(tvTi  G*{a;f,'il)<^p<G{a;f,'&). 

und  mithin  in  jeder  l  mgebung  U  (a)  einen  Punkt  h  von  ^.  in  dein  auch: 

f(b)'>p. 

Da  aber  h.  als  Punkt  von  3J,  Stetigkeitspunkt  von  f  auf  9(  ist.  gäbe  es  in 
U(fli  eine  Umgebung  von  &  in  91 ,  d.  h.  eine  in  91  offene  Menge  (M,  auf  der 
durchweg  : 

f>p. 

Nach  Kap.  I.  >?  8,  Satz  XVI  ist  aber  ©  von  zweiter  Kategorie  in  \'l,  so  daii: 

G*{f,'iiVi{a))>p. 

und  mithin,  da  dies  für  jede  Umgebung  U  (a)  von  a  gilt,  aueh : 

G*{axf.^{)^p, 

im  Widerspruch-  mit  (ttt)-  Also  kann  in  (jf)  nicht  daw  Z.nchen  <  gelten, 
und    die   erste  Gleichung  (f)  ist   bewiesen.     Analog  beweist  man  die  zweite. 

ij  6.    Beispiele  punktweise  unstetiger  Funktionen. 

Wir  wollen  nun  von  einigen  einfachen  Funktionsarten  nach- 
weisen, daß  sie  punktw  eise  unstetig  sind.  Zunächst  gilt  .dies  von  den 
halbstetigen  Funktionen.  Wir  gehen,  um  dies  einzusehen,  aus  vom 
Hilfs.satze: 

Satz  I.  Ist  /  oberhalb  .stetig  auf  iH,  so  hat  die  Schwan- 
kungsfunkt  Ion   von   /auf  91: 

(,)[a)  =  (»{a:  /",  %) 
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in  jedem  Punkte  von  \'('*.  in  dem'): 

^(a; /■,?!)  >—oo 
ist.   die   untere  Schranke  0: 
(1)  rj{a;o),%)  =  0. 

In  der  Tat,  die  Behauptung  trifft  zu  für  jeden  Punkt  a  von  'ä'*, 
V.U  dem  es  eine  Umgebung  in  9(  gibt,  auf  der  durchweg  f'==-{-^Ci; 
denn  in  jedem  Punkte  dieser  Umgebung  ist  o)  =^  0. 

Andernfalls  gibt  es  in  jeder  Umgebung  U(a)  einen  Punkt  a 
von  ^21,  in  dem  /(«']  und  damit  auch  (j[a';  f,  51)  endlich.  Da  g  unter- 
halb stetig  auf  91  (Kap.  II,  §  11,  Satz  II),  gibt  es  weiter  zu  jedem 
£  ^  0  eine  Umgebung  II  (a) ,  so  daß :  ^ 

1 2)  !/  (a" :  /",  91)  >  g  (a' ;  /",  91)  —  f     für  alle  a"  von  U  (a)  •  9t . 

Nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VII  gibt  es  in  Ufa)- U(o')-9(  mindestens 
einen  Punkt  a.   in  dem: 

(3)  /•(«)<^(a';/",  9t)!+f. 

Da  /  oberhalb  stetig  auf  9(.  ist  (3)  gleichbedeutend  mit  (Kap.  II,  §  8, 
Satz  I) : 

(4)  •     (^(ä;/;9n<^(a';/,  90  +  fc-. 

Da  (2i  auch   für  a"  =  'a  gilt,  folgt  aus  (2)  und  (4): 
(5,1  .co(ä; /■,  9r)<2£. 

In  jeder  Umgebung  Ufa)  gibt  es  also  einen  Punkt  a  von  91,  in  dem 

(5)  gilt,  und  da  stets  co^O  ist,  so  folgt  aus  (5)  in  der  Tat(l),  und 
Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II'-i.  Jede  auf  einer  relativ-vollständigen ')  Menge  91 
oberhalb  (unt«ihalb)  stetige  Funktion  ist  punktweise  un- 
stetig auf  91. 

In  der  Tat.  wir  können  wieder /als  beschränkt  annehmen;  dann 
ist  (i)(a)  oberhalb   stetig  auf  9(  (§2,  Satz  XII );  es  folgt  also  aus  (1) 


')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.     Beispiel  im  91,: 

f(a)=^  —  n     für     a=  -  —     <wi-  "  teilerfremde  natürliche  Zahlen). 

Dann  ist  f  oberhalb  stetig  auf  der  Menge  ?t  aller  rationalen  rt  =f=  0  des  9t, , 
aber   in   jedem    Punkte  von  VI  ist  a>  (ä)  =  -}-  OO . 

•-)  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  13.  (Vgl.  auch  Bull,  -oc  math.  2>^ 
(1900),  179^     H.  Lebesgue,  Bull.  soc.  math.  32  (1904),  233. 

^1    Diese    Voraussetzung    kann    nicht    entbehrt    werden.     Sei    (im  9^,)    'sH 

die   Menge    aller  Punkte  —  —  (m,   n   teilerfremde   natürliche  Zahlen),   und  sei 
—  n 

/  (  — )  ^=  Dann  ist  f  oberhalb  stetig,  aber  total-unstetig  auf  9(. 


21()  Die  unstetigen  Funktionen. 

von  Satz  I  nach  Kap.  II.  §  9.  Satz  VI,  daß  auf  einem  in  %  dichten 
Teile  von  91: 

(o{a)^0     d.h.     o){a)  =  () 

ist.  In  jedem  solchen  Punkte  aber  ist  f  stetig  auf  '•.Jl .  womit  Satz  1 1 
bewiesen  ist. 

Wir  behandeln  nun  insbesondere  Funktionen  einer  reellen  Ver- 
änderlichen und  unterscheiden  ihre  Unstetigkeiten  in  solche  erster 
und  zweiter  Art.  Sei  %  eine  Punktmenge  des  >)i,.  Die  auf  \1 
definierte  Funktion  /'  heißt  unstetig  von  zweiter  Art  auf  ")[  in 
jedem  Punkte  von  'i){'*.}(i,  in  dem  kein  rechtsseitiger  Grenzwert  (Kap.  II. 
§  13,  S.  179)  von /auf  %  existiert,  sowie  in  jedem  Punkte  von  91 ''^li,  in 
dem  kein  linksseitiger  Grenzwert  von  f  auf  9(  existiert.  In  allen  andern 
Punkten  von  %  heißt  /von  erster  Art  unstetig  auf's?!.  Stetig- 
keit und  hebbare  Unstetigkeit  (Kap.  II,  §  11,  S.  173)  sind  also  Spe- 
zialfälle von  Unstetigkeit  erster  Art.  Eine  Funktion,  die  auf  '"21  keine 
Unstetigkeiten  zweiter  Art  besitzt,  heißt  kurz  unstetig  von  erster 
Art  auf  91. 

Aus  §  4.  Satz  XII  folgt  sofort: 

Satz  III.  Ist  f  unstetig  von  erster  Art  auf  der  relativ- 
vollständigen*)  Menge  9(  des  9{j,  so  ist  /'  punktweise  un- 
stetig auf  9(. 

Darüber  hinaus  aber  gilt: 

Satz  IV.  Ist  /'  unstetig  von  erster  Art  auf  der  Menge  iH 
des  fR^,  so  gibt  es  nur  abzählbar  viele  Unstetigkeitspunkte 
von  /auf  9t. 

Beim  Beweise  können  wir,  vermöge  der  Schränkungstransfor- 
mation,  /'  als  beschränkt  annehmen.    Sei  a  ein  Punkt  von  9(.  in  dem: 

(*)  (o{a;f,%)>q{>0). 

Wir  behaupten:  Es  gibt  ein  Intervall  (a.  a  -\-  h),  in  dem  kein  Punkt  n' 
von  ?{  liegt,  in  dem: 

wäre.  In  der  Tat,  dies  triflft  in  trivialer  Weise  zu,  wenn  a  zu  91  —  91  •  91^. 
gehört.  Wenn  hingegen  a  zu  91+  gehört,  so  gilt,  da  f  nur  unstetig  von 
erster   Art,    für    die   reduzierten  'rechtsseitigen    Schrankenfunktionen: 

Es    gibt    also    zu  jedem  e^O    ein   Intervall  (a,a-\~h),    so  daß    für 


*)  Diese   Bedingung    kann    nicht  entbehrt    werden,    wie   das    Beispiel   zu 
S'atz  II  zeigt. 
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alf e  a    von   '*i(  [a,a  -j-  h) : 

Cr'Ja;  f,  90  -  e  <  f(a')  <  (i\{a\  f,  90  ^,   *. 

In  jedem    Punkte  a    von  '>}[  ■  [a .  a -\- h)  ist  aber  dann: 

(t){a'\  f,  "Jirj^-if. 

Wählt  man  insbesondere  2£<^q,  so  gilt  also  (**)  in  keinem 
Punkte  «'  von  9((a,  « -j- ^),  wie  behauptet.  —  Ganz  ebenso  beweist 
man.  daß  es,  wenn  (*)  gilt,  ein  Intervall  {a  —  h,a)  gibt,  das  keinen 
Punkt  von  91  enthält,  in  dem  (**)  gelten  würde. 

Wir  .schlie(3en  daraus:  Die  Menge  aller  Punkte  a  von  91,  in 
denen  (*)  gilt,  ist  eine  isolierte  Menge  (Kap.  II.  §  4.  S.  75);  nach 
Kap.  II.  §7.  Satz  Via  ist   sie  also  abzahlbar. 

Sei   nun  9l„  die  Menge  aller  Punkte  von   91,  in  denen: 

ojia;  t-  90>-- 
n 

Dann  ist  91^ -}- 9Lj -}-...  4- 9I„ -j"  ••  •  ^^^  Menge  aller  Unstetigkeits- 
punkte    von    /'  auf   91.     Da    aber    nach    dem    eben    Bewiesenen   jede 

Menge  91,,  abzählbar  ist.  so  auch  9(j  -i-  91.,  -i-  . . .  ^  9{„  -^  . . . ,  und  Satz  IV 
ist  bewiesen  M. 

Satz  V"'.  Sei  9(  eine  im  endlichen  Intervalle  [h,c\  des 
iR,  liegende  abgeschlossene  Punktmenge.  Damit  die  be- 
schränkte Funktion  f  unstetig  von  erster  Art  sei  auf  91, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  e>0  end- 
lich viele  Punkte  in    [h,c\    gebe: 

h  =  o-o  <  ffj  <  0-2  <  . . .  <  a„_  1  <  a^^^c. 

so  daß   [wenn  9(  (a,—!,  a^)  nicht  leer]: 

oj  (/',  9(  •  (aj_  1 ,  a^))  <  f       ( i  =  1  ,  2 ,  . . . ,  n). 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  f  un.stetig  von 
erster  Art  auf  91,  so  gilt  in  jedem  Punkte  v^on  9fi.  bzw.  von  91':  die 
entsprechende  der  beiden  Ungleichungen: 

0)+  [a ;  f.  91)  =  0 ;      cü'_ (a ;  f,  91)  =  0 . 

so  daß  die  Behauptung  unmittelbar  aus  §  2,  Satz  XXII  folgt. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  denn  sei  /'  in  a  unstetig  von 
zweiter   Art    auf  91.     Dann    gilt    mindestens    eine    der    beiden   Un- 
gleichungen : 
f'/+  (o ;  /•,  9()  >  0 :      o)'_^  {a ;  /',  91)  >  0  , 

*)  Satz  IV'  folgt  auch  unmittelbar  aus  §  1,  Satz  XVT  und  Kap.  II,  };  LS, 
Satz  XII. 

*)  H.  Lebesgue,  Ami.  de  Toul.  (3)  1  (1909),  60. 
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•/..  B.  die  erste: 

o>;(a; /•,•?{)  =  5  >0. 

Ist  0  <e  <"  q,  so  gilt   also  für  jedes  Intervall  {n,aA-h,): 

o)[f,'il(a,a-^h))>e, 

so   daß    für   ein   solches  f    die  Behauptung   von  Satz  V    nicht   gelten 
kann.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Es  hat  keine  Schwierigkeiten,  punktweise  unstetige  Funktionen  einer  reellen 
Veränderlichen  anzugeben,  die  im  3?,  dicht  liegende  Unstetigkeitspunkte  erster 
Art  bzw.  zweiter  Art  besitzen*).  Wir  lassen  für  den  ersten  Fall  einige  Bei- 
spiele folgen  und  v^erweisen  für  den  zweiten  Fall  auf  die  Methode  der  Ver- 
dichtung der  Singularitäten  (Kap.  IV,  >;  12). 

Ein  besonders  einfaches  Beispiel  liefert  die  Funktion.'-): 


/•(«)  =  . 


0  wenn  a  irrational. 

1  tH 

—  wenn  a  =  ^- —  (m,  n  teilerfremde  natürliche  Zahlen; 
»  ~  n 

1    wenn  a  =  0 . 


Sie  ist  stetig  im  9?,  für  irrationales,  unstetig,  und  zwar  von  erster  Art,  für 
rationales  a^). 

Ein  zweite.s  Beispiel  erhalten  wir  durch  Betrachtung  einer  beliebigen 
nirgends  dichten  perfekten  Punktmenge  $  des  % .  Nach  Kap.  I,  i?  9,  Satz  V 
gibt  es  eine  ähnliche  Abbildung  A  der  (natürlich  geordneten)  Menge  der 
irrationalen  Zahlen  auf  die  (natürlich  geordnete)  Menge  der  Punkte  zweiter 
Art  von  ^.  Wir  definieren  eine  Funktion  f{ä)  im  9?,  durch  die  Vorschrift: 
Ist  a  irrational,  so  sei  f(a)  der  a  durch  A  zugeordnete  Punkt  zweiter  Art 
von  ?l?;  ist  a  rational,  so  ruft  a  in  der  Menge  der  irrationalen  Zahlen  einen 
Schnitt  hervor;  ihm  entspricht  vermöge  ^4  ein  Schnitt  in  der  Menge  der 
Punkte  zweiter  Art  von  'iß: 

$  =  Sß'4-5p"     (^'  vor  ^"). 
Es  gibt   daiui  ein   und  nur  ein  punktfreies  Inten-all  ^s  von  <]8,  so  daß: 

$'  vor  3   vor  ^" , 

und  einen  beliebigen  Punkt  dieses  Lntervalles  ^  ordnen  wir  dem  rationalen  a 
als  Funktionswert  f(a)  zu.  Man  erkennt  sofort:  die  so  definierte  Funktion 
ist  stets  wachsend: 

f{a')j>f(a")     wenn  a' ^  a" . 

')  Ausgehend  von  Satz  II,  §  "•  wurden  .solche  Funktionen  konstruiert  von 
T.  Broden,  Acta  Univ.  Lund.  38  (Neue  Folge  8)  (1897).  17.  Zahlreiche  Bei- 
spiele punktweise  unstetiger  Funktionen  wurden  hergestellt  durch  Zifterngcsetze, 
die  an  die  Darstellung  der  reellen  Zahlen  durch  Systembrüche  anknüpfen: 
G.  Peano,  Riv.  di  mat.  2  (1892),  42.  A.  Schoenflies,  ti Ott.  Nachr.  1899,  187, 
(vgl.  auch  Gott.  Nachr.  1896,  255);  ferner  T.  Brod6n,  Math.  Ann.  54  (1901),  518. 

-)  Vgl.  über  diese  und  ähnliche  Funktionen  W.  D.  A.  West  fall,  Am. 
Bull.  15  (1908j,  225. 

")  Eine  Funktion  /'  einer  reellen  Veränderlichen,  die  stetig  im  Si,  wäre 
für  rationales,  unstetig  für  irrationales  a,  kann  es  nicht  geben  (§4,  Satz  III,  VI). 
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Sie  ist  stetig  im  ?K,  für  irratiunalos,  unstetig  fund  zwar  vom  cretor  Art)  für 
rationales  a. 

D'n'  oben  liesprochene  Abbildung  A  kann  benutzt  worden,  um  aus  einer 
im  iR,  definierten  Funktion  f  eine  auf  der  nirgends  dichten  perfekten  Punkt - 
mf'nge  '^  definierte  Funktion  /"*  herzuleiten.  In  der  Tat,  vermöge  A  entspricht, 
wie  wir  sahen,  jedem  irrationalen  a  ein  Punkt  zweiter  Art,  jedem  rationalen  a 
ein  punktO^eiPS  Intervall  3  von  ^.  Wir  definieren  nun  f*  auf  ^  durch  dio 
Vorschrift:  Ist  b  der  vermöge  A  dem  irrationalen  a  zugeordnete  Punkt  zweiter 
Art  von  '^,  so  setzen  wir  f*{b)^=f{a).  Ist  ^  das  vermöge  A  dem  rationalen  a 
zugeordnete  punktfreie  Intervall  von  %,  h  ein  (als  Punkt  erster  Art  zu  '^  ge- 
höriger) Begrenzungspunkt  von  ^,  so  setzen  wir  wieder  f*(h)-~f(a).  Dadurch 
iBt  f*  auf  ^  definiert.  Ist  f  stetig  (unstetig  von  erster  Art)  in  a  im  3i, .  so 
ißt  /'*  im  entsprechenden  Punkte  (bzw.  den  beiden  entsprechenden  Punkten)  b 
stetig  (unstetig  von  erster  Art)  auf  %.  Dieses  Verfahren  führt  also  jede  im  SR, 
punktweise  unstetige  Funktion  in  eine  auf  <)3  punktweise  unstetige  Funktion  über. 

Wir  können  dies  Verfahren  auch  benutzen,  um  punktweise  unstetige 
Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  herzustellen,  die  nur  abzählbar 
viele  verschiedene  Werte  annehmen,  während  ihre  Schwankungsfunktion 
alle  Werte  ^0  annimmt.  Wir  bilden  zu  dem  Zwecke  zunächst  folgende 
(im  5R,  total-unstetige)  Funktion: 

r  0      für  irrationales  a  und  a^^O  . 
/■(«)  =  {    1 


für  rationales  a. 


n 


Dann  ist: 


I 


für     a4=0. 
OO     für     a  ^  0 . 

Wir  führen  die  Funktion  /'  in  der  vorhin  besprochenen  Weise  über  in  eine 
auf  der  nirgends  dichten  perfekten  Menge  %  definierte  Funktion  f*  und  er- 
weit»'rn  deren   Definition  auf  den  ganzen  5R, ,  indem  wir  setzen: 

f*  =  {)     auf  9{,  —  ^iJ . 

Die  so  definierte  Funktion  f*  leistet  offenbar  alles  Verlangte. 

Wir  können  noch  ein  wenig  weitergehen  \)  und  eine  punktweise  unstetige 

Funktion    herstellen,    die    nur    abzählbar    viele   verschiedene   Werte    annimmt, 

während  ihre  Schwankungsfunktion  jeden  W^ert  ^0  in  einer  Punktmenge 

der  Mächtigkeit  c   annimmt:   Sei  g  ein^  im  SJ,  stetige  Funktion,  die  jeden 

Wert  ^0  in  einer  Punktmenge  dei-  Mächtigkeit  c  annimmt  (Kap.  II.  §  7,  S.  150) 

Wir  setzen: 

,.  (     0       für  irrationales  a, 

f(a)--=l  ...  .       , 

[gla)     für  rationales  a. 

Ganz  wie  vorhin  leiten  wir  aus  f  eine  neue  Funktion  /'*  her.  die  dann  alles 
Verlangte  leistet. 

§  7.    Verallgemeiiierungen. 

Sei  die  Funktion  f  definiert  auf  9t .    Wir  bezeichnen  ihre  (auf  ?("  definierte) 
«jbere  Schrankenfunktion  mit: 

G,{a)--   G{a;f,'ä}. 


')  Vgl.  A.  Schoenflies.  (Jött.  Nachr.  1899,  192. 
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Bilden  wir  von  (T^(a)  wieder  die  obere  Schrankenfunktion,  so  wird  sie,  da 
r?,  (a)  oberhalb  stetig  i^Kap.  II,  §11,  Satz  II),  nach  Kap.  II,  §8,  Satz  1 
gleich  fr,  (aK  Bilden  wir  hingegen  von  (r,  (a)  die  untere  Schrankenfunktioo. 
BO  werden  wir  im  allpeiiieinen  auf  eine  neue  Funktion  geführt;  wir  bezeichnen 
sie  mit : 
(0^  G^{a)  =  g[a;  G,.m. 

Und  .so  fortfahrend  definieren  wir  allgemein  M: 

(00)  (T.,^(o)  =  (/(a;ff2^     ,,310);       G^^.  _,  (a)  =  T^;  in;  C/^^, -il"»; 
und  ebenso  von  der  unteren  Schrankenfunktioii  von  /': 

9iia)^gin:  /•,\!li 
ausgehend : 

9.,,{'il)-    G{a;g2j^_,,'il'^):       c/^^  ^  ,  (a)  =^  (a;  ^2fc- '^*"'' 
Ks  gilt  der  Satz: 

Satz  I.     Es  ist  stets  auf  ganz  'il": 

G^^{a)  =  G.Aa);       G,j^_^^{a) --^G,{a)      {k^l,2,...): 

92U^fl)^92  («);  ^2fc  +  l  («)  =  fl'3  (o*        (*  =  l-  '^.-  •  ■■' 

In  der  Tat.  aus  der  Definition  (0)  von  6r.,  folgt: 

G,>G^, 
daraus,  indem  man  beiderseits  die  obere  Schrankenfunktion  bildet: 

G,>G,. 
und  darau?,  indem  man  beiderseits  die  untere  Schrankenfunktion  bildet: 
(V)  G.-^G,. 

Andererseite  folgt  aus  der  Definition  (00)  von  G^: 

G,^G,, 

und  daraus,  indem  man  beiderseits  die  untere  Schrankenfunktion  bildet : 

(o"o)  G,^G,. 

Aus  (OqO)  und  (o^o)  a^^er  folgt:  G.2^=G^.  Indem  man  hierin  beiderseits  die 
obere  Schrankenfunktion  bildet,  erhält  man;  (tj^G,,  hieraus  durch  Bildung 
der  unteren  Schrankenfunktion:  Gi=G^,  usf.  Damit  ist  die  eine  Hälfte 
von  Satz  I  bewiesen,  und  analog  beweist  man  die  zweite. 

Satz  II,     Ist  f  punktweise  unstetig  auf  2t,   so  ist*): 

(1)  G.,{a)  =  gg(a};      g.Ja)^=  G.j(a)     auf  ganz  ^il". 

In  der  Tat,  wir  bezeichnen  mit  S&  die  (in  91  dichte)  Menge  aller  Stetigkeits- 
punkte von  f  auf  21,  und  beweisen  zunächst: 

(2)  G.,{a}   -gia:  f,'!8). 
In  jedem  Punkte  b  von  'S  ist: 

_    f4b)  =  G,(b). 

*)  Mit  diesen  Funktionen  hat  sich  eingehend  befaßt  A.  Denjoy.  Bull, 
soc.  math.  33  (1905),  98. 

')  Von  den  beiden  Gleichungen  (1)  folgt  jede  aus  der  anderen.  Z.  B.  folgt 
aus  G^  =  g^  durch  Bildung  der  oberen  Schrankenfunktionen:  G^^=g^,  und 
wegen  Satz  I :  G^=  g^. 
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Also  ist   auf  ganz  91": 

(3)  Cr,  (a)  ^g{a;G,.  ^^(«)  £g{a;  G,,^) -^- g  {a;  f,  «8) 

Angenumuien.  es  wäre: 

(4)  G,  (a)<^(a; /■,  93). 
Dann  gäbe  e.s  ein  p,  so  daß : 

'5)  (?,(«)<i)<-^(a;/;S). 

Nach  Uetinition  von  G^  päbe  es  in  jeder  Umgebung  U  (o)  von  a  einen  Punkt  ä 
von  ^l**,  in  dem : 

mithin  aueh  eine  Umgebung  n(ä)<^U(a),  so  daß: 
(6i  f<2)     auf  •än{ä); 

und  da  33  dicht  in  2t,  gäbe  es  in  SlU(rl),  und  mithin  in  U(o)  einen  Punkt  b 
von  i8.  in  dem  wegen  (6): 

fibXP- 
im  Widerspruche  mit  der  zweiten  Hälfte  von  (5).    Also  ist  (4)  unmöglich,  und 
aus  (3)  folgt  (2). 

Sodann  zeigen  wir: 

(7)  O.,  (a)  =  G(a;  Z',  93). 

In  jedem  Funkte  b  von  93  ist  offenbar  auch  G^  stetig  auf  21,  imd  mithin: 

(8)  f(b)  =  G,{b)  =  GAb). 
Also  ist  auf  ganz  21°: 

(9)  G^  (a)  =  G  (a;  G., ,  21")  ^G{a;  G._,^)=^  G  (a;  f,S8). 

Angenommen,  es  wäre: 

(10)  G,{a)>G(a;f,^). 
Dann  gäbe  es  ein  p,  so  daß: 

(11)  G.,(a)>p>Gia;f,^). 

Nach  Definition  von  G.^  gäbe  es  in  jeder  Umgebung  U(a)  von  a  einen  Punkt  ä 
von  21".   in  dem: 

G,{ä)>p, 

und  da  G.,  unterhalb  stetig,  auch  eine  Umgebung  U(ö)<^U(a),  so  daß 

(12)  G2>P     auf  21"  «(ö). 

Da  93  dicht  in  21,    und   daher  auch   in  21",   gäbe  es  in  2("U(ä),   und  somit   in 
U  (a)  auch  einen  Punkt  b  von  93,  in  dem  wegen  (12) 

G,{b)>p, 
und  wegen  (8)  auch 

f(b)>p, 

im  Widerspruche   mit    der   zweiten  Hälfte   von  (11).     Also  ist  (10)   unmöglich, 
und  aus  (9)  folgt  (7). 

Ebenso  wie  (2)  und  (7)  aber  beweist  man 

(13)  g,(a)  =  G{a;f,^);      gAa)^9iai  f>^)- 

Aus  (2)  und  (7)  einerseits,  (13)  andererseits  aber  folgt  Satz  II. 

Von  Satz  II  gilt  folgende  Umkehrung: 

Satz  III.     Ist    21    relativ-vollständig,    so    folgt    aus    jeder    der 
beiden  Gleichungen  (1),  daß  f  punktweise  unstetig  auf  21. 
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Angenommen  in  der  Tat ,  /"  eei  nicht  punktweise  unstetig  auf  91 .  Xach 
§  4,  Satz  V  gibt  es  dann  ein  ^  ">  0  und  eine  (nicht  leere)  in  31  offene  Menge  ®, 
in  deren  sämtlichen  Punkten: 

Sei  p^q  die  untere  Schranke  g(w,Qi).    Vermöge  der  Schränkungstransformation 
können  wir  jj  als  endlich  annehmen.     Sei  a  ein  Punkt  von  &,  in  dem: 

(*)  o>ia)<^^. 

Wir  behaupten:   es  gibt  eine  Umgebung  W  {a)  von  a  in  31,   so  daß  für  alle  a' 

von  U  (a) : 

<**^  5,  («')  ^  ^1  (o)  +  3  '       ^'  («')  ^  ^>  ^«)  -  I  • 

In  der  Tat,  beweisen  wir  etwa  die  erste  Hälfte  von  (**).  Wäre  sie  nicht 
richtig,  so  gäbe  es  in  jeder  l'nigebung  U  (a)  von  a  in  31  einen  Punkt  a',  in  dem 

^,(a')>^.(«)+f  • 
und  mithin : 

G,  ia')  =  g,  ia')  +  <o  (a')  2  g,  (a')  +p>g,  (a)  +  ^  . 

Weil  G^  oberhalb  stetig,  wäre  also  auch: 

im  Widerspruche  mit  (*). 

Aus  (**)  zusammen  mit  <a{a)'^p  folgt  nun  für  alle  a'  von  U(a): 

9x  ia') £ 9,  (a) -\- 1-  <G,  (a) -f^G,  (a') , 
mithin,  durch  Bildung  der  oberen  bzw.  unteren  Schrankenfunktionen,  auch: 

9,  (a')  ^  ^»  (a)  +  5  <  G,  («J  -  f  ^  G,  (a') , 
und,  indem  man  von  ^2  (^0  nochmals  die  untere  Schrankenfunktion  bildet : 

g^ia)<G,(a). 

P>  gilt  also  die  erste  Gleichung  (1)  nicht.     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Weiter  folgt  nun  auch  leicht: 

Satz  IV.  Damit  f  punktweise  unstetig  sei  auf  31,  und  es  eine 
zu  /■  gehörige  möglichst  stetige  Funktion  gebe,  die  auf  31°  stetig 
ist,  ist  notwendig  und,  wenn  31  relativ-vollständig,  auch  hin- 
reichend, daß  auf  ganz  3(°: 

(***)  G,  (a)  =  9,  (a)  =^  G,  (a)  =  g,  (a) . 

In  der  Tat,  man  hat  nur  zu  beachten,  daß  (***)  wegen  (2)  und  (13) 
gleichbedeutend  ist  mit: 

g(a;f,S8)=^G(a;f,^), 

und    daß    diese   Funktion    sowohl    unterhalb    wie   oberhalb    stetig,    und   somit 
stetig  ist  auf  31". 

Sei  f  definiert  auf  der  Punktmenge  31;  die  zugehörige  Schwankungs- 
funktion  «j  (a;  f,^)  ist  dann  definiert  auf  W.     Wir  setzen: 

c),{a)  =  co{a;f,m 
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und  definieren')  durch  Induktion  die  k-te  Schwankungefunktion    von  /  auf  91: 

810  ist  hierdurch  definiert  in  allen  Punkten  von  21". 

Wie  wir  in  §  2  sahen  (Satz  XII),  ißt  oj^  im  allgemeinen,  aber  nicht   aiis- 
nahmelos,  oberhalb  stetig  auf  31.     Wir  ergänzen  nun  dies  Resultat: 

Satz  T.     Ist    f  punktweise   unstetig   auf  3(,    so   ist   (o„   oberhalb 
stetig  auf  'il°. 

In  der  Tat,  da  f  punktweise  unstetig  auf  31,  liegen  die  Punkte,  in  denen: 

(üj  (aj  =  0, 

dicht  in  91,  und  mithin  in  91".     Es  ist  also  in  jedem  Punkte  o  von  91": 

g(a;  w,  ,9(0)  =  0. 
Also  ist : 

wg  {a)  =  w  (fl ;  (i>, ,  91")  =  G{a;  o,^,  9("j . 

Nach  Kap.  II,  §  11,  Satz  II  ist  also  a>2  (a)  oberhalb  stetig  auf  9(",  und  Satz  V 
ist  bewiesen. 

Die  Voraussetzung,  /'  sei  punktweise  unstetig,  kann  in  Satz  V  nicht 
entbehrt  werden,  wie  folgendes  Beispiel  einer  in  [0,  1]  definierten  (und  end- 
lichen) Funktion  einer  reellen  Veränderlichen  zeigt: 

I  —     für  irrationales  a, 
I  « 

f(a)  =  {l      ,        ...       ,.        ,.       ,  /     1  1 

I—    -f-n   für    djo  rationalen  o   von     — ; — ,  — i. 

a  Vn  -|-  r   n  J 

lo     für  a  =  0. 


Dann  ist: 


ia^=^l     "        '■"     (»TTl'^]' 


W,{6 

i  -r  oo     für  a  =  0  , 
und  mithin: 


<o„  (a)  =  ' 


0     in     ( — i-T,— )     und  für  a  =  0,  a  =  1 , 

Vn  + 1      n  /  ' 


1      für     a=    -  (n  =  2,  3, ...). 


Also  ist  aijtüj  nicht  (oberhalb  stetig  auf  [0,  1]  im  Punkte  Q^). 

Allgemein  gilt: 

Satz  VI.  Für  jede  beliebige  Funktion  f  auf  91  ist  w^  oberhalb 
stetig  auf  9t°. 

In  der  Tat,  ist  a  Punkt  von  91",  so  ist  nach  §  2,  Satz  XII  Wj  in  a 
oberhalb  stetig  auf  91",  es  sei  denn,  daß: 

(1)  G(rt; /",  9l)  =  5(a; /;  90  =  -f  cc     oder     =  —  00, 
und  mithin: 

(2)  coj(a)  =  0. 

Wir    bezeichnen    mit   5B    die  Menge    aller    Punkte  von  91".    in  denen  (1)   gilt. 
Überall  auf  33  gilt  also  auch  (2). 


^)  W.  Sierpiriski,    Bull.    Crac.    1910,    633.     Verallgemeinerungen    bei 
H.  Blumberg,  Proc.  Nat.  Acad.  Am.  2  (1916),  646. 

*)  Wegen  einer  späteren  Anwendung  bemerken  wir,  daß : 
03(0)  =  1,     also     4=  0^2(0).   • 
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Sei  nun  a  ein  Punkt  von  (33°  —  93)".  In  jeder  Umgebung  U(a)  liegt  dann 
üowolil  ein  Punkt  von  S,  als  von  S"  —  S.    In  jedem  Punkte  b  von  93"  —  99  ist: 

G{b;  f,'H)  =  -\-00;  g{b;f,SH)  <-^C!0, 
oder:  G(b:f,  90  -  —  OO:  g(b;  f.m=  -OO, 
jedenfalls  also:  ,,.        ,    

auf  93  aber  gilt  ('2).    Also  ist  in  unserem  Punkte  a: 

tu,,  (a)  =  -j-  CO . 

Da  dies  in  jedem  Punkte  von  (93"  —  93)"  gilt,    so    ist    auf    dem  in  VI"  offenen 
Kerne  Ä  von  (93°—  «)°  (Kap.  II,  §  3,  S.  71): 
(3)  (o^{a)  =  0. 

Wir  haben  nun  noch  co^  auf  )i["  —  ^  zu  berechnen.  In  jedem  Punkte  von 
9(°  —  S,  um  so  mehr  also  in  jedem  vun  W^  —  58°  ist  Wj  oberhalb    stetig    auf  2t" 

und  daher  auch  auf  2l"  —  ^°.  Also  ist  nach  §  6,  Satz  I  in  jedem  Punkte  von 
sJio  _  530. 

(4^.  ^(a;  w,.9I°  — 93°)-=0. 

Da  aber  91°  —  93"  offen  in  21°.  so  ist  offenbar: 

g  (a;  oj^,,  21°  —  S8°)  =  ^  (a ;  w. ,  21°) , 

so  daß  (4)  für  jeden  Punkt  von  21°  —  ©°  ergibt: 

^5)  g(a;  w.^,2l°)  =  0. 

Da  aber  g  {^a;  fo..,2l°)  unterhalb  stetig  auf  21°  ist  (Kap.  II,  §  11,  Satz  II),  »o 
gilt  (5)  auch  in  allen  Häufungspunkten  von  9P  — 93",  d.h.  auf  ganz  (2I°  — 58°)°. 
Gehört  a  nicht  zu  (21°  —  93°)°,  so  gibt  es  eine  Umgebung  U(a)  von  a  in  Sl", 
die  <  93°.  Weil  der  Punkt  a  nicht  zu  dem  in  2[°  offenen  Kern  Ä  von  (93°  —  93)° 
gehört,  liegen  in  jeder  Umgebung  von  a  Punkte  von  58°,  die  nicht  zu  (58°  —  ^)° 
gehören.  Sei  6  ein  solcher.  Es  gibt  eine  Umgebung  U  (b) ,  die  zu  93°  —  93 
fremd.  Dann  ist  ll(a)  ■  U(6)<<58.  und  mithin  gilt  (2)  in  allen  Punkten  von 
U(a).U(6),  und  dahev  ist: 

(6)  cü.,(i)  =  0. 

In  jeder  Umgebung  von  a  liegt  also  ein  Punkt  b,  in  dem  (6)  gilt,  also  gilt 
wieder  (.'m. 

Da  nun  (5)  überall  auf  2(°— Ä  gilt,  so  ist  auf  2(°  — Ä: 

(7)  0)3  (a)  =  w  (a ;  o)., ,  21°)  =  G  {a ;  oj,, ,  21°) . 

Durch  (3)  und  (7)  ist  0)3  auf  ganz  21°  gegeben.  Da  21°  —  .t  abgeschlo.ssen, 
und  G(a;w,3,2(°)  oberhalb  stetig  auf  21°,  folgt  (Kap.  II,  i|  9,  Satz  IV)  sofort, 
daß  auch  oj.,  oberhalb  stetig    auf  21°,  und  Satz  VI    ist  bewiesen. 

Satz  VII,  Ist  die  Funktion  f  punktMeise  un.stetig  auf  21,  und 
hat  sie  in  keinem  Punkte  von  2t'  einen  unendlichen  Grenzwert 
auf  2U).  so  ist  auf  ganz  2t°: 

Wfc  (a)  =  w,  (a)       (&  =  2,  3,  .  . .) . 

*)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.     Beispiel  im  di^: 

^  für   a  4=0     und     =J=  (n=  1,  2 ), 

a  n 


f{a)-\ 


-l-OO     für    a  =  0, 

n  +  1     für   a=  (n=  1,  2,  ...). 
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Eb  genügt,    den    Beweis   für  k=^2   zu  führen.     Da  f   punktweise  unstetig 
auf  91,  liegen  die  Punkte,  in  denen 

w,  (a)  =  0 

ist.  dicht  in  "^l  und  mithin  in  W;  also  ist  in  jedem  Punkte  von  •?{*: 

(0)  ^(a;  tOi,9t°)  =  0. 

Da  oj,  oberhalb  stetig  auf  '■'C  (§  2,  Satz  XII),  so  ist:  '  '' 

(00)  (?(a;  a;,,W  =  cü,  (a). 

Aus  (0)  und  (00)  folgt: 

f/jg  (a)  =  ft)  (o;  Wj ,  ^l")  =  oij  (a) , 

und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Satz  Till.  Ißt /"punktweisa  unstetig*)  auf  91,  und  ist  die  Menge  6 
aller  Punkte,  in  denen  o/^  = -(- oo  ist,  nirgends  dicht  in  %°-),  so  ist 
auf  ganz  91": 

c,;^  (o)  =  ciXi  (a)       (k  =  3,  4, . . .) . 

Es  genügt,  den  Beweis  für  k  =^  3    zu  führen.     Nach  Satz  V  ist  w.^    ober- 
halb stetig  auf  91": 
(t)  G{a;  coo,'ä'')=^o}.,{a). 

Die  beim  Beweise  von  Satz  VI  mit  $?  bezeichnete  Menge  ist  hier  leer;  denn 
andernfalls  wäre  in  ihr  33°  —  93  dicht,  und  da  in  jedem  Punkte  von  93°  —  93 
o)^  =  -j-  oo  ist,  wäre  S  nicht  nirgends  dicht  in  91°. 

Da  ^  leer,  gilt,  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI  gezeigt,  in  jedem  Punkte 
von  91°: 

(tt)  ^(a;cü„9t°)=0. 

AuB  (•(■)  und  (ff)  aber  folgt: 

0)3  (o)  =  a  (a ;  Wo ,  91°)  =  W.J  (a) , 
und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 


Dann  ist: 


Wi  (a) 


0  für   a=4= 

1  für  a  = 


und  mithin: 

ft>i(0)  =  0;      (ü,_(0)=\. 

*)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden,  wie  aus  Fußn.  ■),  S.  228 
hervorgeht. 

")  Auch  diese  Bedingung   kann   nicht   entbehrt  werden.     Beispiel   im  {Rj : 


/■(«)  =  1 


n        für  a  =  +  —  (tn.n  teilerfremde  natürliche  Zahlen), 
-  00     für  irrationales  a, 
0        für  rt  -   0 . 


Dann  ist: 


wi  (a)  = 


f-\-00     für  rationales  a. 


(     0        für  irrationales  a. 
Also :  töj  (a)  =  -f-  00  ,       Wj  (a)  =  0      für  alle  a . 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I. 
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Satz  IX').  iBt  /eine  Funktion  auf  "?( ,  deren  Sehwankungs- 
f  unktion: 

iü^{a)  =  (ü{a;  f,'ä) 

endlich  iet*i  auf  91",  eo  ist: 

wj,  (a)  ^=  (o„  (a)        (Ä  =  3,  4, . . .) . 

In  der  Tat,  da  Wj  endlich  ist,  so  ist  nach  §  2,  Satz  XII  co.^  oberhali)  stetig 
auf  *?(",  80  daß  weiter  geschlossen  werden  kann,  wie  beim  Beweise  von  Satz  VllJ. 

Satz  X.    Ist  f  eine  beliebige  Funktion  auf  91,  so  ist  auf  ganz  31": 

tüfc  (o)  =  fog  (a)        {k  =  4,  5, .  . .) . 

Es  genügt,  den  Beweis  für  Ar  =^  4  zu  führen.    Nach  Satz  VI    ist  a„  ober- 
halb stetig  auf  91": 
(*)  G{a;co.„m  =  co,ia). 

Wir  ersetzen  im  Beweise  von  Satz  VI  f  durch  tOj,  verstehen  demgemäß  unter 
■B  die  Menge  aller  Punkte  von  91",  in  denen: 

{.**)  G(a;(o^,Sil0)=g{a;  w, ,  91'-')  =  +  oo , 

und    bezeichnen  wieder    mit    Ä    den   in  9t"   offenen  Kern  von  (58"  —  S)". 

Wie  der  Beweis  von  Satz  VI  lehrt,  gilt  auf  91"  —  Ä  die  an  Stolle  von  ^5) 
tretende  Beziehung: 

(***)  ^(a;  w3,9l")-=0. 

Aus  (*)  und  (***)  aber  folgt  für  alle  Punkte  von  9("  — ^: 

( *^*'i  (o^  (a)  =  cü  (a;  ft>3 ,  91)  =  0,3  (a) . 

Auf  S  kann  oj^  nur  die  Werte  0  und  -|-OC  annehmen.  Denn  wäre  in 
einem  Punkte  a  von  ^: 

0<coi(a)<  +  oo, 

HO  wäre  nach  §2,  Satz  XII  lo^  in  a  oberhalb  stetig  auf  9t".  es  gäbe  also 
eine  Umgebung  U(a),  in  der  co^  <<-j-oc,  in  Ufa)  läge  daher  kein  Punkt  vou^. 
daher  auch  kein  Punkt  von  93",  was  unmöglich,  da  a  zu  S?  gehört. 

Sei  nun  ^i  die  Menge  aller  Punkte  von  Ä ,  in  denen  o)^  =  0.  Wir  be- 
haupten: es  ist  §  und  somit  auch  ^°  nirgends  dicht  in  9t.  In  der  Tat,  andern- 
falls gäbe  es  eine  offene  Menge  &,  so  daß  &^  nicht  leer  und  §  dicht  in  &^. 
In  jedem  Punkte  von  ®Ä  wäre  dann  ^'(a;  Wj,  91")  =  0,  in  ®  läge  daher  kein 
Punkt  von  58,  daher  auch  kein  Punkt  von  93",  entgegen  der  Definition  von  S'. 
der  zufolge  Ä<5B'*. 

Man  erkennt  nun  augenblicklich,  daß: 

0^2  =  +  00     auf  §0^;      W2=-0     aufÄ  — ^"Ä, 

woraus  sofort  weiter  folgt: 

aj3  =  -|-cXD     auf^"^;       w.,  =  0     auft  — §"^. 

Es  gilt  also  (%*)  auch  in  allen  Punkten  von  ^,  mithin  auf  ganz  91",  und 
Satz  X  ist  bewiesen. 

Eine  Verallgemeinerung  der  zu  einer  Funktion  f  auf  91  gehörigen 
Schwankungsfunktion    oj(a;/',  91)    erhalten    wir.    indem    wir    an    die    Begriffs- 


*)  W.  Sierpiüski,  a.a.O. 

*)  Es  genügt  nicht .  daß  f  selbst  endlich  sei  auf  21 ,  wie  aus  Fußn.  *),  S.  223 
henorgeht. 
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bildiingen  von  Kap.  II,  §  V2  anknüpfen.  Sind  G*  (a ;  f, ''K) ,  g*  (a;  f,''}i)  obere 
nnd  untere  Schranke  von  f  auf  91  bei  Vernachlässigung  von  E- Mengen,  80 
bezeichnen  wir  die  Differenz: 

CO*  (o;  /;  ?()  r=r^  G*  {a;  f,  91)  —  g*  (a;  f,  91) 

ale  die  Schwankung  von  f  in  a  auf  91  bei  Vemachläesigung  von  E-Mengen. 
Dadurch  ist  a>*  (a;  f,  91)  definiert  in  allen  Punkten  von  91",  ausgenommen  die. 
in  denen: 

G*(a;/',9I)==^*(a;/',9t)  =  -f  oo    oder    =  — oo: 

In  dem  Falle  setzen  wir: 

o;*(a;  /■,  9t)  =  0. 
Dann  gilt: 

Satz  XI.     Damit  im  Punkte  a  von  9(: 

oj*{a;f,^)  =  0 

Bei,  ißt  notwendig  und  hinreichend,  daß  f  stetig  sei  in  a  auf  9(  hei 
Vernarhlässigung  von  E-Mengen. 

Die  Funktion  f  heißt  punktweise  unstetig  auf  91  bei  Vernach- 
lässigung von  E -Mengen,  wenn  die  Menge  aller  Punkte  von  9(,  in  denen  f 
stetig  ist  auf  91  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen,  dicht  in  9J  ist.  In 
Analogie  zu  Kap.  II,  §  12,  Satz  VII  gilt  dann: 

Satz  XII.  Ist  f  auf  der  separablen  Menge  91  punktweise  un- 
stetig bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen,  so  gibt  es  eine  auf  91 
punktweise  unstetige  Funktion,  von  der  sich  f  nur  in  einer  E- 
Menge  unterscheidet. 

In  der  Tat,  wir  definieren  eine  Funktion  f*(a)  durch  die  Festsetzung: 
In  jedem  Punkte  von  91.  in  dem: 

g'ia;f,^)£f{a)<G*{a;f,n) 
ist,  sei: 

f*{a)^f{a). 

In  allen  anderen  Punkten  von  91  habe  f*  (ä)  einen  beliebigen,  der  Ungleichung 

(0)  g*  (a;  f,  91)  <  f*  (a)  ^  G*  (a;  f,  9i) 

genügenden  Wert.     Es  genügt  also  f*  (a)  auf  ganz  91  der  Ungleichung  (0)  und 
unterscheidet    sich   (Kap.  II,  §  12,  Satz  V)    von   f{a)    nur    in    einer  E -Menge. 
Wir  haben  also  nur  mehr  zu  zeigen,  daß  f*  (a)  auf  91  punktweise  unstetig  ist. 
Setzen  wir  zur  Abkürzung: 

g*{a)=^g*(a;f,^H);     G*{a)  =  G*ia;  f,<ä), 
so  folgt  aus  (0): 

(00)  g(a;g*>^)£g{a;  f*,m<G{a;  f*,SH)£G  (a;  G*,'ä). 

Da  g*(d)  unterhalb,  G*  (a)  oberhalb  stetig  ist  auf  "ä  (Kap.  II,  §  12,  Satz  III), 
so  ist  (00)  gleichbedeutend  mit  (Kap.  II,  §  8,  Satz  I): 

g*(a)£g{a;f*,^£G(a;f*.^^)<G*ia), 
woraus  sofort  folgt: 


Aus: 
folgt  also: 


io*{a;  f,%)  =  0 
a.(a;/"*,9I)  =  0. 


15< 


228  üie  unstetigen  Funktiunen. 

In  jedem  Punkte,  in  dem  /"stetig  ist  auf  9[  bei  Vernachlässigung  von  E -Mengen, 
ißt  also  (nach  Satz  XI    und  tj  2,  Satz  III)  f*  stetig  auf  9(.  Also  ist  /'*  punkt- 
weise unstetig  auf  91,  und  Satz  XII  ist  bewiesen. 
Ganz  wie  Satz  XII  von  §  2  beweist  man: 

Satz  XIII.  Es  ist  vi*{a:f,%)  oberhalb  stetig  auf  91"  in  jedem 
Punkte  von  91^',  in  dem  nicht: 

(?*(a; /■.«)==  ^*(a; /;  91) -.4-00     oder     =  — CO. 

Ganz  ebenso  wie  Satz  II  von  §  4  beweist  man: 

Satz  XIT.  Ißt  f  auf  91  beschränkt  und  punktweise  unstetig  bei 
Vernachlässigung  von  E-Mengen.  so  ist  für  jedes  ^-O  die  Menge 
aller  Punkte  von  91,  in  denen: 

(t)  w*(a;/",  91)^5. 

nirgends  dicht  in  9t. 

In  Analogie  zu  Satz  III  und  IV  von  §  4  gelten  nun  die  beiden  Sätze: 

Satz  XV.  Ist  f  auf  9(  punktweise  unstetig  bei  Vernachlässigung 
von  E-Mengen,  so  ist  die  Menge  93  aller  Punkte  von  91,  in  denen  f 
auf  91  unstetig  ist  bei  Vernachlässigung  von  E-Mengen,  von  erster 
Kategorie  in  9t. 

Satz  XVI.  Ist  9t  relativ- vollständig,  und  ist  für  jedes  {;  >  0  die 
Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen  (f)  gilt,  von  erster  Kategorie 
in  9t,  so  ist  f  auf  9t  punktweise  unstetig  bei  Vernachlässigung  von 
E-Mengen. 

Bei  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen  kann  auch  einseitige 
punktweise  Unstetigkeit  in  Betracht  gezogen  werden.  Ist  9t  Punktmenge  im 
SRi,  so  heißt  /"rechtsseitig  (linksseitig)  punktweise  unstetig  auf  9t, 
wenn  die  Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen  f  rechtsseitig  (linksseitig)  stetig 
auf  9t  ist,  dicht  ist  in  91.  Es  kann  f  rechtsseitig  punktweise  unstetig  und 
dabei  total-unstetig  auf  9t  sein^).     Hingegen  gilt: 

Satz  XYII.  Jede  in  einem  Intervalle  des  SRi  rechtsseitig  (links- 
seitig) punktweise  unstetige  Funktion  ist  in  diesem  Intervalle 
auch  punktweise  unstetig. 

In  der  Tat,  dies  ist  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  §  4,  Satz  XU. 

An  Stelle  von  §  6,  Satz  I  tritt  der  ganz  analog  beweisbare  Satz: 

Satz  XVIII.  Ist  /"  rechtsseitig  oberhalb  stetig  auf  der  Punkt- 
menge 91  des  SRj.  so  hat  die  rechtsseitige  Schwankung.sf unktion: 

coj^  (a)  =  w+  (a;  f,  Sl) 
in  jedem  Punkte  von  9^  ,  in  dem: 

^+(a;/",9t)>-C», 
die  rechtsseitige  untere  Schranke  0: 
^+(a;  ß)+,  9l)=^0. 

^)  In  der  Tat,  ist  9t  —  9191+  dicht  in  9t  (wie  dies  bei  jeder  nirgends 
dichten  perfekten  Punktmenge  des  5R,  zutrifft),  so  ist  jede  Funktion  auf  21 
rechtsseitig  punktweise  unstetig. 


Kap.  III,  §  7.    Verallgemeinerungen.  229 

An  Stelle  von  §  fj,  Satz  II  tritt: 

Satz  XIX.  Ist  ?l  eine  linksseitig  abgeschlossene  Punktmenge 
des  JRj,  und  ist  f  rechtsseitig  oberhalb  stetig  auf  9J,  so  ist  f  rechts- 
seitig*) punktweise  unstetig  auf  91. 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  der  Tatsache,  daß  (bei  beschränktem  f) 
w^.  (a;  ^,91)  rechtsseitig  oberhalb  stetig  (§  2,  Satz  XIV),  und  aus  Kap.  II,  §  13, 
Satz  IX. 


^)  Es  kann  (auch  wenn  %  abgeschlossen  ist)  nicht  behauptet  werden, 
daß  /■  punktweise  unstetig  auf  91  ist.  Beispiel:  Sei  9t  eine  nirgends  dichte 
perfekte  Punktmenge  de.'^  jR, ,  und  sei  /"=  1  auf  91+,  und  /"^^O  auf  91  — 2t!,.. 
Dann  ist  /'  rechtsseitig  oberhalb  stetig  auf  9t,  aber  total-unstetig  auf  9t.  Dies 
scheint  in  Widerspruch  zu  stehen  mit  einer  Bemerkung  von  W.  H.  Young, 
Quart.  Joui-n.   1908,  263. 


Viertes  Kapitel. 
Fimktionenfolgen. 

§  1.    Maximal-  und  Minimalfunktionen. 

Sei  auf  der  Punktmenge  ?(  eine  unendliche  Folge  von  Funk- 
tionen: 

gegeben;   wie   bisher   bezeichnen   wir   sie  kurz  mit  {fr}.     Die  Folge: 

ft>  /ic  +  i»  •  •  •>  /*  +  !■)  •  •  • 

bezeichnen  wir  als  die  k-te  Restfolge  {fy},.  von  f^;  die  endliche 
Folge: 

tkitk-i-ly-yth  +  l 

werde  bezeichnet  mit  {/i'}*+'.  ^ 

Eine  Zahl  p,  die  so  beschaffen  ist,  daß: 

f'y  (a)  ^  p     für  alle  a  von  91  und  alle  v , 

heißt  eine  Oberzahl  (majorante  Zahl)  von  {f,.}  auf  ?t,  und 
analog  werden  die  Oberzahlen  für  {/',,}^.  und  {f,yi''  definiert.  Eine 
Funktion  F(a),  die  so  beschaffen  ist,  daß: 

fr{a)^F{a)     für  alle  a  von  9(  und  alle  r, 

heißt  eine  Oberfunktion  (majorante  Funktion)  von  {/",},  und 
analog  werden  die  Oberfunktionen  von  {f,},.  und  {fr}l  '  definiert. 
Ganz  entsprechend  sind  die  Definitionen  von  Unterzahl  (minorante 
Zahl)  und  Unterfunktion  (minorante  Funktion)  einer  Funktionen- 
folge. 

Eine  Funktionenfolge  heißt  nach  oben  (nach  unten)  beschränkt 
auf  SU,  wenn  sie  eine  endliche  Oberzahl  (Unterzahl)  auf  9(  besitzt, 
oder  —  was  dasselbe  heißt  —  wenn  sie  eine  nach  oben  beschränkte 
Oberfunktion  (bzw.  eine  nach  unten  beschränkte  Unterfunktion)  be- 
sitzt.    Sie    heißt    beschränkt   auf   '21,    wenn    sie    sowohl  nach  oben 
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als  nach  unten  beschränkt  ist  auf  ^>(.  Eine  Funktionenfolge  kann 
für  jedes  a  von  91  beschränkt  sein,  ohne  auf  9t  beschränkt  zu  sein*). 
Diejenige  Funktion  auf  9(,  die  in  jedem  Punkte  a  von  Sii  gleich 
ist  der  oberen  (unteren)  Schranke  der  Folge  {fy(a)},  nennen  wir  die 
obere  (untere)  Schrankenfunktion  von  {fr}-     Di©  durch 

f{a)  =  ii^  /;  (a) ;      /-(a)  =  lirn  t\  (a) 

definierten  Funktionen  nennen  wir  obere  und  untere  Grenzfunk- 
tion von  {/V}. 

Jeder  Punkt  von  ?(,  in  dem  {/V}  konvergiert,  d.  h.  in  dem 

lim  /;.  (a)  =  lim  /",.  (a)  =  lim  fr  (a). 

heißt  ein  Konvergenzpunkt,  jeder  andere  ein  Oszillationspunkt 
von  {fy).  Ist  eine  Folge  in  jedem  Punkte  von  ?f  konvergent,  so 
heißt  sie  konvergent  auf  %.     Die  durch 

f{a)  =  lim  f,  (a) 

►■=00 

definierte  Funktion  heißt  dann  die  Grenzfunktion  von  {/V}. 

Wenden  wir  auf  sämtliche  Funktionen  einer  Folge  die  Schrän- 
kungstransformation  an,  so  geht  sie  in  eine  beschränkte  Folge  über 
Aus  Kap.  II.  §  1,  Satz  I,  II,  III  entnimmt  man  sofort: 

Satz  I.  Geht  durch  die  Schränkungstransformation 
{/;,}  über  in  {/*},  so  gehen  dabei  obere  und  untere  Schran- 
kenfunktion und  Grenzfunktion  von  {/"y}  über  in  obere  und 
untere  Schrankenfunktion  bzw.  Grenzfunktion  von  {/Tj- 

Satz  IL  Geht  durch  die  Schränkungstransformation  {/",,} 
über  in  {/*},  so  haben  {/",.}  und  {/?}  dieselben  Konvergenz- 
und  Oszillationspunkte. 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  %^.  Zu  jeder  gegen  a  konvergieren- 
den Folge  {a„}  aus  ?I: 

lim  a  =a, 

n=  X 

und  jeder  ins  Unendliche  wachsenden  Indizesfolge  [v^]  : 

lim  )'   =  -4-  3o 

n  i 

n  —  00 

denken  wir  uns  nun  gebildet: 

lim/',„(aj  =  t;. 


*)   Beispiel:    Sämtliche  f^  von  ff\   seien  dieselbe,    auf  'ä  endliche,  aber 
nicht  bcBchränkte  Funktion. 


232  Fuuktioaenfolgen. 

Die  obere  Schranke  aller  dieser  v  bezeichnen  wir  mit  r{a;{fr},''ä}, 
und  nennen  die  so  auf  'ül"  definierte  Funktion  die  Maximalfunk- 
tion von  {fy}  auf  91  \).  Ganz  analog  ist  die  Definition  der  Mini- 
in a  1  f  u  n  k  t  i  o  n  y{a;  {fy} ,  91)  als  untere  Schranke  aller  Werte : 

lim  fy„(a„)  =  tv      (Um a„  =  a;     lim r„  = -f  oo). 

Aus  dieser  Definition  ergibt  sich  unmittelbar: 
Satz  in.     Ist  !ö^9l  und  a  Punkt  von  ^B^.  so  ist: 
r(a:  {t\.} ,  33}  £  Fia;  {/;.},  %);        y  (a;  {f,,},  93 )  ^  /  (a;  {/;},  90- 
Aus  Kap.  II,  §  1,  Satz  I  und  U  folgt  weiter  sofort: 

Satz  IV.  Geht  durch  die  Schränkungstransformation 
{/;}  über  in  {f?}.  so  auch  r(a:  {f,,}.  91)  in  r(a;{/T},9t)  und 
X(a:{f,},9l)  in  5'(a;  {/t},  91). 

Maximal-  und  Minimalfunktion  gewinnen  sehr  an  Anschaulich- 
keit durch  folgende  Betrachtungsweise"):  Wir  bilden  aus  dem  zu- 
grimde  gelegten  metrischen  Räume  3t  einen  neuen  Raum  9?,  dessen 
Punkte  die  Paare  [a,z]'^)  aus  einem  beliebigen  Punkte  a  von  91  und 
einer  beliebigen  (endlichen)  reellen  Zahl  z  seien,  wobei  der  Punkt 
a  von  jR  als  identisch  mit  dem  Punkte  [a,0]  von  ^  betrachtet 
werde*),  in  Zeichen: 
(*)  a  =  [a,0]. 

Wir  machen  den  Raum  9i  zu  einem  metrischen  durch  die 
Festsetzung:  der  Abstand  dei'  zwei  Punkte  \a,z\  und  \a,z'\  von  ^ 
sei  gegeben  durch: 

(* * )  r{{a,z\,  [«', /])  =  Vr(a,aT  +  (2:  — Z)"^. 

Aus  (*)  und  (**)  folgt  dann: 

(***)         lim  [a,j . 2^^]  =  a ,    wenn     lima^j  =  a;     lini,?^j  =  0. 

Ist  nun  91  irgendeine  Punktmenge  aus  9! ,  so  werde  (bei  ge- 
gebenem  z)   unter   %{z)   die   Menge    aller   Punkte  \a.z\    von   ?R  ver- 


')  Vgl.  zu  dieser  Begriffsbildung  C.  A.  üell'Agnola,  Atti  Ven.  »59 
(1909/10),  151. 

^)  Sie  dürfte  (für  Folgen  von  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen) 
zuerst  von  P.  Du  Bois-Reyniond  angewendet  worden  sein:  J.  f.  Math.  100 
(1887).  381. 

*)  Eine  V^erwechelung  dieses  Symbole  mit  dem  der  abgeschlossenen 
Intervalle  ist  nicht  zu  befürchten. 

*;  In  der  Sprache  der  analytischen  Geometrie  könnte  man  sagen:  SR  ißt 
die  Ebene  z  =  0  von  ^. 
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standen,  für  die  a  zu  "-^l  gehört.  Wir  können  nun  eine  auf  '•^t  ge- 
gebene Folge  {/",.}  zur  Darstellung  bringen  als  eine  Funktion  f  auf 
der  Punktmenge: 

^1  =  51(1)4-31  Q)  +  ---+«G)  +  --- 

von  §J,  indem  wir  festsetzen:  Ist  a  Punkt  von  '21.  so  habe  f  im 
Punkte  a,  -j  von  '}l  den  Wert  f,.(a).  Aus  (***)  folgt  dann  un- 
mittelbar: 

Satz  y.  In  jedem  Punkte  a  von  51^'  stimmen  Maximal- 
und  Minimalfunktion  von  {f,,}  auf  '?(  überein  mit  oberer 
und  unterer  Schrankenfunktion  von  f  auf  91: 

r(a;{/,},2t)=G(a;  ?,?();     y  {a;{f,}  ,<il)  =  g{a- JA). 

Daraus  fließen  nun  leicht  die  wesentlichen  Eigenschaften  von 
Maximal-  und  Minimalfunktion: 

Satz  VI.  Die  Zahlen  y{a;{f,},^)  und  Tia;  {/;.}.  21)  sind 
charakterisiert  durch  die  beiden  Eigenschaften: 

1.  Ist        3>r(a;{/;},91)     (oder  p<y  {a ;{{,},  ^l)), 

so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  ')!l.  und  einen  Index 
Vq.  so  daß: 

(0)  fy{a')<^q  (bzw.  fv{a')~^  p)  für   alle  a'  von  U  und  alle  v  ^  r^. 

2.  Ist      (i<:r{a;  {(;),%)     (oder     p>y{a;  {(,},%)), 

so  gibt  es  zu  jedem  Index  v^  in  jeder  Umgebung  U  von  a 
in  3t  mindestens  einen  Punkt  a'  und  einen  Index  »' ^  v^, 
so  daß: 

(00)  fr{ar)>q     (bzw.     fAa'Xp). 

In  der  Tat.  ist 

2  >/>;{/;},  31). 

so   gibt  es  wegen  Satz  V  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VII  eine  Umgebung 

U(a)  von  a  in  ^.  so  daß: 

ftl  G{f.\\[a))<:q. 

Es  gibt  nun  ein  o>0.  so  daß  für  die  Umgebung  U(a:p)  von  a  in 
31  gilt: 

Ü(a;  ^XÜ(a). 

Ist  nun  a'  Punkt  von  31  und: 
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so  gehört  der  Punkt    [a',-J  für  r^Vo   2"    Ü(a;^).    mithin   zu    Ü  (a); 
d.  h.  wegen  (f):  für  jeden    zur  Umgebung  U  (a',-^)   von  a  in  '-?{  ge- 


hörigen  Punkt  a    gilt 


/",  (a')  <  9     für     i'  ^ 


^»'o 


Damit  ist  (0)  nachgewiesen. 
Sei  sodann: 

(tt)  2<n«;W.«)> 

sei  Vq  ein  beliebiger  Index  und  U(o)  eine  behebige  Umgebung  von 
o  in  31.  Die  Menge  aller  Punkte  ;o',  '  von  ^^.  für  die  a'  zu  U(a) 
gehört  und  J'>>'o  ist,  bildet  daim  eine  Umgebung  U  (^a;  von  a  in  ^. 
Da  nach  Satz  V  (ti)  gleichbedeutend  ist  mit: 

gibt  es  also  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VII  in  U  (a)  einen  Punkt  i  a'.  -  ! . 
in  dem 

f>q- 

d.h.  es  gibt  in  U(a)  einen  Pimkt  a'  und  dazu  einen  Index  *'>»'(,, 
so  daß  (00)  gilt.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Satz  VIT.  Ist  a  Punkt  von  9t°,  so  gibt  es  in  91  zwei 
Punktfolgen  {a'„}.  {a'„'}  und  dazu  zwei  Indizesfolgen  {/„}. 
{i/^},  so  daß: 

lim a;  =  o ;     lim  y'„  =  -r-  co ;     lim  /r-  (a'„)  =  r{a;{f,},'äi: 

lim  a'n'  =  a :     lim  v':,  =  +  oo :     lim  /;^'  (a'«' )  =  y  (a :  {f.,} ,  9{ ^ . 

In  der  Tat,  wegen  (**)  (S.  232)  und  Satz  V  ist  dies  gleich- 
bedeutend   mit    der    Behauptung:    Es   gibt    in    %    zwei    Punktfol^en 

{[a;.y},   {k,lj},sodaß: 

lim  !  ttn,  -7  I  =  o:    hm  n  i  a'„,  -y    ]  =  G[a:t\  %) ; 

Umi<,^-J=a:     lim  f  (  a^,  ^  ]==g(a:f,  i). 

Dies  aber  ist   der  Fall  nach  Kap.  II,  §  2,  Satz  VI. 
Satz  VIII.     In  jedem  Punkte  von  %^  ist: 
(1)     ;'  (a:  {fr} ,  ?0  £9(a:hm  U,m  £  G{a;hmf, .  91)  £  I\a:  {/;},  2t). 
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In  jedem  Punkte  von  91  ist: 

r  (o ;  {f.)  >^l)£9  (a ;  lim  /; ,  9t)  ^  lim  /„  [a) 

/_  »'=00  »'=X. 

(2,' 

£  limf,  (a)  ^  G(a;lim  f,,%)  £  r{a',  {fr},  ^). 

►•=«  »>=« 

Sei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  von  x>l°,   und  q  irgendeine  Zahl: 

(*)  3>r(«;{/"v}.90- 

Nach  Satz  VI  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  ^  und  einen  Index 
Vq,  so  daß  (0)  gilt.     Für  alle  a'  von  U  ist  dann  aber: 

lim  /;  (a')  ^  q  . 

Also  ist: 

G{hmt\,\X)£q, 
und  mithin  auch : 

Da  dies  für   jedes  der  Ungleichung  (*)  genügende  q  zutrifft,    so    ist 
also  auch: 

ö  (a ;  ii^  f„,  91)  ^r(a ;{/,},  9t), 

»=00 

womit  die  eine  Hälfte    von    (1)   bewiesen   ist.     Analog    beweist   man 
die  andere. 

Ist  a  insbesondere  Punkt  von  91,  so  ist  nach  Kap.  II.  §  2, 
Satz  II: 

g  {a ;  lim  /;  ,  9lj  ^  lim  /",,  [a)\      lim  /"„  (a)  £G[a,  lim  /„  9t) . 

r^~i  y^K  "--»  ■•='= 

so  daß  [2)  aus  (\)  folgt.     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 
In  einem  isolierten  Punkte  von  9f  ist  offenbar: 

>'(o;{f,.}.9t)  =  lim/„(a);      Tja;  {/•,},  9t)  =  ik^ /V  (o). 

Endlich  folgern  wir  aus  Satz  V  und  Kap.  II,  §  11,  Satz  II 
sofort: 

Satz  IX.  Für  jede  Funktionenfolge  {/\.}  ist  die  Maxi- 
malfunktion  jTfo;  {f,.},  9t)  oberhalb  stetig,  die  Minimalfunk- 
tion ^(a;  {/',.},  9t)  unterhalb  stetig  auf  9t". 

So  wie  wir  in  Kap.  II  neben  den  Schrankenfimktionen  auch  die 
reduzierten  Schrankenfunktionen  eingeführt  haben  f^  11,  S.  168),  so  können 
wir    hier    auch    reduzierte    Maximal-    und    Minimalfunktion    von    {fr}   ein- 
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führen*).  Wir  definiiren:  Sei  a  ein  Punkt  von  9l'  und  {rt,,}  eine  Punktfolge 
aus  91  mit: 

lim  a„  -=  a;     flu  =4=  a     für  alle  n, 

n=  30 
lind  Koi  {>■„)   oiuo  Indizesfolge  mit: 

lim  f„  =  -j-  00 . 

Wir  denken  uns  gebildet:  _ 

lim  fr^  (o„)  =  v, 
«  =  « 

und  bezeichnen  mit  /"(a ;{/",,},  30  die  obere  Schranke  aller  dieser  Größen  v. 
Dadurch  ist  P  (a;  {/",.},  91)  als  Funktion  von  a  dofiniertauf  9P.  Sie  heißt  die  re- 
duzierte Maximalfunktion  von  ■[/",,}  auf  91.  Analog  definiert  man  die 
reduzierte  Minimalfunktion  ;•'  (a;  {/",,]■,  90.  Aus  der  Definition  folgen 
Bofort  die  Sätze: 

SatzX.  Geht  durch  die  Schränkungstransformation  {/",,}  über  in 
{/■*},  so  auch  r'{a;{f,},m  in  r  (a  ;{/•*},  90  und  /  f«;  {fj,  90  in 
y'{a;{ft},'}l). 

Satz  XI.     In  jedem  Punkte  von  90^  ist: 
(0)  r(a;{U}'}l)</ia;{f,},'a)£r{a;{f,.},%)^r{a;{f,.}.^); 

in  jedem  Punkte  von  9(^  —  9191*  ist: 
(00)  /(a;{/',}.9l)==-'(«;  {/",},  Sil;     r  ia;{t\.},SH)  =  r{a;  {f,},SH). 

Satz  XII.  Die  charakteristischen  Eigenschaften  von  Satz  VI 
gelten  auch  für  /" (a ;{/",.},  91), /(«;  {/"y},  90  in  jedem  Punkte  a  von  9l\ 
wenn  die  Umgebungen  U  von  «  in  91  durch  die  reduzierten  Um- 
gebungen W  von  a  in  91  ersetzt  werden. 

In  der  Tat,  ist  a  Punkt  von  91^  —  919(\  so  gilt  dies  wegen  (00)  von 
Satz  XI.  Ist  a  Punkt  von  9190,  so  bezeichne  man  mit  90  die  Menge,  die  aus 
91  durch  Weglassen  von  a  entsteht,  und  hat  nach  (00)  von  Satz  XI: 

/ (a;  {fr},  ^)  =  y{a;  {fr},  9t') ;     /"  (a ;  {/•,},  9()  =  r{a;  {f,.},  90). 

Indem  man  nun  auf  9('  Satz  VI  anwendet,  erhält  man  Satz  XII. 

Ebenso  erhält  man  aus  Satz  VII: 

Satz  XIII.  Ist  a  Punkt  aus  W,  so  gibt  es  in  91  zwei  Punkt- 
folgen {'^'n}-  {^n}-  "i^d  zwei  Indizesfolgen   {*^n}>  {'n}»  ßo  daß: 

lim  o;  =  « ;     a;  =1=  rt ;     Hm  ,■;  --   +  OO ;      limfw  (a'J  =  P  {a;  [f\ ,  90 ; 
lim  a'^  =  a :     «;'  4=  a ;     lim  /'  ^    +  00 ;     lim  f,.-  {a'^)  =  /  (a ;  {f,.} ,  91) . 


n=oo 


Auf  dieselbe  Weise  wird  aus  (1)  von  Satz  VIIP): 


\)  W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  6  (1908),  29,  298.  Dort  wird 
/"(a;/^\,9()  als  „peak  function",  ;■' (a ;{/",,},  9(j  als  „chaam  function"  be- 
zeichnet. 

*)  Die  zu  (2j  von  Satz  VIII  analoge  Ungleichung: 

r'  <a;  {/■  J,  91)^  !^/"v  («)  ^  ij^A.  (a)  ^  /"  (a;  {/•..}>  ?0 


Kap.  IV,  i?  1.    Maximal-  und  Miniraalfunktionen.  237 

Satz  XIV.     In  jedem   PiinUte  von  ^JC  ist: 
/  (ß;  {f.}  ,  m  <9'ia;  lim  /;  ,  ^i[)  £  G'  (a; ]iä  A-,  2t)  ^  P'  [a;  {f,} ,  <?l). 

Endlich  folgern  wir  noch  aus  Satz  IX: 

Satx  XV.  Für  jede  Funktionenfolge  {/",,}  ist  T' fa ;{/■,,},  VO 
oherhalb  stetig.  /  (a ;{/",.},  51)  unterhalb  stetig  auf  's?!*. 

Sei  in  der  Tat  Cj  ein  Punkt  von  ?l\  und  sei  21' =  21,  wenn  a,  nicht  in 
VI.  hingegen  sei  91',  wenn  a,  in  21,  die  aus  2(  durch  Weglassen  von  o,  ent- 
stehende Menge.     Nach  Satz  XI  ist: 

während  für  alle  a  ^  üi    von  2(*: 

(+t)       /(«;{/;}, ^.?t)>n«;{^}.2t');    r'(a;  {/•„},  2()^r(a;  {/',},  r). 

Da  (21')»  =21°,  ist  nach  Satz  IX  r{a;{fy},'iV)  oberhalb,  j' (a;  {f,}- ^t'' 
unterhalb  stetig  auf  21",  mithin  auch  auf  21*.  Aus  (|)  und  (ff)  folgt  dann 
aber  sofort,  daß  in  a,  auch  T' (o;  {/',,}>  ?0  oberhalb,  /  fo;  {f,.},  2()  unterhalb 
stetig  ist  auf  W,  womit  Satz  XV  bewiesen  ist. 

In  Ergänzung  von  Satz  XI  zeigen  wir  noch: 

Satz  XVI.  Sind  im  Punkte  a  von  9t2P  alle  /",,  unterhalb  stetig 
auf  21 ,  so  ist: 

(1)  r' (a;  {/•,},  21)  =  r(a;  {/•,},  20; 

sind  sie  oberhalb  stetig  auf  2(,  so  ist: 

(2)  /(a;{A.},2I)  =  y(a;  {f. },'&). 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  (Satz  IV  und  Satz  X_)  können 
wir  {fv}  als  beschränkt  annehmen.  Angenommen  (1)  gelte  nicht.  Wegen 
Satz  XI  ist  dann: 

r(a;(A.),2()>r'(a;{/-.,},2[), 

und  es    gibt  daher  nach  Satz  VIT  eine  Punktfolge  {o„}  in  21  und  eine  Indizes- 
folge {>•«},  so  daß: 

(3)  lim  a„  =  a;     lim  j„  =  -^  OO ;     lim  f,-^  {a„)  >  T'  (a ;  !f\ .  2t) . 
n=«>  »=«  n=» 

Nach  Definition  von  F'  muß  also  sein: 

a„  =  a    für  unendliche  viele  a . 

Indem  wir    nötigenfalls  von    {a„}    zu    einer  Teilfolge   übergehen,   können    wir 
annehmen : 

a„  =  a     für  alle  n, 
und  haben  aus  (3): 

W  lim /•.„(a)>r'(a;  (/•„},  21). 


gilt  nicht  allgemein.  Wohl  aber  kann  man  (ganz  ebenso  wie  in  Kap.  II,  §  11, 
Satz  VII  bewiesen  wurde)  zeigen,  daß  —  wenn  21 21*  separabel  —  diese  Un- 
gleichung überall  auf  21 2t*  gilt,  abgesehen  von  einer  abzählbaren  Punktmenge. 
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Da  a  Punkt  von  81^1'  und  alle  f,„  unterhalb  stetig  in  a  auf  '^(,  gibt  os 
in  91  pin  a^^  =|=  rt .  eo  daß: 

(^)  »•(««. «'<^     /■'•««>>/''»i«)-^ 

AuB  (3),  (4),  (5)  aber  folgt: 

hma^^a;     a„' =j=  a;     lim  v„  = -f-oo;    lim /"^^  (a^) ;- 7"  (a  ;//•,,].,  2J), 
n=eo  n=oc  n— « 

im  Widerspruch  mit  der  Definition  von  /'.  Damit  ist  (I)  bewiesen,  und 
ebenso  beweist  man  (2). 

In  Satz  XVI  ist  der  Satz  enthalten: 

Satz  XYIl.  Sind  im  Punkte  a  von  9t2l^  alle  /",,  stetig  auf  9t,  so 
gilt  sowohl  (1)  als  (2)  von  Satz  XVI. 

Eb  sei  noch  bemerkt,  daß,  wenn  die  f^  Funktionen  einer  reellen  Ver- 
änderlichen sind,  auch  einseitige  (reduzierte)  Maximal-  und  Minimalfunktion 
von  {fy\  definiert  werden  können.     Wir  gehen  darauf  nicht  ein^). 

§  2.  Stetige  Konvergenz  und  halbstetige  Oszillation. 

In  Analogie  zur  Stetigkeitsdefinition  einer  Funktion  (Kap.  II,  §  3, 
S.  1 2  2)  definieren  wir  nun :  Die  auf  9t  gegebene  Folge  {f»,}  lieißt  i  m  P  u  n  k  t  e 
a  von  91°  stetig  konvergent  auf  91,  wenn  für  jede  Punktfolge  {a„} 
aus  9(  und  jede  Indizesfolge  {v^}  mit: 

(0)  lim  a,j  =  a     und     lim  v^^  =r=  -|-  oo 

n  =  ao  n=  x. 

der  Grenzwert  lim/',,^(aj  existiert.   Aus  dieser  Definition  folgt  sofort: 

n=oo 

Satz  I.  Geht  {/",.}  durch  die  Schränkungstransformation 
über  in  {/t}?  so  folgt  aus  der  stetigen  Konvergenz  von 
{/",.}  in  a  auf  91  auch  die  von  {/"*}  und  umgekehrt. 

Satz  II.  Damit  {/».}  stetig  konvergent  sei  in  a  auf  91, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

(M  r(a;{/;},9t)  =  j^(a;  {/;,},  91).^) 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,-  ist  {fy}  stetig 
konvergent  in  a  auf  9t,  so  hat  für  alle  (0)  erfüllenden  Folgen  {a„}, 
{v^}  der  Grenzwert  lim/„^(aj  denselben  Wert  /: 

(2)  "^^       \imfyJaJ  =  L 

n=x 

Denn  angenommen  es  wäre: 

lim  a'„  =  a:     lim  v„  =  -\-rx:;     lim  /».^^  (a'„)  =  l' ; 

n=  oc  n—  00  n—  x 

*)  Vgl.  hierüber  W.  H.  Young  a.  a.  0. 

'^)  Es  könnte  also  die  stetige  Konvergenz  auch  durch  Gleichung  (1)  defi- 
niert werden. 
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lim  «;:  =  o ;     li m  v;'  =  -f-  oc ;     lim  f,..  (a;')  =  l"  ^  I' , 
SO  würden  auch  die  Folgen: 

I        it      I        it  tu  I        i>      I       1/  tu 

a^,  a^,  a„.  a«,  ...,  a„,  a,,,  ■■  ■:     >'i ,  '', ,  >'« ,  »'^ ,  •  •  •  >  »'n,  »'n > 

(Oj  erfüUen,  ohne  daß  die  Folge: 

einen  Grenzwert  besäße,   was   der  Stetigkeit   der  Konvergenz  wider- 
spricht. 

Da  nun  aber  (2)  für  alle  (0)  erfüllenden  {a^,},  {v,,}  gilt,  so  ist 
zufolge  der  Definition  von  F  und  y: 

r(a;{t:},<H)  =  l;      y{a;  {fr},  'ä)  =  I , 

und  (1)  ist  als  notwendig  erwiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend^).  Denn  nach  Definition  von 
/'  und  y  folgt  aus  (0): 

(3j  y{a;  {f.}.  'H)<lim  f\.^{aj^]h^  fr  Ja  J£r{a;  {/;},  %), 

«=»  "=" 

und   mithin,  wenn  (l)  erfüllt  ist: 

lim /;,.(aj  =  lim /;,.(aj, 

d.  h.    e.s    existiert    der   Grenzwei't   lim /",.„(»  J,    mid  es   ist  somit  {/,,} 
stetig  konvergent  in  a  auf  §1.  "~* 

Satz  III.-)  Damit  {fy}  stetig  konvergent  sei  auf  2t  im 
Punkte  a  von  ?(,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  {/i.(«4} 
konvergent  sei,  und  daß 

(4)  r{a;  {/;},  %)=y(a;  {/;},  31)  =  lim /;  (a ) . 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  ist  {fy}  stetig 
konvergent  in  a  auf  3(,  so  gilt  nach  Satz  II  jedenfalls  (1).  Nach 
Definition  von  F  und  y  aber  folgt  aus  (Oj  Ungleichung  (3).  Aus 
(1)  und  (3)  aber  folgt  (4),  indem  man  a^^a  setzt  für  alle  n. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Dies  ist  schon  in  Satz  II 
enthalten. 

Ebenso  leicht  erkennt  man : 

Satz  IV.  Damit  {fy}  im  Punkte  a  von  ^2{"  stetig  konver- 
gent   sei    auf    9t,    ist  notwendig  und    hinreichend,    daß    für 


^)  Dies  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 

^)  Definiert  man  die  stetige  Konvergenz  dnrch  Gleichung  (1)  von  Satz  II, 
80  sind  Satz  III  und  IV  allgemeine  Grenzsätze. 
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alle  (0)  erfüllenden  {(i„}  und  {>'„}: 

(t)  lim /;,„(aj  =  r(a;  {/;.},  ^)  =  yia;  {f,},  9t). 

n=  00 

Ist   insbesondere  a  Punkt  von  91,  so  ist  (f)  gleichbedeutend 
mit: 

(tt)  lim/;,.(aj  =  lim/-„(a).       " 

Es  folgt  daraus  unmittelbar,  daß  in  einem  isolier ten  Punkte 
a  von  9t  stetige  Konvergenz  von  { /,,}  gleichbedeutend  ist  mit 
Konvergenz  von  {/'►•(«)}• 

Satz  V.  Damit  die  im  Punkte  a  von  91  konvergente 
Folge  {/v}  stetig  konvergent  sei  in  a  auf  91,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  p: 

(*)  p<lim/,(a), 

v=x 

und  ebenso  zu  jedem  q: 

5>lim/;(a), 

eine  Umgebung  U    von  a    in  9t    und    einen    Index  v^    gebe, 
so  daß: 

r/  fi'^     (    für  alle  a'  von   U   und  alle  v>f^. 
fv{a)<(l]  =   " 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenonmien  etwa,  es  gäbe 
zu  einem  (*)  erfüllenden  p  kein  solches  r^,  und  keine  solche  Um- 
gebung U.  Dann  gäbe  es  für  jedes  n  in  U  (a;  —  j  einen  Punkt  a^ 
von  91  und  einen  Index  v„>w,  so  daß: 

1"=  X 

Es  wäre  also  auch: 

lim/;„(aj<lim/",(a), 

n=»  r^x 

im  Widerspruche  mit  Satz  IV. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen,  sie  sei  erfüllt. 
Ist  dann  {a„}  eine  Punktfolge  aus  9f,  {v„}  eine  Indizesfolge  mit: 

lim  a^^=a;     lim  v^  =  -{-(x>, 

n=  X  n=x 

so    liegen   fast  alle  a^    in  U,    und    für    fast  alle  n   ist  v„^Vq,  d.  h. 
es  ist: 

frn{%)>P'     /"nKX?      ^^r  fast  allc  n, 
d.  h.  es  ist: 

lim /^„(aj  =  lim /;(a), 
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uiul    nach  Satz  IV  ist  die  stetige  Konvergenz   von  {/,.)    in  n   auf  % 
bewiesen.  • 

I.st  {/;.}  stetig  konvergent  in  a  auf  ?t,  und  ist  der  durch  (t) 
von  Satz  IV  gegebene  Wert  endlich,  so  wollen  wir  sagen,  {/,.}  sei 
eigentlicli  stetig  konvergent  in  a  auf  '')[. 

Satz  yi})  Damit  {/",.}  im  Punkte  a  von  %^  eigentlich  stetig 
konvergent  sei  auf  Si{,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß 
für  jede  Punktfolge  {r^jj}  aus  9(  mit  limf/jj  =  «  die  Beziehung 
bestehe:  "=* 

(*)  lim        {fAün-)  —  t\K))^^^- 


M  =  » ,  n  =00 
r=  00  ,  )''=  00 


Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat.  sie 
sei  nicht  erfüllt.  Dami  gibt  es  eine  gegen  a  konvergierende  Punkt- 
folge {o„}  aus  9(,  ein  e>>0.  und  wenn  Wq,  ^-^  beliebig  gegeben  sind, 
Indizes  w,  n',  v,  v',  so  daß: 

n  >  iXq  ,  n  >  Vq  ,  V  >  r^ ,  /  >  j'^  ;      |  /",/  (a„')  —  /",,  (a,J  |  >  f . 
Es  gibt  dann  also  insbesondere  Indizes  ni,  n'j,  vi,  v'i,  so  daß: 

tii  >  i ,  w'- ^i,Vi>i,Vi>i;     |  f,.'. {a„'. )  —  /;, . (a„ .)  |  ^  £ . 
Es  kann  also  die  Folge 

nicht  eigentlich  konvergent  sein,  und  mithin  karm  nach  Satz  IV  {/',.} 
nicht  eigentlich  stetig  konvergent  sein,  in  a  auf  9(. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
sie  sei  erfüllt.  Ist  dami  e  >  0  beliebig  gegeben,  so  gibt  es  zu  jeder 
gegen  a  konvergierenden  Folge  {a,,}  aus  'i>(  Indizes  n^  und  v^, 
so  daß: 

i  fv'  («n')  —  fr  (a„)  \<e     für     ?j  ^  n^ ,  n  ^nQ,v>^VQ,  v  ^  v^ ; 
.ist  also  lim  Vjj  = -|-oo,  so  gibt  es  ein  n,  so  daß: 

n=oc 

I  /'•„-  («„')  —  fvn  (a„)  \  <  £     für  ji  >  il ,  n  >  n, 

d.h.  die  Folge  {/'..„(a„)}  ist  eigentlich  konvergent.  Daraus  folgt 
sofort  die  eigentliche  stetige  Konvergenz  von  (/",,}  in  a  auf  9(,  und 
Satz  VI  ist  bewiesen. 

Satz  VII.  Damit  {/"„}  im  Punkte  a  von  91"  eigentlich 
stetig  konvergent  sei  auf  3(,  ist  notwendig  und  hinreichend, 


^)  Satz  VI  ist  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  16 
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daß    es    zu    jedem  e/^O  eine  Umgebung   U    von    a    in  %   und 
einen  Index  r^  gebe,  so    daß: 

(**)  |^'(aO-/v"(«")l<^ 

für  alle  a',a"  von  II  und  alle  v' ^ 'o > ''" ^^ >'o • 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  nicht   erfüllt.     Dann  gibt  es  ein  e^O,    ferner  zu  jedem  n  zwei 

Indizes  r'„>n,r'^>n,  und  in  l\\a;-j    zwei    Punkte  a'„,  a'n    von    'K 

derart,  daß: 

\UW-fr;:{a:)\>s. 

Also  ist  für  die  gegen  a  konvergierende  Folge: 

a[ ,  a'l,  a'^  ,  a'^,  ...,  a'„,  a'n,  . . . 

die  Bedingung  von  Satz  VI  nicht  erfüllt,    und    somit    ist   {/',.}    nicht 
eigentlich  stetig  konvergent  in  a  auf  9(. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie  sei 
erfüllt.     Ist  {ö,,}  eine  Punktfolge  aus  ?(  mit  lim 0,^  =  0,    so  gibt  es 

ein  Hq,  so  daß  a,,  für  n>nQ  in  U  liegt.     Wegen  (**)  gilt  also: 

!  fr'  («„')  —  t\"  (er,.")  \<e     für     n'  >  «^ ,  »i"  ^  «0  > '''  ^  ^o'  ^"  ^  »'0  ^ 

das  aber    ist    gleichbedeutend    mit    der  Bedingung  (*)  von  Satz  VI. 
Damit  ist  Satz  VII  beAviesen. 

Satz  VIII. ^)  Ist  die  Folge  {/;,}  im  Punkte  a  von  ^J{  stetig 
konvergent  auf  21,  so  ist  sowohl  ihre  obere  als  ihre  untere 
Grenzfunktion 

/■  =  lim/;;     f=limf„ 

»•=<»  »-=00 

stetig  in  a  auf  %. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  kann  {/',.},    und   somit 

auch  /■  und  f  als  beschränkt  vorausgesetzt  werden.    Angenommen,  es 

wäre  etwa  /"  nicht    stetig    in    a    auf    91.      Dann    gäbe    es   in  31  eine. 

Folge    {a,,}    mit  lim a^^  =  a,    so    daß    die    Folge    {/(aj}    nicht    kon- 

n=  ao 

vergiert.   Da  /"(aj  ein  Häufung^wert  der  Folge  {/i.  («„)}  (v=  1,  2  . .  .) 
ist,  gibt  es  ein  v^^n,  so  daß: 

I  /in  K) -/■(«„)  l<^- 

*)  Definiert  man  die  stetige  Konvergenz  durch  Gleichung  (1)  von  Satz  II, 
80  sind  Satz  VIII  und  IX  allgemeine  Grenzsätze.  Es  sei  noch  besonders  be- 
merkt, daß  in  Satz  V^III  die  fv  nicht  als  stetig  in  a  auf  21  vorausgesetzt  werden 
müssen. 


Kap.  IV,  §  2.    Stetige  Konvergenz  und  halbstetige  Oßzillati5ii.        243 

Dann  ist   jeder  Häufungswert   von  {/(o„)}    auch    ein    Häufungswert 

von  {/v„(a„)},  so  daß  {/'v„(a„)}  ebenso  wie  {/(aj)  nicht  konvergiert. 
Dies  steht  in  Widerspruch  zur  vorausgesetzten  stetigen  Konvergenz 
von  {fy},  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 
Derselbe  Beweis  zeigt: 

Satz  IX.  Ist  die  Folge  {/",,}  im  Punkte  a  von  91*  stetig  kon- 
vergent auf  9(,  so  hat  ihre  obere  und  ihre  untere  Grenz- 
funktion denselben  Grenzwert  in  a  auf  ?(. 

Unter  einschränkenden  Voraussetzungen  kann  Satz  VIII  (und 
analog  Satz  IX)  umgekehrt  werden.     Wir  zeigen  zunächst: 

Satz  X.^)  Ist  im  Punkte  a  von  9(  die  Grenzfunktion  der 
monoton  abnehmenden^)  Folge  {/i.}: 

(*)  /  =  lim/;,;     Ui<fy 

unterhalb")  stetig  auf  9(,  und  sind  unendlich  viele  fy  ober- 
halb") stetig  in  a  auf  ^l,  so  ist  {fy}  stetig  konvergent  in  a 
auf  %. 

Beim  Beweise  können  wir  wieder  {/,,},  und  somit  auch  /'  als 
beschränkt  annehmen.  Es  genügt  zu  zeigen:  Für  alle  Folgen  {a,,} 
aus  Sil  und  alle  Indizesfolgen  {v^^}  mit: 

lim  a^  =  a;     limv,,  =  -}-oo 

fi  =  00  n—  X 

ist: 

(**)  lim/;,„(ö.J  =  /-(a). 

n  =  cc 

Wegen  (*)  gibt  es  zu  jedem  e  >  0  ein  v ,  so  daß : 
fÄa)<f{a)Jre, 
und  so  daß  fy  oberhalb  stetig  in  o;  dann  ist  auch: 

/"^  (aj  << /"(a) -f- £     für  fast  alle  7i. 
Wegen  der  Monotonie  von  {f,.}  ist  daher  auch: 
(***)  frn  (« J  <  /■(«)  +  '     für  fast  alle  n . 

Weil  /■  unterhalb  stetig  in  a,  ist: 

/•(a„)>/'(a)  — £     für  fa.st  alle  n. 
Wegen   der  Monotonie  von  {fy}  ist  daher  auch: 
{***)  /v„(aJ>/'(")-^     für  fast  aUe  n. 

Aus  {*^*)  und  {^%)  aber  folgt  (**),  und  Satz  X  ist  bewiesen. 


*)  Satz  X  und  XI  und  allgemeine  Grenzsätze. 

*)  Für    monoton   wachsende    Folgen   {/,,}  gilt    die    Behauptung,    wenn 
f  oberhalb,  und  unendlich  vieie  f^  unterhalb  stetig  in  a  sind. 

16* 
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Aus  Satz  X  folgt  nun  sofort: 

Satz  XI.  Ist  im  Punkte  a  von  1}[  die  Grenzfunktion  der 
monotonen^)  Folge  {/",.}  stetig  auf  5(,  und  sind  unendlich 
viele  /;.  stetig^)  in  a  auf  ■•?(,  so  ist  {/',.}  stetig  konvergent  in 
a  auf  ■?(. 

Wir  wollen  nun  noch  eine  Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  stetigen 
Konvergenz  vornehmen.  War  •[/■,.}  stetig  konvergent  auf  ?l  im  Punkte  o  von 
3(,  so  galt  (Satz  IV)  für  alle  Punktfolgen  ^a„^  aus  9(  und  alle  Indizesfolgen 
{»•„}  mit: 

(0) 

die  Beziehung: 

lim  /",,   (a„)  =  lim  /",,  (a) . 


lim  a„  =  a;     lim  i„  =  -f-  CO 
n  =  CD  n=  y- 


Wir    definieren   nun:    Die   Folge  {/",.}   heißt    oberhalb    stetig    (unterhalb 
stetig)  oszillierend  in  a  auf  31,   wenn  für  alle  (0)   erfüllenden  {«.,},  {»'»}: 

^QQ^  lim  Z",.^  (a„)  £  lim  /",,  (o)     [bzw.     Imi  f^,^^  {a„)  ^  lim  /",.  (a)j . 

Ist  die  Folge  {/",.}  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  stetig  oszillierend  in 
a  auf  \>(,  so  heißt  sie  stetig  oszillierend  in  o  auf  ■-.?(. 

Satz  XII-).  Ist  die  Folge  ^f,^  konvergent  in  a  und  stetig  os- 
zillierend in  a  auf  SU,  so  ist  sie  stetig  konvergent   in  a  auf  ?l. 

In  der  Tat,  dann  ist 


lim  f^  (a)  =  lim  /"„  (a)  =  lim  /,.  (a) , 


und  aus  (00)  folgt: 


^)  Folgende  Beispiele  (im  Dtj)  zeigen,  daß  die  einschränkenden  Bedingungen 
nicht  entbehrt  werden  können.     1.  Beispiel:  Sei  f^,  =  0    in    ( —  oo,  0'    und    in 

\j,  +00),/',  (j)  =  1  und  /•,.  linear  in  [o,  fj  und  in  [|,  |-]  (Figur  6).    Dann 

ist  lim/",.  =  0,  alle  /",,  sind    stetig,    aber   die    Konvergenz   ist    nicht   stetig  im 


Fig.  7. 


Punkte  0.     2.  Beispiel:    Sei  f,.^0  in  (—00,  0]  und  in   |-i-,+oo);  /",.  =  1  in 

fO,  —  j  (Figur  7).     Dann    ist  {/V}   monoton    und    lim/'^  =  0.     Aber   die  Kon- 

vergenz  ist  nicht  stetig  im  Punkte  0. 

2)  Die  Sätze  XII  bis  XVL  sind  allgemeine  Grenzsätze. 
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hmfy^{a„)  =  \imf    (a„)  =  lim /",,    (a„)  =^  lim /'^  (a). 
n=*  „=00     "  n=x     «  v=x, 

Also  ist  {/,.}  stetig  konvergent  in  a  auf  3t. 

Satz  XIII.  Damit  {/",,}  oberhalb  stetig  (unterhalb  stetig)  oszil- 
liere in  a  auf  \'(,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß: 

(000)         ■  ]hüf,.{a)  =  ria;{t\},^q     [bz  w.' limf^  (a)  =  j- (a;  {/.},  ?()]. 

Die  Bedingung  ist  notwendig:  in  der  Tat,  da  Pia;  {/",.}>  ?0  die  obere 
Sehranke  aller   lim  /",,   (rt„),  folet  aus  (00): 

1=00 

Aus  §  1,  Satz  VIII    aber  folgt   die    umgekehrte  Ungleichung,    womit  (000)  be- 
wiesen ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt,  so  folgt  aus 
der  Definition  von  /'(a;  {/,},  -l)  ^Is  der  oberen  Schranke  aller  lim  /",,  («„)  so- 
fort  (00).     Damit  ist  Satz  XIII  bewiesen.  "  ==  " 

Nun  beweisen  wir  in  Verallgemeinerung  von  Satz  VIII: 

Satz  XrV.  Ist  die  Folge  {/",,}  in  a  oberhalb  stet  ig')  oszillierend 
auf  i'( ,  so  ist  ihre  obere  Grenzfunktion. 

oberhalb  stetig  in  a  auf  3(. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  kann  ■[/',,}  und  somit  auch  /  als 
beschränkt  vorausgesetzt  werden.  Angenommen,  es  wäre  f  nicht  oberhalb 
stetig  in  a  auf  51.     Dann  gäbe  es   in  XU   eine  Folge  {a„},  so  daß: 

("•'^  lim  a„  =  a;     lim  f(a„)>/(a). 

n=x  n=x 

Zu  jedem  n  gäbe  es  ein  v,i>»,  so  daß: 

/•„   ia„)-f{a„)\<l. 
Dann  aber  wäre  auch: 
(tt)  lioi  /',.  (««)  =  lim  f  (««)  >  f{o.)  > 

14=  X      "  n=» 

entgegen  der  Annahme,  [/",,}   sei  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  51.    Damit 
ist  Satz  XIV  bewiesen. 

Wörtlich  derselbe  feeweis  lehrt: 

Satz  XV.     Ist  im  Punkte  a  von  -1121': 

(■'^+)  ^f,{a)>r'{a;{f,),'ä), 

l'=X 

so  die  obere  Grenzfunktion  von  ■{/",,]■  oberhalb  stetig  ina  auf  51*). 

*)  Bei  unterhalb  stetig  oszillierenden  Folgen  {^,j■  wird  die  untere 
Grenzfunktion  unterhalb  stetig. 

')  Ist :  lim  /;  (a)  ^  /  (a ;  {/;,},  2t) , 

>>  =  X 

so    wird  die  untere  Grenzfunktion  unterhalb  stetig. 
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In  der  Tat,  wir  können  in  (r)  alle  a„  4=  ci  annehmen.  Dann  aber  folgt 
aus  (ti): 

r  (a ;  {/•,.},  ^^0  >  f  (a)  =  lii  /•,.  (a) , 

im  Widerspruch  mit  der  Voraussetzung  (tfr).  Dadurch  ist  Satz  XV  bewieeen. 
Insbesondere  erhalten  wir  aus  Satz  XV  folgende  Ergänzung  zu  Satz  VIII: 
Satz  XVI.     Ist  im  Punkte  a  von  ^X"?(*  die  Folge  {/",.}  konvergent, 

und  ist: 

r  (a;  {/•,},  <!i)  =  /  {a;  {f,},  ^31)  =  lim  /-„(a). 

so  ist  sowohl  die  obere  als  die  untere  Grenzfunktion  von  {f,\  stetig 
in  a  auf  ?(. 

In  der  Tat,   nach  Satz  XV^  ist  ^=:  lim  f\,  oberhalb,    f=hm  f\  unterhalb 

stetig  in  a  auf  ?(;  im  Punkte  a  aber  ist  nach  Annahme: 

f{a)^f{a)  =  \imf^{a). 
Sind  also  p,  q  beliebige  Zahlen: 

p  <  lim  /■,.  (a) ,    5  >  lim  /*,.  (a) 

►•  —  X  »■  =  X 

und  {a«}  eine  beliebige  Punktfolge  aus  9(  mit  lim  a„  =  a,  so  ist: 

*^^'  fian)<iq,    f(a„)y>p     für  fast  alle  «, 

und  somit,  wegen  f^f  auch: 

(■^^  f{a„)'>p;     f{an)<iq     für  fast  alle  m. 

Aus  (1)  und  (2)  aber  folgt: 

(3)  lim  f{a„)  =  lim  /;  (a) ;     lim  f  (a„)  =  lim  /",.  (a) . 

n=  x  i'=x  n=ao  »•=x 

Und  da  hierin  {««}  eine  beliebige  Punktfolge   aus  9(   mit  lim  a„^a   war,   so 

n=  X 

besagt    (3),     daß    /'  und  f  stetig  sind  in  a  auf  9(,   wie  behauptet. 

§  3.     Gleichmäßige  Konvergenz. 

Der  in  §  2  behandelte  Begriff  der  stetigen  Konvergenz  ist  nur 
ein  Spezialfall  des  viel  bekannteren  Begriffes  der  gleichmäßigen 
Konvergenz.  Wir  gelangen  zu  diesem  Begriffe,  indem  wir.  in  An- 
lehnung an  die  in  §  2,  Satz  VI  au.sgesprochene  Eigenschaft  der 
stetigen  Konvergenz,  nun  die  Definition  aufstellen:  Die  auf  %  ge- 
gebene Folge  {/',,}  heißt*)  eigentlich  gleichmäßig  konvergent 
auf  'i>(  im  Punkte  a  von  '?l°,   wenn   für   jede  Punktfolge  {«„}    aus 


^)  Dieser  Begriff  wurde  wohl  zuerst  eingeführt  von  Weierstraß  1880 
(Werke  2,  203).  Sodann  findet  er  sich  bei  P.  Du  Bois- Reymond,  J.  f.  Math. 
100  (1887),  335  (wo  er  als  „stetige  Konvergenz  im  Punkte  a"  bezeichnet  wird, 
so  daß  unsere  Terminologie  nicht  mit  der  von  Du  ßois-Roymond  überein- 
stimmt).    Vgl.  hierzu  A.  Pringsheim,  Münch.  ßer.  1919,  419. 
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\>(  mit  \imfi^^=-a  die  Beziehung  besteht: 
(*)         "~"  lim(/;'(a„)-/;.K))  =  0, 

n  =00 

!■  =X  .    v'  =  00 

oder  was  dasselbe  heißt,    wenn   es   zu    jeder  Folge  {a^^}    aus  a    mit 
lim  a,|  =  a  und  zu  jedem  e  ^>  0   einen  Index  Vq  und  einen  Index  »'^ 

gibt,  so  daß: 

(**)  !/>("„)  — /vK)l<«     für  >J>«o.  "^»'o'  »''^»'o- 

Ist  in.sbesondere  a  Punkt  von  5(,  so  können  wir  in  (**)  setzen: 
(i„  =  (t  für  alle  n,  und  ersehe»:  Eine  im  Punkte  a  von  ^  eigent- 
lich gleichmäßig  auf  9(  konvergente  Folge  {/;.}  ist  im  Punkte  a 
eigentlich  konvergent. 

Nun  definieren  wir  allgemein:  Die  Folge  (/;,}  heißt  gleich- 
mäßig konvergent  in  a  auf  'ül,  wenn  die  aus  ihr  durch  die 
Schränkungstransformation  entstehende  Folge  { /T}  eigentlich  gleich- 
mäßig konvergent  ist  in  a  auf  ^J(.  Auch  hier  gilt,  wenn  a  zu  9(  ge- 
hört: eine  in  a  auf  %  gleichmäßig  konvergente  Folge  {/,,}  ist  im 
Punkte  a  konvergent.  —  In  einem  isolierten  Punkte  von  )}[  ist 
gleichmäßige  Konvergenz  von  {f,.}  gleichbedeutend  mit  Konvergenz 
von  {/;.(a)}. 

In  Analogie  zu  §2.   Satz  VII  steht  der  Satz: 

Satz  I.  Damit  {/;.}  im  Punkte  a  von  9(°  eigentlich  gleich- 
mäßig konvergent  sei  auf  3{,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  es  zu  jedem  e^OeineUmgebungUvonain^fundeinen 
Index  i'o  gibt,  so  daß: 

(V)  'f\.'(a')-f,.{a'),<e 

für  alle  a    von  U  und  alle  v'>)'q,  >'>Vq. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  nicht  erfüllt.     Dann  gibt  es  ein  £>0,  ferner  zu   jedem  n   zwei 

Indizes  v'„>n,  v^>n  und  in  U  f a*  —  j   einen  Punkt  o„  von  "0(,  so  daß 

Für  die  Folge  {«„}  ist  dann  Bedingung  (**)  nicht  erfüllt,  und  somit 
ist  {/',,}  nicht  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  in  n  auf  3(. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
sie  sei  erfüllt.     Ist  {«,,}  eine  Punktfolge   aus  91   mit  lim  «,,  =  «,    so 

gibt  es  ein  n^,  so  daß  «„  für  n>nQ  in  U  liegt.  Wegen  [*^*)  gilt 
aber  dann  (**),  d.  h.  es  ist  {/*,.}  eigentlich  gleichmäßig  konvergent 
in  (I  auf  ")[.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 
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Wir  zeigen  nun,  wie  angekündigt,  daß  die  stetige  Konvergenz 
ein  Spezialfall  der  gleichmäßigen  ist. 

Satz  IP).  Ist  die  Folge  {/;,}  stetig  konvergent  in  a  auf 
^J(,  so  ist  sie  auch  gleichmäßig  konvergent  in  n  auf  ''}{. 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransformation,  genügt  es, 
dies  für  den  Fall  zu  beweisen,  daß  {/',.}  beschränkt  ist.  Dann  aber 
ergibt  es  sich  daraus,  daß  aus  Bedingung  (*)  von  §  2,  Satz  VI  unsre 
obige  Bedingung   (*)  der  eigentlich  gleichmäßigen  Konvergenz  folgt. 

Umgekehrt  gilt: 

Satz  III.  Ist  {/;,}  im  Punkte  a  von  '■iX  gleichmäßig  kon- 
vergent auf  ^.?(,  und  sind  unendlich  viele  /,,  stetig")  in  a  auf 
*?(.  so  ist  {/",.}  auch  stetig  konvergent  in  a  auf  ?(. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  {/,.}  als 
beschränkt  annehmen.  Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  von 
{/',,}  existiert  dann  der  (endliche)  Grenzwert 

(+)  l=\\mt\.{a), 

^       '  )■  =  CO 

und  zu  jeder  Folge  {a,j}  aus  91  mit  lim  a,,  :^  r/  und  zu  jedem  t ",:;  0 
gibt  es  ein  n^  mid  ein  v^^,  so  daß:     "^°° 

(tt)  i  /. '  («,.)  —  /■<•  («J  |<  £     f  ür  w  ^  Wo ,  V  ^  )'o ,  v'  ^  j'o . 

Wegen  (j)  ist: 

/',,  (f/)  —  l\<ie     für  fast  alle  )', 


m 


und  da  unendlich  viele  /',.  stetig  sind  in  a,  so  gibt  es  gewiß  ein 
v'^Vq,  so  daß  [Vi  gilt  und  f\.  stetig  in  a  ist.  Dann  aber  kann 
Hq  so  groß  gewählt  werden,  daß  für  dieses  v: 

(tt)  I  fv  (^ J  —  /;  («)  i  <  e     für  n  ^  w„ . 

Aus  (tt),   (7),   (J.)  aber  folgt: 

.  f\.'  {aj  —  l   <C  3  £     für  alle  n  >  Uq  ,  v  >  v^ . 

')  Vgl.  C.  A.  Dell'Agnola,  Atti  Ven.  69  (1909/10),  159.  Dieser  Satz  ist, 
gleich  allen  folgenden  Sätzen  dieses  Paragraphen  mit  Ausnahme  von  Satz  IX 
und  XV^Il,  ein  allgemeiner  Grenzsatz. 

'-)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Seien  alle 
fv  gleich  derselfeen  in  a  unstetigen  Funktion  f.  Dann  ist  {/",,}  in  a  gleich- 
mäßig, aber  nicht  stetig  konvergent  auf  9(.  Doch  kann  (zufolge  brieflicher 
Mitteilung  von  A.  Rosenthal)  die  vorausgesetzte  Stetigkeit  unendlich  vieler  /'.. 
ersetzt  werden  durch:  lim  oj  (a;  /'»,,  %)=^  0.    Und  zwar  ist  diese  Bedingung  nicht 

nur  hinreichend,  sondern  auch  notwendig  dafür,  daß  eine  eigentlich 
gleichmäßig  konvergente  Folge  zugleich  stetig  konvergent  sei  in  a  auf  '.'(. 
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Ist  nun  {i'^j}  eine  Intlizesfolge  mit  lim  v^^  = -[-oo,  .so  ist  demnach: 

n  =  00 

\f'y„{a„)  —  l\<CSe     für  fast  alle  n, 
d.  h.  es  ist: 

lim/;„(aj  =  /. 

Also    ist    {/■,,}   stetig   konvergent    in   a   auf  5t,    "^i^^   Satz  III  ist  be- 
wiesen. 

Eine  leichte  Verallgemeinerung  von  Satz  III  ergibt: 

Satz  IV.  Ist  //',.}  im  Punkte  a  von  "X  gleichmäßig  konvergent 
auf  21,  und  sind  unendlich  viele  /',,  oberhalb  (unterhalb)  stetig  in  a 
auf  31,  so  ist  {Z",.}  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  31. 

In  der  Tat,    es   ist  lediglich  im  Beweise   von   Satz  III    (JA    zu    ersetzen 

durch: 

/■„(a«)</;(a)  +  ^> 

woraus  im  Vereine  mit  (ff)  und  [  V  j  folgt: 

fv'  (o«)  <  i  +  3  f     für  alle  n  ^  Hq  ,  v'  ^  v^  . 
Dann  aber  ist  für  jede  Indizesfolge  {v,^  mit  Hm  »-„=:= -f-oo: 

n  =  00 

lim  /",,   (a„)^Z  =  lim  /"..(a), 

d.  h.  {A}  ist  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  5(,  wie  behauptet. 

In  Verallgemeinerung  von  §2,  Satz  VIII  gilt  nun: 
Satz  V.    Ist    die  Folge  {f,,}    im    Punkte  a    von    'ii    gleich- 
mäßig konvergent  auf  91,  und  sind  unendlich  viele  /',.  stetig 
in  a  auf  "iK,    so    ist    sowohl   lim/',,  als  lim  f,.  stetig  in  u  auf  ''}[. 

In  der  Tat,  nach  Satz  III  ist  {/,,}  stetig  konvergent  in  u  auf  *;?(, 
so  daß   die  Behauptung  aus  §  2,  Satz  VIII  folgt. 

Ganz  ebenso  sieht  man  durch  Berufung  auf  Satz  IV  und  §  2,  Satz  XIV: 

Satz  VI.     Ist  die  Folge  {/",,]■    im    Punkte    a    von    3(     gleichmäßig 

konvergent  auf  91,    und  sind  unendlich  viele  f\,  oberhalb    .stetig    in 

a  auf  "Jl ,  so  ist  auch  fim  f^,  oberhalb  stelig  in  a  auf  9(. 

)•  =   00 

In  Verallgemeinerung  von  §  2,  Satz  IX  gilt: 

Satz  VII.  Ist  die  Folge  {/',,}  im  Punkte  a  von  ^'(^  gleich- 
mäßig konvergent  auf  '?(,  und  gibt  es  in  {/",.}  eine  unend- 
liche Teilfolge  {/!•.},  so  daß  t\..  in  a  auf  ■?(  den  Grenzwert  /,.. 

hat,    so   hat  sowohl  lim   /,,  als    lim  /,   in   a  auf  5(   den   Grenz- 
wert lim  /,..  '""^  •'^«> 
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In  der  Tat.  man  erteile  jeder  Funktion  f,.  in  a  einen  der  Un- 
gleichung: 

genügenden  Wert.     Dann  wird: 

und  /, .  wird  stetig  in  a;  die  Konvergenz  bleibt  gleichmäßig  im  Punkte  a, 

und  es  wird: 

(0)  lim  fy(a)  =  lim  f^(a)  =  lim  l,.. . 

.■  =  «  ^-^^  1=00        * 

Da     aber    nun    nach    Satz  V    lim  f,,   und    lim  f,.    stetig    sind    in    a 

auf  "•;}[,  haben  sie  dort  den  Wert  (0)  zum   Grenzwert,   und   Satz  VII 
i?t  bewiesen. 

Aus  der  Tatsache,  daß  (/;,}  gleichmäßig  konvergiert  in  a  auf  \U, 
kami  nur  geschlossen  werden,  daß  {/,.}  im  Punkte  a  selbst  konver- 
giert, nicht  aber  etwa  auf  Konvergenz  in  einer  Umgebung  von  a. 
Nehmen  wir  aber  ausdrücklich  an,  daß  {/,,}  auch  in  einer  Umgebung 
von  a  konvergiere,  so  vereinfachen  sich  einige  unsrer  Sätze: 

Satz  VIII.  Ist  die  Folge  {/,.}  konvergent  in  einer  Um- 
gebung von  a  in  ^}{.  so  ist,  damit  sie  eigentlich  gleichmäßig 
in  a  auf  )}[  gegen  ihre  Grenzfunktion  f  konvergiere,  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  £  >>  0  und  zu 
jeder    Folge    {a^J    aus   )}{   mit    lim  a„  =  a    einen  Index  v^  und 

einen    Index   w^,   gebe,   so   daß: 

(t)  fr  («n)  —  f  (a-n)  i  <  £     für     H^Hq,   V>Pq. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  {fy}  eigentlich 
gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  ?(.  Es  gibt  dann  ein  v^  und 
ein  Hq,   so  daß: 

;  /;. (a„)  —  /;■' (aj    <~    für    n  >  «0 ,  v  ^  v^ ,  v'  >  v^ ; 
durch  Grenzübergang  v' — >-x   folgt  hieraus: 

'  fyK)  —  /■(«». )    £^    für    n  >  «„ ,  >'  >  ^o' 

wodurch  (t)  bewiesen  ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt, 
so  gibt  es  ein  v^  und  ein  ?<„,  so  daß: 

If-W— /"(«„)  1<|;      /".•'(«„)  — /"(OI<|  für  n>no,v^Vf„v'^v^, 
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woraus   die  Bedingung  (**)   S.  247   für  eigentlich  gleichmäßige  Kon- 
vergenz in  a  auf  ''?(  folgt. 

In  ganz  derselben  Weise  gewinnt  man  au.s  Satz  I.- 
Satz IX.  Ist  die  Folge  {/',,}  konvergent  in  einer  Um- 
gebung von  a  in  ''ä,  so  ist,  damit  sie  eigentlich  gleich- 
mäßig in  a  auf  ?(  gegen  ihre  Grenzfunktion  /  konvergiere, 
notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  £>  0  eine 
Umgebung  U   von   a   in  5(   und    einen   Index   r„  gibt,    so    daß: 

\  fv{a')  —  f(a'),<^£    für  alle  a    von  U  und  alle  j'2:>'o- 

Satz  V  vereinfacht  sich  zu: 

Satz  X.  Ist  die  Folge  {/,.}  konvergent  in  einer  Um- 
gebung von  a  in  %,  und  konvergiert  sie  gleichmäßig  in  a 
auf  %  gegen  ihre  Grenzfunktion  /',  sind  ferner  unendlich 
viele  t,.  stetig  in  a  auf  9(.  so  ist  auch  die  Grenzfunktion  / 
stetig  in  a  auf  '?(. 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  V.  da  nun  in  einer 
Umgebung  von  a  in  9(: 

/  =  lim  /",,  =  lim  f,. . 

>■  =--  =^         ,r^^ 

Wir  haben  bisher  gleichmäßige  Konvergenz  in  einem  Punkte 
definiert.  Nunmehr  definieren  wir:  Die  Folge  {/',.}  heißt ^)  eigent- 
lich gleichmäßig  konvergent  auf  ?(,  wenn  es  zu  jedem  f>  0 
einen  Index  Vq  gibt,  so  daß: 

,  /',,'(a) — /i.(a)    <^  £    für    v>yQ,  '''^>'o    ^^^^  aUe  a  von  '>J(. 

Die  Folge  {f,,}  heißt  gleichmäßig  konvergent  auf  %,  wenn 
die  durch  die  Schränkungstransformation  aus  ihr  entstehende  Folge 
{f*}  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  ist  auf  9(. 

Satz  XI.  Damit  {/■,.}  eigentlich  gleichmäßig  konvergent 
sei  auf  ?(.  ist  notwendig  und  hinreichend  die  Existenz 
einer  lauf  )>l  endlichen)  Funktion  /'.  derart,  daß  bei  belie- 
bigem e>>0  für  fast  alle  y  auf  ganz  ')}(  die  Ungleichung 
bestehe: 
(*)  t\.(a)-f(a)\<£. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  {/',,}  eigentlich 
gleichmäßig  konvergent  auf  9(.  Für  jedes  a  von  ^f  ist  dann  die 
Folge  {f,(a)}  eigentlich  konvergent,  besitzt  also  eilten  endlichen 
Grenzwert:  /■(«)  =  lim  f.. (a). 


^)  Diese  Definition  dürfte  sich  zuerst  finden  bei  A.  L.  Cauchy.  C.  R.  36 
l    853),  454  =  (EiuTes  (1)  12,  30. 
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Ferner  gibt  es  ein  y^,  so  daß: 

'  f,{a) — /".'(«')    <Cv    für    v2\i'o,  f'^  ^'o    "»d  'i-Ue  a  von  \U. 
Durch  Grenzübergang  / — >oo  folgt  hieraus: 

\  f\.{a)  —  f(«)  I  ^"^    für    )'~I:i'q  und  alle  a  von  '•)[, 

Avomit  (*)  bewiesen  ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  •  sie  erfüllt, 
&o  gibt  es  zu  jedem  £^0  ein  r^,  so  daß: 

1  /;,(r/)  —  /-(fl)    <  £ ;      i  /;,. (a)  —  f{a)  \  <  e 

für  »*  >  >'o ,  /  >  J'o  und  alle  a  von  '>!(. 

Daraus  aber  folgt: 

f,.[(i)- — /',.'(«)  {  <C  2  £      für  )'>»'„,  »''^>'o  und  alle  a  von  :?(, 

d.  h.  {/■,.}  ist  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  auf  ">(.  Damit  ist 
Satz  XI  bewiesen. 

Man  entnimmt  daraus  sofort,  daß  jede  auf  '*}(  (eigentlich)  gleich- 
mäßig konvergente  Folge  auch  (eigentlich)  konvergent  ist  in  jedem 
Punkte  von  '?(.  Ist  /'  ihre  Grenzfunktion,  so  sagt  man:  {/',,}  kon- 
vergiert gleichmäßig  auf  ^f  gegen  /! 

Darüber  hinaus  folgt  aus  der  Definition  der  gleichmäßigen  Kon- 
vergenz sofort: 

Satz  XII.  Ist  die  Folge  {/;,}  (eigentlich)  gleichmäßig 
konvergent  auf  5(,  so  ist  sie  auch  in  jedem  einzelnen 
Punkte   von   ^2(^  (eigentlich)  gleichmäßig   konvergent  auf  9(. 

Die  Umkehrung  gilt  nur  unter  einer  einschränkenden  Voraus- 
setzung: 

Satz  XIIP).  Ist  <!(  kompakt"),  und  ist  die  Folge  {/'„} 
(eigentlich)  gleichmäßig  konvergent  auf  \!(  in  jedem  Punkte 
von  'ü^,  so  ist  sie  auch  (eigentlich)  gleichmäßig  konvergent 
auf  )H. 

*)  Dieser  Satz  ist  ähnlicli  dem  Satze  von  der  gleichmäßigen  Stetigkeit 
(Kap.  II,  §  4,  Satz  IX),  i.«t  abfr  zum  UnterBchied  von  diesem  ein  allgemeiner 
Grenzsatz. 

'^)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Denn  ist  ?(  nicht  kom- 
pakt, so  gibt  es  in  31  einen  abzahlbaren  Teil  «,,«.,,...,  a^,  .  . .  ohne  Häulungs- 
punkt.     Man  setze 

fja)  =-  /  0     für  o  4=  a^ 
'"  \  1     für  a  =  a^, , 

Dann  konvergiert  {/V}  in  jedem  Punkte  a  von  9(  gleichmäßig  gegen  0,  ohne 
gleichmäßig  auf  3(  zu  konvergieren. 
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Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  uns  beim 
Beweise  auf  den  Fall  der  eigentlichen  Konvergenz  beschränken.  An- 
genommen, es  sei  {/;,}  nicht  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  auf  1H. 
Dann  gibt  es  ein  e^O.  und  zu  jedem  Index  >'„  zwei  Indizes  v>Vo. 
r  >  j'j,  und  einen  Punkt   a  in  % ,  so  daß : 

i  /;.'(a)  — /;,(a)i>e. 

Insbesondere  gibt  es  also  zwei  Indizes  v„,  r',  und  einen  Punkt  a„  von 
9(,  so  daß: 

(**) .  ■        I   /".'„(«n^  -  /■'■„("„)  I  ^  «'        ^.  ^  ^'   ''"  ^  ^  • 

Da  9[  kompakt,  hat  die  Folge  {rt,J  mindestens  einen  Häufungs- 
punkt a,  und  zwar  gehört  a  zu  '))[^\  Wegen  (**)  ist  aber  {/',.}  in  a 
nicht  gleiclimäßig  konvergent  auf  9(,  und  Satz  XIII  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  XI,  XII.  X  und  VII  folgern  wir: 

Satz  XIV).  Ist  die  Folge  {/;.}  gleichmäßig  konvergent 
auf  •?(,  so  ist  ihre  Grenzfunktion  stetig  auf  9(  in  jedem 
Punkte  von  9(.  in  dem  unendlich  viele  f,.  stetig  sind  auf  9(, 
und  besitzt  einen  Grenzwert  auf  9(  in  jedem  Punkte  von  ?(\ 
in  dem  unendlich  viele  /',.  einen  Grenzwert  auf  9(  haben. 

Ebenso  folgt  aus  Satz  XII  und  Satz  VI: 

Satz  XV.  Ist  die  Folge  {/■,.}  gleichmäßig  konvergent  auf  9t,  so 
ist  ihre  Grenzfunktion  oberhalb  (unterhalb)  stetig  auf  9(  in  jedem 
Punkte  von  9t,  indem  unendlich  viele  /",,  oberhalb  (unterhalb)  stetig 
auf  9t  sind. 

Insbesondere  ergeben  sich  aus  Satz  XIV  noch  die  folgenden  spe- 
zielleren Sätze: 

Satz  XVI.  Ist  die  Folge  auf  ^t  stetiger  Funktionen  {/;,} 
gleichmäßig  konvergent  auf  §(,  so  ist  ihre  Grenzfunktion 
stetig  auf  9t. 

Satz  XVII.  Ist  91  relativ-vollständig,  und  ist  die  Folge 
{/;,}  auf  9(  punktweise  unstetiger  Funktionen  gleichmäßig 
konvergent  auf  91,  so  ist  auch  ihre  Grenzfunktion  punkt- 
weise unstetig  auf  9(. 


^  Historisch  sei  zu  diesem  Satze  bemerkt,  daß  noch  A.  L.  Cauchy  an- 
fänglich (Anal.  alg.  (1821),  131  =  (Euvres  (2)  3,  120)  der  Ansicht  war,  aus 
der  Stetigkeit  aller  /",,  einer  konvergenten  Folge  ergebe  sich  die  Stetigkeit 
der  Grenzfunktion.  Dies  wurde  von  N.  H.  Abel  durch  ein  Beispiel  wider- 
legt (1826,  (Euvres  1,  224)  Die  ersten,  die  die  Bedeutung  der  gleichmäßigen 
Konvergenz  für  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion  erkannten,  waren  G.  G.  Stokes 
(Cambr.  Trans.  8  (1847),  533  =  Papers  1,  236)  und  Ph.  Seidel  (Münch.  Abh.  II, 
5  (1848),  338).  Die  heute  übliche  Formulierung  geht  zurück  auf  Cauchy, 
C.  R.  36  (1853),  454  =  CEuvres  (1)  12,  30. 
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In  der  Tat,  nach  Kap.  III,  §  4,  Satz  VII  ist  die  Menge  aller 
Punkte,  in  denen  sämtliche  /',.  stetig  auf  9(  sind,  dicht  in  '?(.  In 
jedem  solchen  Punkte  aber  ist  nach  Satz  XIV  auch  die  Grenzfunktion 
stetig  auf  ?(. 

§  4.     Gleichmäßige  Oszillation. 

Eine  ähnliche  Verallgemeinerung,  wie  sie  vom  Begriffe  der  stetigen  Kon- 
vergenz zu  dem  der  halbstetigen  Oszillation  führte  (§  2,  S.  244),  führt  auch 
vom  Begriffe  der  gleichmäßigen  Konvergenz  zu  dem  der  halbgleichmäßigen 
Oszillation^). 

Aus  der  Formulierung  (**)  (S.  247)   der   gleichmäßigen   Konvergenz    ent- 
nehmen wir  zunächst  durch  den  Grenzübergang  v — >■  oo :   Ist   {f ,}    eigentlich 
gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  21,  so  gibt  es  zu  jeder  Folge  {on}  aus  ?l  mit 
lim  fl„  =  a  und  zu  jedem  £  >>  0  einen  Index  Hq  und  einen  Index  Vq,  so  daß  die 

n  —  00 

beiden  Ungleichungen  bestehen: 

(*)  fy'  (an)  <  lim  /;,  (a„)  +  c     f ür  n  ^  n^ ,  >-'  ^  r^ , 

(**)  /",,'  (a„)  >  lim  /"^ (a„)  —  e    für  ti^tio,  v' ^  r,, ; 

und  nun  definieren  wir:  Die  Folge  {fr}  heißt  eigentlich  oberhalb  (unter- 
halb) gleichmäßig  oszillierend^)  in  a  auf  21,  wenn  sie  beschränkt  ist,  und 
wenn  es  zu  jeder  Folge  {a«}  aus  21  mit  lim  a„  =  a  und  zu  jedem  c>  0  einen 

Index  «0  und  einen  Index  Vq  gibt,  so  daß  Ungleichung  (*)  bzw.  (**)  gilt. 

Ist  die  Folge  {/",}  nicht  beschränkt,  so  heißt  sie  oberhalb  (unterhalb) 
gleichmäßig  oszillierend  in  a  auf  21,  wenn  die  daraus  durch  die  Schränkungs- 
transformation  entstehende  Folge  eigentlich  oberhalb  (unterhalb)  gleichmäßig 
oszilliert  in  a  auf  21.  Es  wird  daher  im  folgenden  genügen,  die  Beweise  für 
beschränkte  Folgen  durchzuführen,  was  wir  nicht  jedesmal  eigens  hervor- 
heben werden. 

Ist  die  Folge  {/V}  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  gleichmäßig  oszillierend 
in  o  auf  21,  so  heißt  sie:  gleichmäßig  oszillierend  in  a  auf  21.  Es  folgt 
dann  sofort: 

Satz  I').     Ist  die  Folge  {/V}  konvergent  auf  21,  und  gleichmäßig 
oszillierend  in  a  auf  21,  so  ist  sie  gleichmäßig  konvergent  in  a  auf  21. 
In  der  Tat,  es  ist  dann: 

lim  /;  =  lim  f^  =  lim  ^^, 

60  daß  (*)  und  (**)  ergeben: 

fr'  (a«)  —  lim  f^  (a„)  |<  c     f  ür  n  ^  ng ,  v'  ^  Vo , 


*)  Die  Entwicklungen  dieses  Paragraphen  stammen  im  wesentlichen  von 
W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  6  (1908),  309;  Camb.  Phil.  Trane.  21  (1909), 
241;  Quart.  Journ.  1913,  141;  Lond.  Proc.  (2)  12  (1913),  340. 

^)  Bei  W.  H.  Young:  „Uniform  oscillation  of  the  second  kind." 
')  Alle  Sätze  dieses  Paragraphen  sind  allgemeine  Grenzsätze. 
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und  mithin: 

I  U'  (««)  -  /'."  (ö«)    <  2  *    fürn  ^  no ,  k'  ^  v, ,  v"  ^  v« , 

womit  Satz  I  bewiesen  ist. 

Der  Zusammenhang  mit  dem   Begriffe  der   halbstetigen  Oszillation  wird 
hergestellt  durch  die  Sätze: 

Satz  IIa.     Ist  •[/■»,}  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  ?(,  und 
ist  f=\\mf^    unterhalb    stetig*)    in   a    auf  ?(,    so    ist   •[/',,|   in  a   auch 

V^  00 

oberhalb  gleichmäßig  oszillierend  auf  21. 

Sei  zum  Beweise  {««}   eine  Folge  aus  9t  mit  Hm  a,i  =  a,   und  sei  «  >0 

n  --  X 

beliebig  gegeben.     Weil  {/",}  in  a  oberhalb  stetig  oszillierend  ist,  gibt  es  ein 
rio  und  ein  Vq,  so  daß: 

(0)  f^  (a„)  <  m  + 1-     f  ürn  ^  «0 .  "  ^  ''0  • 

Weil  f  unterhalb  stetig  in  a  ist,  kann  «g  auch  so  gewählt  werden,   daß: 

(00)  fi^cin)>f{a)-^     im  n^n,. 

Die  Ungleichungen  (0),  (00)  zusammen  ergeben: 

/",.  («»)  <  Ä««)  +  ^     f  ür  n  ^  no ,  V  ^  Vq  , 

das   aber  ist   die   behauptete   oberhalb  gleichmäßige  Oszillation   von    {fr}- 

Was  die  Umkehrung  von  Satz  IIa  anlangt,  gilt: 

Satz  IIb.     Ist  {/",.}   oberhalb   gleichmäßig  oszillierend  in  a  auf 
21,  und  ist  7=liiQ  f^,  in  a  oberhalb   stetig^)   auf  91,   so  ist  {/">}  ober- 

halb  stetig  oszillierend  in  a  auf  91. 

In  der  Tat,   bei  Beibehaltung   der  eben  benutzten  Bezeichnungsweise  ist 
wegen  der  oberhalb  gleichmäßigen  Oszillation: 

(t)  fy  (««)  <  Äo«)  +  -i     f ür  n  ^  no ,  v  ^  v^ ; 


^)   Diese  Voraussetzung  kann  nicht    entbehrt  werden.     Beispiel  (Fig.  8): 
Sei  91  das  Intervall  [0,1]  des  ^i^;  sei  /"  (0)=1,  /"  =  0  in   \- ,  ll     und    linear 


Fig.  8. 
in     0,  —   .     Darm  ist  IfA    im   Punkte   0   oberhalb    stetig  oszillierend,    aber 

nicht  oberhalb  gleichmäßig  oszillierend. 

")  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.    Beispiel:  Man  setze 
f    (für  alle  v)  gleich  derselben  in  a  nicht  oberhalb  stetigen  Funktion. 
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weil  /'  oberhalb  stetig  in  a  ist,  so  gilt: 

(ti)  f{a„)  <  m  +  ^     für  «  ^  no , 

also  aus  (f)  und  (ff): 

/",. (a,,)  <  /"(a)  +  f     für    n  ^  »Iq ,  »•  ^  Vj, ; 

das  aber  ist  die  behauptete  oberhalb   stetige  Oszillation  von  {/",}. 
Die  Sätze  IIa  und  IIb  zusammen  ergeben: 

Satz  II.     Ist  lim  /",.  stetig  in  o  auf  %.  so  sind  die  Begriffe  „ober- 

)•  —  00 

halb  gleichmäßig  oszillierend"  und  „oberhalb  stetig  oszillierend" 
identisch. 

Eine  für  die  oberhalb  gleichmäßige  Oszillation  charakteristische  Eigen- 
schaft wird  geliefert  durch  den  Satz: 

Satz  III.  Damit  die  Folge  {/",.}  in  a  oberhalb  gleichmäßig  auf 
%  oszilliere,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  oberen  Schran- 
kenfunktionen ihrer  Restfolgen  gleichmäßig  in  a  auf  21  gegen  die 
obere  Grenzfunktion  /■=lim/',,  konvergieren. 

1—30 

Wir  bezeichnen  zum  Beweise  die  obere  Schrankenfunktion  der  Ä-ten  Restfolge 
(§1,S.  230)  von  {/■,.}  mit  f\.     Dann  ist  gewiß  für  jedes  k: 

(ttt)  hzf- 

Die  Bedingung  von  Satz  III  ist  notwendig;  sei  in  der  Tat  {fv\  va.  a 
oberhalb  gleichmäßig  oszillierend;  zu  jeder  beliebigen  Folge  {«n}  aus  21  mit 
lim  an  =  a  und  jedem  «  >•  0  gibt  es  dann  ein  «o  und  ein  V(,-  ^o  daß   (*)   von 

ti  =  oo 

S.  254  besteht.     Aus  (*)  aber  folgt: 

fu  {a„)  £  f{a„)  +  f     für  ?i  ^  no ,  Ä;  ^  »'o . 
Zusammen  mit  (ftt)  haben  wir  also: 

fian) <  fj, (a„) £  f{a„) -}- ^    f ür  n ^ »ip ,  /c ^ ip . 
d.  h.  gleichmäßige  Konvergenz  von  {f^}  gegen  f  im  Punkte  a. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  sei  in  der  Tat  {fj^}  gleichmäßig  kon- 
vergent gegen  /'  im  Punkte  a;  zu  jeder  Folge  {on}  aus  21  mit  hm  a„  =  a  und 

n  =  X 

edem  e  >■  0  gibt  es  dann  ein  n^  und  ein  kß,  so  daß: 

fk(<^n)<f(a„)-{-s     für  n^Ho,  k^kg. 
Wegen  fj.  £  fu  folgt  daraus  sofort  (*)  von  S.  254,  d.  h.  die  oberhalb  gleichmäßige 
Oszillation  von  {/",}  in  a. 

Im  Gegensatze  zu  §  2,  Satz  XIV  haben  wir  hier: 

Satz  IT.     Ist  die  Folge  ^fy}  oberhalb  gleichmäßig  oszillierend 

in   a   auf   3(,   und  sind  in  a   alle  f^   unterhalb   stetig^)   auf  91,    so   ist 


^)  Sind  die  f^,  oberhalb  stetig,  so  folgt  aus  der  oberhalb  gleichmäßigen 
Oszillation    für   die  obere    Grenzfunktion    nichts.     Beispiel  (Fig.  9):    Sei  2t  das 

Intervall  [-1,1]  des  gi^;  sei  f,  =  0  in  [-1,0);    fy{0)  =  j;  f^^l   in   T^,  ll  , 
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auch    die    obere    Grenzf unktion  /"  =  lim  /",.    in    a    unterlitill)    stetig 
auf    9(.  ''^^ 

In  der  Tat,  zu  jeder  Folge  {a„|  aus  9t  mit  lim  a„=^a  und  jedem  £>0 
gil)t  es  ein  7i„  und  ein  i^,,  so  daß:  n-« 

(1  j  f,.{a« *  —  /"'«"'  <  J    für  n  ^  Ho ,  V  ^  Vf, . 

Da  /■  obere  Grenzfunktion  ist,  gibt  es  ein  v*^v„,  so  daß: 

(2»  A«,)  — /"...(oxj. 

und  weil  nach  Voraussetzung  Z",.,  unterhalb  stetig  ist   in   a,   kann  n^  auch  so 
groß  gewählt  werden,  daß: 

(3)  f,Ja)  -  /•,,,  (rt„)  <  J    für«  ^  n^. 

Aus  (1).  (2),  (3)  erhält  man  durch  Addition: 

f(a)  —  f{a„)  <  e     für  n  ^  n^ . 
d.  h  /^ifl)  ist  in  a  unterhalb  stetig,  wie  behauptet. 

Wie  der  Vergleich  von  Satz  IV  mit  §  2,  Satz  XIV  zeigt,  sind  die  Fol- 
gerungen, die  aus  der  oberhalb  gleicl\.mäßigen  Oszillation  fließen,  verschieden 
von  den  aus  der  oberhalb  stetigen  Oszillation  fließenden.  Es  geÜngt  aber 
eine  andere,  allerdings  weniger  naheliegende,  Verallgemeinerung  des  Begriffes 
der  gleichmäßigen  Konvergenz,  die  sich  in  dieser  Hinsicht  enger  an  die  oberhalb 
stetige  Oszillation  anschheßt.  Wir  bezeichnen  wieder  mit  fk  die  obere  Schranken- 
funktion von  {/,}fc-  mit  f  die  obere  Grenzfunktion  von  {/",},  endlich  mit 
fk  k  +  i  ^^^^  größten  unter  den  l --  l  Funktionswerten  /"j., /"j._l  i .  •  •  •  . /fc  i  ;  • 
Dann  ist  (Einleitung  ij  6,  Satz  V,  VI): 

(0)  f^  =  nmf^,^,;       f=]imf^. 

l    -  V.       '       ■  fc  -   X 

In  einem  Punkte  gleichmäßiger  Konvergenz  von'  {/",.}  ist  offenbar  auch 
die  Konvergenz  in  jeder  der  beiden  Beziehungen  (0;  gleichmäßig.  Die  oben 
gegebene  Definition  der  oberhalb  gleichmäßigen  Oszillation  ist  nun  so  gefaßt 
(Satz  III),  daß  die  gleichmäßige  Konvergenz  der  zweiten  Relation  (0)  erhalten 
bleibt.     Wir  wollen  nun  umgekehrt  definieren: 

Die  Folge  {f,}  heißt  im  Punkte  a  oberhalb  sekundär-gleichmäßig 


und  in  10,  —  ,   variiere/"   linear.    Dann  sind  alle /"   im  Punkte  0  oberhalb  stetig, 
es  ist  {/",.}   überall   in    [ —  1,  IJ   oberhalb   gleichmäßig  oszillierend,  und  es  ist 


r 


1 

V 

Fig.  9. 

/■=0  in   [—  1,0);  f(0)-=l;  f  =  1  in  (0,1].    Also  ist  /"im  Nullpunkte  weder 
oberhalb  noch  unterhalb  stetig. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  17 
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oszillierend*)  auf  31.  wenn  im  Punkte  a  für  jedes  k  die  Folge  {f\  j(-~y} 
gleichmäßig  auf  Sl  gegen  f,^  konvergiert.  Analog  ist  die  Definition  des  Be- 
griffes „unterhalb  sekundär-gleichmäßig  oszillierend".  Oszilliert  die  Folge  {/*,,} 
im  Punkte  a  sowohl  oberhalb  als  unterhalb  sekundär-gleichmäßig  auf  31,  so 
heißt  sie  sekundär-gleichmäßig  oszillierend  in  a  auf  91.  Im  Gegen- 
satze zur  gleichmäßigen  Oszillation  (Satz  I)  ist  nicht  jede  konvergente  und  in 
a  sekundär-gleichmäßig  oszillierende  Folge  in  a  auch  gleichmäßig  konvergent'*). 

Der  Zusammenhang  mit  dem  Begriff  der  oberhalb  stetigen  Oszillation 
wird  hergestellt  durch  die  Sätze: 

Satz  Va.  Ist  {/",}  in  a  oberhalb  stetig  oszillierend  auf  91,  und 
ist  in  a  jedes  /",,  unterhalb  stetig'')  auf  3{,  so  ist  {/",,}  i"  «  auch  ober- 
halb sekundär-gleichmäßig  oszillierend  auf  31. 

In  der  Tat,  wegen  der  oberhalb  stetigen  Oszillation  gibt  es  zu  jedem 
f>0  und  jeder  Folge  {c,,}  aus  31  mit  lim  a„=^a  ein  «„  und  ein  r^,   so  daß: 

n  —  X. 

(*)   '  f,  {an)  <  /■(«)  +  1     f ür  jj  ^  no ,  V  ^  v« . 

Da  sich  die  f)^  monoton  abnehmend  der  Grenze  /nähern,  ist  für  jedes  k: 

fu{a)'^m. 
Infolgedessen  gibt  es  ein  v^  (das  immer  ^Vq  angenommen  werden  kann),  so  daß: 

4,fc  +  ,(a)>Äa)  — 3     für  r^vu- 

Da  alle  fitj^y  unterhalb  stetig  sind  (Kap.  II,  §  8,  Satz  IX),  gibt  es  ein  «7, 
(das  immer  ^Uq  angenommen  werden  kann),  so  daß  auch: 

fk ,  k-f  vfc  («»)  >  Äa)  —  ^    für  »  ^  «A-, 
und  da  die  J"^  ti,,  mit  v  monoton  wachsen,  so  ist  also  auch: 

fkian)^fu,h+y (««)  >  Äa)  —  2     f ür  n  ^ rifc ,  V ^  r,. , 
und  somit  gilt  in  jedem  Punkte  0«  (n^n^),  in  dem 

'Ma„)<f{a)+^ 

*)  Bei  W.  H.  Young:  Uniform  oscillation  of  the  first  kind. 

*)  Beispiel:   Sei  %  das  Intervall   [0,1]   des  9ti  und  alle  /"^^  0  für  x  =  0;' 

weiter:  t'.^^=^l  in  (o,  i)  und  =  0  in  \^>'^]i  f-^y^i^—^  in  (o,  ^]  und  =0 

in     —  f  1    .     Dann  ist  {fy}  überall  konvergent  in  [0,1]:  lim/"^  =  0;  im  Punkte 

0  ist  {/V}  sekundär-gleichmäßig  oszillierend,  aber  nicht  gleichmäßig 
konvergent. 

')  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.    Beispiel:  Sei  8  das 

Intervall  [0,1]  des  9Ji,  und   sei  /;(0)  =  0   und  /",,  =  — 1  in  (o,  ^),    /",,  =  0    in 

— ,  1    .     Dann  sind  alle  f^  oberhalb  stetig,  und  es  ist  |/",,}    oberhalb   stetig 

oszillierend,  aber  nicht  oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszillierend 
im  Punkte  0. 
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ißt,  die  Ungleichung: 

(**)  4(««)^4,k+v(««)>4(««)-^     fÜTP^Vu. 

In  jedem  Punkte  a„  (w^Mj,)  hingegen,  in  dem 

4(a„)^/-(a)4-.^ 

ist,  muß  es,  wegen  (*).  unter  den  Funktionen  f^,  t\ji.iy  ■  ■  ■  ,  f,.  _i  eine  geben, 

die  im  Punkte  a„  gleich  f'k(a„)  ist,  so  daß  also  in  einem  solchen  Punkte: 

(***)  4.Ä+..(««)  =  4(a«)     inrk  +  v^v, 

ist;  (**)  und  (***)  zusammen  aber  besagen  (da  vj^'^Vq  angenommen  ist): 

h.h  +  vM  —  fjtian)  :<e     für  n ^ tij,,  v ^ v^, 

d.  h.  die  Folge  {/'*.*->•}  konvergiert   in  a  gleichmcäßig  gegen  fk.     Damit  ist 
Satz  Va  bewiesen. 

Was  die  Umkehrung  von  Satz  Va  anlangt,  so  gilt: 

Satz  Vb.  Ist  {/V}  in  a  oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszil- 
lierend auf  21,  und  ist  in  a  jedes  f^,  oberhall)  stetig*)  auf  2f,  so  ist 
{/',,}  in  a  auch  oberhalb  stetig  oszillierend  auf  31. 

In  der  Tat,  da  alle  f\,  in  a  oberhalb  stetig  sind,  so  gilt  dasselbe  (Kap.  II, 
ij  8,  Satz  IX)  für  alle  fj^  fc-j-,.>  "^^  somit  sind,  wegen  der  oberhalb  sekundär- 
gleichmäßigen Oszillation  von  {/V},  nach  §  3,  Satz  VI  auch  alle /'fc  oberhalb  stetig 
in  a.  Sei  nun  -{a«}  eine  Folge  aus  21  mit  lim  a„  =  a  und  f>0  beliebig  ge- 
geben.    Es  gibt  ein  Jcq,  so  daß:  n=-v 

Weil  ff.  (ä)  in  a  oberhalb  stetig  ist,  gibt  es  ein  Hq,  so  daß  auch: 

4o  ^"")  <  ^(")  +  ^     f  ür  n  ^  no ; 
und  da  ^f'^^  monoton  abnimmt,  haben  wir: 

und  somit  erst  recht: 

/',.  (fln)  <  f  (a)  +  «     f ür  n  ^  «0 ,  v  ^  fco ; 

damit  ist  Satz  Vb  bewiesen. 

Die  Sätze  Va  und  Vb  zusammen  genommen  ergeben: 

Satz  V.  Sind  alle  f^,  stetig  auf  21,  so  sind  die  Begriffe  „ober- 
halb stetig  oszillierend"  und  „oberhalb  sekundär  -  gleichmäßig 
oszillierend"  gleichbedeutend. 

Durch  Kombination  der  Sätze  Vb  und  IIa  ergibt  sich: 
Satz  Via.     Ist  {/V}  oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszillierend 
in  a   auf  21,   sind   alle  f^,   oberhalb   stetig*)  in  a  auf  21,   und  ist  lim  f^, 

^)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Man  setze 
alle  f^,  gleich  derselben  in  a  nicht  oberhalb  stetigen  Funktion. 

*)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Vgl.  das  zweite  Beispiel 
von  Fußn.  >),  S.  244. 

17* 
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unterhalb  stetig')  in  a  auf  ?(,  so  ist  {/',.}  oberlialb  gleichmaüig  os- 
zillierend in  a  auf  Sil. 

Durch  Kombination  der  Sätze  IIb  und  Va  ergiljt  sich: 

Satz  VIb.     Ist  {/',.}  oberhalb  gleichmäßig  oszillierend  in  a  smi'il, 
sind  alle  /',   »interhalb  stetig-)  in  a  auf  'Jf,  nnd  lim  f^,  oberhalb  stetig'') 

in  a  auf  S( ,  so  ist  {/",.}  auch  oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszil- 
lierend in  a  auf  3t. 

Die  Sätze  Via  und  VIb  zusammen  ergeben: 

Satz  VI.     Sind  alle  /".  stetig  in  o  auf  9(,  und  ist'lim  /',,  stetig  in  a 

r  ----  oc 

auf  'Ol,  SO  sind  die  Begriffe  „oberhalb  gleichmäßig  oszillierend" 
und  „oberhalb  sekundär  -  glcichmä  ßig  oszillierend"  gleichbe- 
deutend. 

Satz  Vb    nnd   §  2,   Satz  XIV  ergeben   nun  (im   Gegensatze  zu    Satz  IV) 
folgende  N'erallgemeinerung  von  §  3,  Satz  VI: 

Satz  VII.     Ist  {fr}  oberhalb  sekundär-gleichmäßig  oszillierend 
in    a    auf  91,    und  sind   alle  /",.   oberhalb   stetig'')    in   a   auf  9(,   so   ist 

auch  lim  /',,  oberhalb  stetig  in  a  auf  91. 


^)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Vgl.  das  Beispiel  zu 
Satz  IIa. 

2)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Vgl.  das  Beispiel  zu 
Satz  Va. 

*)  Diese   Bedingung  kann   nicht  entbehrt  werden.    Beispiel  (Fig.  10):  Sei 

2t  das  Intervall  [0,1]  des  5R,,     Sei  /',,(0)  =  0,  /■,.  =  !  in  f-J-,  1^    und  /•,,  linear 

in     0,  — |.    Dann  ist  {/",,}   im  Punkte  0  oberhall)  gleichmäßig,    aber  nicht 
oberhalb  sekundär -gleichmäßig  oszillierend. 


H 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


*)  Sind  die  /",,  unterhalb  stetig,  so  folgt  aus  der  oberhalb  sekundär- 
gleichmäßigen Oszillation  für  die  obere  Grenzfunktion  nichts.  Beispiel  (Fig.  11): 
Sei  2(  das  Intervall  [—1,1]  des  ^^ .     Sei  /",.  =  1  in  [—  1,  0),  /",.  =  |  in  To,  ~\  , 

fr  =  0  in   1— ,11.     Dann  sind  alle  /",,  unterhalb  stetig,  und  es  ist: 

il  in  [—1,0) 
^  im  Punkte  0 
0  in  (0,  1] . 
Also  ist  f  im  Punkte  0  weder  oberhalb  noch  unterhalb  stetig. 
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§  5.    Schwankung  und  Unglciehmäßlgkeitsgrad  einer 
Tunktionenfolge. 

So  wie  die  in  Kap.  III,  §  2  eingeführte  .Schwanlvung  coia;  f^^U) 
als  Maß  für  die  Unstetigkeit  der  Funktion  /  im  Punkte  a  betrachtet 
werden  kann,  so  könnte  man  den  Ausdruck: 

Ü (a;  {/;.},  ^Jl)  =  r{a;  {/,},?()  —  y{a;  {f,},%) 

als  Maß  für  die  Unstetigkeit  der  Konvergenz  der  Folge  {/',.}  im 
Punkte  a  betrachten.  Wir  wollen  darauf  nicht  näher  eingehen,  viel- 
mehr sogleich  einen  Ausdruck  einführen,  der  als  Maß  für  die  Un- 
gleichmäßigkeit  der  Konvergenz  von  {/,.}  im  Punkte  a  betrachtet 
werden  kann. 

Sei  a  ein  Punkt  von  51*^.  Zu  jeder  Folge  {«,,}  aus  '}{,  und  allen 
Indizesfolgen  {^„},  {v'„}  mit: 

(0)  lim  a,,  =  a;     lim  r,j  = -^  oc;     lim  rj^  = -4- oo 

denken  wir  uns  gebildet^): 

Die  obere  Schranke  aller  dieser  i; -bezeichnen  wir  mit  0(a ;{/',.}, ".?(), 
und  nennen  sie  die  Schwankung  von  {/',.}  in  a  auf  9(. 

Satz  I.  Die  Zahl  0(rt;  {/;.},  5t)  ist  charakterisiert  durch 
die  beiden  Eigenschaften: 

1-  Ist  q>0{a:{t\],S>l), 

so  gibt  es  eine  Umgebung  11  von  a  in  '?(  und  einen  Index  j'^, 
so  daß: 

2.  Ist  3  <0(a;  {/;,},  <?(), 

so   gibt    es   zu    jedem    Index  »-^   in   jeder  Umgebung  U  von  a 
in  ?(   mindestens   einen    Punkt   ci    und   ein    Indexpaar  ''>»'o, 
/  >  ;'q,  so  daß: 
(00)  I /;,(„')_ /;,,(«')   >3. 

In  der  Tat,    wäre  Eigenschaft  1.    nicht    erfüllt,    so   gäbe   es    in 
ufa;— j  einen  Punkt  a^^  und  dazu  zwei  Indizes: 
yn>n;     /„^», 

M  Haben  f  {a„)  und  f'(a„)  denselben  unendlichen  Wert,  so  kann  man 
dabei  unter  ihrer  Differenz  den  Wert  0  verstehen 
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so  daß: 

i/;'nK)-/;;,Wi^'2- 

Dann  aber  wäre: 

iiEQ  I  /;,,(«„)  -  /•„;(«„) !  >  g  >  o(«;  {/;.},  ?t), 

n=oo 

entgegen  der  Definition  von  0{a;{f,},%). 
Sei  sodann: 

q<Oia;{r,.},%). 

Dann    gibt    es    eine    Punktfolge    {a,J    in   's?!   und   Indizesfolgen   {>',,}, 
{r'„}.  so  daß  (0)  erfüllt  ist.  und  daß: 

Also  ist: 

'  ^'»(O  —  />■' (^'ji)  1  ^  (Z     fi'i"  unendlich  viele  n. 

Ist  II  eine  Umgebung  von  a  in  9(,   so   gehören   fast    alle    a,,   zu    II 
ist  Vq  irgendein  Index,  so  ist  für  fast  alle  n: 

'  )l  ^  '  0  '  '  M  ^   '  0  » 

also  gibt  es  in  U  unendlich  viele  «,^,  in  denen  (00)  gilt.     Damit  ist 
Satz  I  bewiesen, 

Satz  II.  Ist  a  ein  Punkt  von  9(",  so  gibt  es  in  %  eine 
Punktfolge  {«„},  und  dazu  zwei  Indizesfolgen  (v^J  und  {r',} 
so  daß  (0)  erfüllt   ist,  und: 

P  n^J  ^'•"  ^"^'^  ~  *'■'"  (''"^    =  ^  ^"  '  ^^-^  '  '^^- 

Sei  in  der  Tat   {q^^  eine  Folge  reeller  Zahlen,  für  die: 
lim  r^„  =  0  (o ;  {/;.} ,  %) ,     ^„  <  0  (a ;  {/;} ,  ^[) . 

Nach  Satz  I  gibt  es  in  uia;  -)    einen    Punkt    a   ,    und    dazu    zwei 
Indizes  r,^,  v',,  .so  daß: 

''n  ^  »i;     <  ^  w;      I  f,.^{a,,)  —  f/jaj  ;  >  7,, . 
Also  ist: 

lim  I  f.. Ja,;)  -  /;,; (a„)  \  >  lim  g„  [=  0  [a;  {/;.},  ^.)()J . 

n  =  00  »i  ^  00 

Wegen    der    Definition    von    0  (r/ :{/",},  9()    gilt    auch    die    umgekehrte 
Ungleichung: 

lh^|/;,,(«j  —  /;.;^(aj|<;0(r/ :{/;,},?(). 
Damit  aber  ist  f  q  ]  bewiesen. 


Kap.  IV,  5}  5.    Schwankung  und  Ungleichmäßigkeitsgrad  usw.         203 

Satz  IHM.     Ist  9',.(«)  die  obere  Schranke  aller 

|/;..(a)- /•..»(«)!       (v'^r,/'^v), 
80  ist: 

(1)  0{a;  {t\.},%)  =  \imG{a:(p,.,^}l). 

Bemerken  wir  in  der  Tat  zunächst,  daß  die  Folge  {9?,.}  monoton 
abnimmt,  daher  auch  die  Folge  {G(a;  91,,.  9()},  so  daß  der  Grenzwert 
in  1 1)  existiert. 

Sei  sodann  q  eine  beliebige  Zahl: 

(2)  q<:UmG{a:(p,,<il). 

)•  =  00 
Dann,  ist  auch: 

q<C.G{a;  q?,.,  'ilj     für  alle  r. 

Es  gibt    also  in   lila;     )  einen  Punkt  o,    von  9(.  in  dem: 

und  mithin,    zufolge  der  Definition  von  9:1,^,    zwei  Indizes  j%i,  v",    so 
daß: 

v'u^n:     r'^^^i;     1 /v„  K) -/'.'„  K.)  1  >  2 • 

Dann  aber  ist: 

« 

lim  a„  =  a;  lim  v„  =  -f  oo;  lim  /,;  =  4-  02 ;  lim  ;  f,;  {aj  —  /",;  (aj    ^  5, 

und  somit: 

0(a;  {/;.},  \)0^  3; 

und  da  dies  für  jedes  (2)  erfüllende  q  gilt,  ist  auch: 

(3)  0(fl;  {/;},  ?l)  ^  lim  G(a;  (p,,  91). 

Sei  sodann  q  eine  beliebige  Zahl: 

(4)  g>limG(a;  9;,.  90. 

Dann  gibt  es  ein  )',  so  daß: 

G  {a ;  93,. .  91 )  ■<  9 . 
Mithin  gibt  es  eine  Umgebung  II   von  0  in  91,  so  daß: 

(5)  9?,.  •<  q     auf     II . 

Ist  dann  (a,^}  eine  Folge  aus  •?(,  sind  {>''„},  {»'»}  Indizesfolgen  mit: 

(6)  nm  ajj=a;     lim  v'„  = -f- ^^:     limr'^  = -|-^^' 


')  C.  Caratheodory,  V^orl.  über  reelle  Funktionen,  177. 
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so  ist: 

a,,  in   11.     v'„>v,     i>'^>v      für  fast  alle  n. 

Daher,  nach  der  Bedeutung  von  9,.,  wegen  (5): 

'■  f'n  ^"»)  "~  K  '"..) '  <  Q     f"^"  ^^^^  aUe  n, 
dahei': 

U  =  OD 

Und   da   dies   für    alle  (6)   erfüllenden   Folgen  {öt,,},  {Ki},  {''»»}   galt, 

so  ist :  ,  .  ^      ^    ^ 

C(a;{/;},5r)^7. 

Da  dies  wieder  für  jedes  (4)  erfüllende  q  gilt,  so  ist  auch: 
(7)      .  0  (a ;{;;,} ,  <)()  £  lim  G  (a ;  (5p,, ,  <)() . 

Der  Vergleich  von  (3)  und  (7)  ergibt  die  Behauptung  (1)  von  Satz  III. 

Satz  IV.     Es  ist  0(a;  {/;,},  ?()  oberhalb  stetig  auf  %^. 

In  der  Tat,  nach  Kap.  II,  §  11,  Satz  II  ist  G{a;  <p,.,  %)  oberhalb 
stetig  auf  '?('*.  Und  da  die  Folge  {G(a;  9 ,,,  ?()}  monoton  abnimmt, 
ist    nach    Kap.  II,  §10,  Satz  I  auch    \imG(a;  cp,,,  %)    oberhalb  stetig 

auf  91",  daher  nach  Satz  III  auch  Ofa ;{/,.},  9t),  und  Satz  IV  ist  be- 
wiesen. 

Satz  V.     Sind  alle  /',.  endlich,    so  ist,    damit  {/',,}    eigent- 
ich    gleichmäßig   konvergent  sei  in  a  auf  9(,  notwendig  und 
hinreichend,  daß: 
(t)  Oia;{r,.},%}  =  0. 

In  der  Tat,  (1-)  ist  gleichbedeutend  mit  der  Aussage:  Für  alle 
Punktfolgen    {«„}    aus  91  und    alle  Indizesfolgen  {v^}  und  {r[^}  mit: 

lim  a^j  =  a ;     lim  t'^^  =  -L  oc ;     lim  /^  =  -[-  00 

ist :  

lim  i /;,,,( aj—/;;(aj,  =  0, 

oder,  was  dasselbe  heißt: 

lim  (/;,ja„)-/-  (aj)  =  0. 

?1=  X 

Dies  aber  ist  gleichbedeutend  mit  der  Definition  {*)  S.  247  der  eigent- 
lich   gleichmäßigen  Konvergenz    in   o.     Damit    ist  Satz  V  bewiesen. 

Ist  {/,,}  konvergent,  so  können  wir  einen  zweiten,  der  Schwankung 
verwandten    Ausdruck    definieren*),    den    wir    als    den#Ungleich- 

')  W.  F.  Osgood,  Am.  Journ.  19  (1897),  166.  Vgl.  auch  E.W.  Hobson, 
Lond.  Proc.  34  (1902),  253,  und  (2)  1  (1904),  376. 
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mäßigkeitsgrad  U(a;  {f,.],  •-)[)  von  {/,,}  in  n  auf  ')[  bezeichnen 
wollen.    Wir  .setzen: 

lim  /;,  =  /•. 

r  -    r. 

Die  Definition  ist  dann  die  folgende.  Für  jede  Folge  [a^^}  aus  9( 
und  jede  Indizesfolge  {r,,}  mit: 

( tt)  lim  «,.  =  ö ;     lim  >'„  =  +  oc 

II  =  00  M  =  X 

denken  wir  uns  gebildet^): 

lim  ;/;. ja J  — /•(«,)  ;  =  i;. 

Die  obere  Schranke  aller  dieser  v  ist  die  zu  definierende  Größe 
U(a;{f,},^i). 

Ganz  ebenso  wie  die  Sätze  I  und  II  beweist  man: 

Satz  YI.  Die  Zahl  U{a;  {f,.},  )}[)  ist  charakterisiert  durch 
die  beiden  Eigenschaften 

1.  Ist  q>U{a;{r,.};sn), 

so  gibt  es  eine  Umgebung  U  von  a  in  9(,  und  einen  Index  j'^j, 
so  daß: 

l/„(a')  —  /(a')I<C3     für  alle  a'  von  U  und  alle  v>Vf^. 

2.  Ist  q<U(a;{f,.},'H), 

so  gibt  es  zu  jedem  Index  r^,  in  jeder  Umgebung  U  von  a 
in  "il  mindestens  einen  Punkt  «',  und  einen  Index  >'>>'o, 
so  daß: 

!/;(«')- /•(«')!>  2- 

Satz  A'II.  Ist  a  ein  Punkt  von  'ii^,  so  gibt  es  in  9(  eine 
Punktfolge  {a^^}  und  eine  Indizesfolge  {i\^},  so  daß  (ff)  erfüllt 
ist,  und: 

lim  i/;.jaj-f(aj   =U{a',{U},%). 

So  wie  wir  in  §  1,  Satz  V  Maximal-  und  Minimalfunktion  einer  Folge 
{/',.}  gedeutet  haben  als  obere  und  untere  Schrankenfunktion  einer 
Hilfsfunktion  /  auf  einer  Hilf smenge  •;?( ,  .so  können  wir  nun  eme  ähnliche 
Deutung  auch  für  U[a;  {/',.},  ^Q  finden.  Wir  definieren  zu  dem  Zwecke 
auf  dieser  Menge  ^  die  Restfunktion  7-  von  {/,,}  durch  die  Fest- 

Setzung:  Ist  a  Punkt  von'?!,  so  habe  r  im  Punkte  :a,-j  von  ■?(  den 
Wert   '/v(a)  —  /'(«)•     VVir  erkennen  sofort: 


')  Haben  fv^{a„)    und  /'(a„)    denselben    unendlichen  Wert,  so   kann    man 
dabei  unter  ihrer  Differenz  den  Wert  0  verstehen. 


2t)()  Funktionenfolgt'n. 

Satz  VIII.  In  jedem  Punkte  a  von  ^t**  stimmt  der  Un- 
gleichmäßigkeitsgrad  von  {/",.}  auf  •?(  überein  mit  der  oberen 
Sclirankenf unktion  von  r  auf  9(: 

Aus  Kap.  II,  §  11.  Satz  II  folgt  daher  weiter: 
Satz  IX.     Es  ist   U{a\{f\.},%)  oberhalb  stetig  auf  ^f. 
Der    Zusammenhang    zwischen    Tlo :{/,}. 'OD    und    0 (o ;{/',.},  ■?() 
wird  hergestellt  durch  den  Satz: 

Satz  X.     Es  besteht  die  Ungleichung^): 
(*)  ^'(o;  {/;},  •^0  ^  Oya:  {/;,},  %j^2U{a;  {(,.),  9f). 

In  der  Tat,  nach  Satz  VII  gibt  es  in  %  eine  Punktfolge  {a,,} 
und  eine  Indizesfolge  {v,,},  so  daß: 

(**)lima,=a:     limr„=  +  c^;     lim  | /•„Ja,.)  — /"(a,,)   =  r(a;  {^;.},  9t). 

Sei  {i'y,^}  eine  Zahlenfolge,  so  daß: 

(***)        3„  <  ^  K  («„ ^ -  /•(«,.) ' ;     lim  ^„  =  lim  !  /;. ,  (a,.) -  /(aj  . 

Wegen : 

gibt  es  ein  '„  ^ ''„.  so  daß*): 

Dann  aber  folgt  aus  (**)  und  (^***): 

-  ii^   f.,„  (a,.)  -  f„;(aj   >  C7(a;  {f.,},  ?(), 

ri=  X 

und  somit   (da  wegen  ''„  >•  v,,  auch  lim  )'^.= -j-oo  ist)  erst  recht: 

n=  X 

0(a;  {/;},<)0> £/(«;{/;.}■  5X). 

Damit  ist  die  erste  Hälfte  von  (*)  bewiesen. 


*j  Beispiel,  in  dem  U{a;  {/",.}■  'Ol*  und  O'.a;  [f,\,  ^O  verschieden  aus- 
fallen: Sei  im  9i,: 

{  ri  ^ 

0  in  (^—  OO ,  0    und  in  I  -  .  -j-  OO 1 

i—  \y    in   (^0, 

Dann  ist  im  Punkt  0: 

U=\;     0  =  2. 

■')  Dies  gilt  insbesondere  auch,  wenn  f,  {a„)  und  f[a„)  denselben  un- 
endlichen Wert  haben,  da  dann  /",  (a„) — /'(a„)  =  0  gesetzt  war.  und  mithin 
q„  <0  ist. 
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Aus  der  Ungleichung: 

|/;n(«n)-^>J      £      /■.•nK)-/"(«J     +     f'rK)  -  f'K)  \ 

folgt  ferner: 

lim  /;,.(«„)-/•.,',  K)i^ii^:/'.n(«n)-/(«J  -r-i'i^  /'.^KJ-nO! 

n—x  n=»  n=M 

<  2  i7(a;  {/;.},  9(), 
und  pomit  auch: 

0(«;  {/;.}.90< 2  f;' («;{/;}.  30. 

Damit  ist  auch  die  zweite  Hälfte  von  (*)  bewiesen  und  der  Beweis 
von  Satz  X  beendet. 

Neben  Satz  V  tritt  nun: 

Satz  XL  Sind  alle  /',.  endlich^;,  so  ist,  damit  die  kon- 
vergente Folge  {/,.}  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  sei 
in  a  auf  91,  notwendig  und  hinreichend,  dalJ: 

U(a;  {/;},  9(1  =  0. 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  V,  da  nach  Satz  X 
die  beiden  Bedingungen: 

U{a:  {/;},  90  =  0     und     0(a;  {f,.},  9t)  =  0 

gleichbedeutend  sind. 

§  6.     Verteilung  der  Punkte  ungleichmäßiger  Konvergenz. 

Sei  wieder  {/'.}  eine  auf  9(  gegebene  Funktionenfolge.  In  Ana- 
logie zu  Kap.  III,  §  2,  Satz  XVI  erhalten  wir: 

Satz  I.     Die  Menge  aller  Punkte  von  9(,  in  denen 
0(a;  {/;.},  9(i^^i     (oder  f.'(a;  {/;.},  ^C)>q), 

ist  (für  jedes  q)  abgeschlossen  in  9(. 

In  der  Tat,  dies  folgt  vermöge  Kap.  II,  §  9,  Satz  IV  aus  der 
Tatsache,  daß  Ö  (a;  {/;.},  90  und  U(a:  {f,},%]  oberhalb  stetig  auf  9( 
ist  (§  5.  Satz  IV;  IX  . 

In  Analogie  zu  Kap.  III,  §  3,  Satz  I  folgern  wir  daraus: 

Satz  IL  Ist  (/,,}  eine  beliebige  Folge  auf  91,  so  ist  die 
Menge  alier  Punkte  von  91,  in  denen  {/",,}  nicht  gleichmäßig 
auf  9{  konvergiert,  Vereinigung  abzählbar  vieler  in  91  ab- 
geschlossener Teile  von  91. 

In  der  Tat,  geht  {/,.)  durch  die  Schränkungstransformation  über 
in  {/',*},  so   sind  {/",,}  und  {/*}  in  denselben  Punkten  von  91  gleich- 


•)  Statt  dessen  kann  eg  auch  heißen:   „Ist  f  endUch''. 


2(>8  Funktionenfolgen. 

mäßig  konvergent.  Wir  können  also  {/,,}  als  beschränkt  voraus- 
setzen. In  jedem  Punkte,  in  dem  die  Folge  gleichmäßig  konvergiert, 
konvergiert  sie  dann  auch  eigentlich  gleichmäßig. 

Nach  §  5,  Satz  V  ist  also  die  Menge  53  aller  Punkte  von  -)l ,  in 
denen  {/;.}  nicht  gleichmäßig  auf  'i{  konvergiert,  nichts  andres  als 
die  Menge  aller  Punkte  von  ^i(,  in  denen: 

0(«;  {/;.},  9()>0. 

Bezeichnen  wir  noch  mit  ^:8„  die  Menge  aller  Punkte  von  •>^( ,  in  denen : 

0(«;  {/;,},  ^11)^,7. 

so  ist  demnach: 

Nach  Satz  I  aber  ist  jede  Menge  ^^,,  abgeschlossen  in  '>>( ,  und  Satz  II 
ist  bewiesen. 

Sei  nun  insbesondere  {/,.}  konvergent  auf  ^^l.  Wir  nennen 
dann  jeden  Punkt  von  'i)(,  in  dem  {/;.}  gleichmäßig  auf  *?(  kon- 
vergiert, einen  Punkt  gleichmäßiger,  jeden  andern  Punkt  von  9X 
einen  Punkt  ungleichmäßiger  Konvergenz  von  {/,.}  auf  %. 

Satz  III.  Ist  {t\,)  konvergent  auf  "Jf,  so  ist  die  Menge 
aller  Punkte  ungleichmäßiger  Konvergenz  von  {f,,}  auf  ^H 
Vereinigung  abzählbar  vieler  in  •?(  abgeschlossener  Teile 
von  %%K 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  II,  da  jeder  isolierte  Punkt 
von  %  notwendig  ein  Punkt  gleichmäßiger  Konvergenz  von  {/',,} 
auf  %  ist. 

Wie  in  Kap.  III,  §  3  wollen  wir  uns  überzeugen,  daß  von  den 
Sätzen  II  und  III  die  Umkehrung  gilt^j. 

Wir  nennen  die  auf  ^i(  konvergente  Folge  {/;,}  total- ungleich- 
mäßig konvergent  auf  5(,  wenn  für  sie  jeder  Punkt  von  %  ein 
Punkt  ungleichmäßiger  Konvergenz  ist.  Wir  gehen  schrittweise  vor 
und  beweisen  zunächst: 

Satz  IV.  Ist  die  (nicht  leere)  Menge  5(  insichdicht,  so 
gibt  es  eine  auf  ''.!(  total-ungleichmäßig  gegen  0  konvergie- 
rende Folge  {/",.}  von  Funktionen,  deren  jede  auf  '}[  total- 
unstetig ist,  und  nui-  die  beiden  Werte  0  und  1  an- 
n  i  m  m  t . 

In  der  Tat,  beim  Beweise  von  Kap.  III,  §  3,  Satz  IV  haben  wir 
gesehen,    daß  "^l  gespalten  werden  kann    in    zwei    in  %  dichte  Teile: 

e,     und     e/=9(  — Gj. 

■»)  Vgl.  hierzu  W.  H.  Voung.  Lond.  Proc.  (2)  1  (1904),  356. 
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Da  dann  ebenso  wie  9(  auch  ß/  insichclicht  ist.  so  kann  auch  ©/ 
gespalten  werden  in  zwei  in  {^^'  und  mithin  in  ?(  dichte  Teile: 

CS.,      und     (£•,'=(£/—(£•.,. 

Indem  man  so  weiter  schließt,  erkennt  man,  daß  '•31  zerspalten  werden 
kann  in  abzählbar-unendlich  viele  zu  je  zweien  fremde,  in  1'(  dichte 

Teile: 

<!l  =  o(j  -|_  9(^  _}_  . . .  _|-  s)(,,^  . . . 

Wir  definieren  nun: 

f 1   auf  %. 

"~\0  auf  9{  — 1'(... 
Dann  Ist  /",.  total-unstetig  auf  \)(.     In  jedem  Punkte  von  XU  ist: 

f,.=  0      für  fast  alle  r, 
daher  ist  {/,.}  konvergent  auf  ?(: 

lim/;.=  0. 

Da  hingegen  jeder  Punkt  von  ?[  Häufungspunkt  jeder  Menge  •?(,.  ist, 
so  ist  offenbar  in  jedem  Punkte  von  9(: 

C7(a;  {f..}.  ?()=!. 

Damit  aber  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  y.  Ist  93  in  9(  abgeschlossen  und  nirgends  dicht*), 
so  gibt  es  eine  auf  9(  konvergente  Folge  {/,.}  auf  ?t  ste- 
tiger, den  Beziehungen 

0<fr<l,     lim/;.=  0 

genügender  Funktionen,  die  in  jedem  Punkte  von  'i8  un- 
gleichmäßig, in  jedem  Punkte  von  9t  —  S  gleichmäßig  auf  9t 
konvergiert. 

Sei  in  der  Tat  Ä,,  ()•)  folgende  (für  ?-^0  definierte)  Funktion 
der  reellen  Veränderlichen  r  (Fig.  12): 


(0)     K{r) 


2 

0  für  r  =  0  und  für  r  >  —  , 

1  für  r=- 


!  0,  — ;  und  m  I  - ,  -  I  .  Fig.  12. 


linear  in     10,—;  und  in 


V        VI 


Ist  dann  a  ein  Punkt  von  %  und  r  {a ,  i8)  sein  Abstand  von  93,  so  ist 

/■..  (a)  =  K  (r  (a,  93)) 

*)  Dann  ist  gewiß  S3<9121*. 
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eine    auf  ?(   stetige  Funktion   von  a.     In    jedem  Punkte    von  $8  ist 
für  alle  r,  in  jedem  Punkte  von  ?(  —  "^  für  fast  alle  v: 

/;.(a)=o, 

somit  ist  {/;.}  konvergent  auf  )}{: 

(00)  lim/;.  =  0. 

Sei  nun  a  ein  Punkt  von  'ül  —  33-  {a,^}  eine  Folge  aus  ■?(,  {v^} 
eine  Indizesfolge  mit: 

lim  a,j=a;     lim  rjj== -|-cc. 

n=  X  11=  X 

Da   ^  abgeschlossen  in  %,  ist: 

lim>-(a„,S8)  =  r(a,«)>0, 

n=ao 

und  mithin: 

2 
r(a  ,93)>—  für  fast  alle  n. 

-  »'„ 

Es  ist  also  auch: 

/■,„(aj  =  0      für  fast  alle  n, 

und  somit,  wegen  (00): 

Uia;{f,.},^)  =  0, 

d.h.  jeder  Punkt   von  9(  —  93  ist    ein  Punkt    gleichmäßiger  Kon- 
vergenz (§  5j  Satz  XI). 

Sei    sodann  o  ein  Punkt    von  58.     Da  93  nirgends    dicht    in  %, 
gibt  es  in  9(  —  '^S  eine  Punktfolge  {a„},  so  daß: 

(000)  lim a^=a,      und  somit      lim r (o^^ ,  93)  =  0 . 

Wie  aus  (0)  folgt,  gilt  aber  für  jedes  r  aus  (0.1): 

2 
Äy(r)>—      für  mindestens  ein  v. 
3 

Also  gibt  es  zu  fast  allen  a^^  ein  v^^,  so  daß: 

2 

/»•»(«n)^3» 

und  da  wegen  (000)  ofiFenbar  lim  )'„  =  -|-^^)  so  ist  wegen  (00): 

n  —  « 

t/(a;  {/;.},  5I)^|, 

d.  h.  jeder  Punkt    von  93    ist    ein    Punkt    ungleichmäßiger    Kon- 
vergenz.    Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 
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Satz  VI.  Die  Aussage  von  Satz  V  bleibt  bestehen,  wenn 
iö  Vereinigung  abzählbar  vieler  in  9(  abgeschlossener  und 
nirgends  dichter  Mengen  ist. 

Sei  in  der  Tat: 

«  =  g3,  +  99,4----4-«/«  +  ---, 

wo  jede  Menge  ^S„  ein  in  %  abgeschlossener  und  nirgends  dichter 
Teil  von  91.  Nach  Satz  V  gibt  es  zu  jeder  Menge  53„  eine  Folge 
{tu,  >}  *uf  5(  stetiger  Funktionen,  so  daß: 

0<f^,y<l,     lim/;„,„  =  0, 

r=  CO 

und  so  daß  die  Konvergenz  von  {fu,v}  gleichmäßig  ist  auf  ■?(  in  den 
Punkten  von  *?(  —  33/, ,  ungleichmäßig  in  den  Punkten  von  SS,,  • 
Wir  bilden  nun  die  Doppelfolge:  , 

1 

-•/„,,.  ifi,  )'  =  1,2,  ...). 

Wir  ordnen  sie  irgendwie  in  eine  einfache  Folge, 

von  der  wir  nun  leicht  erkennen,  daß  sie  die  in  Satz  VI  verlangten 
Eigenschaften  hat. 

In  der  Tat,  zunächst  ist  auf  ganz  %: 

(*)  iim/;.  =  o. 

Vzn  X 

Andernfalls  gäbe  es    einen  Punkt  a  von  21  und  ein  e^O,    so   daß: 

(**)  /l(«)^£     für  unendlich  viele  v. 

Da  aber: 

(***)  0  <  —  •ffi,y<^e     für     /"  >-  —     und  alle  v , 

müßte  es  wegen  (**)  mindestens  ein  /i<—  geben,  für  das: 

—  e 

—  •fu  V  (rt)  ^  e     für  unendlich  viele  v , 

jn     ■  '  — 

im  Widerspruche  mit: 

lim/„,,.  =  0, 

womit  (*)  bewiesen  ist. 
Da  die  Folge 

-f        -f  i/- 

/u  ,  1 5  /."  ,  2  j    •  •  •  j         I u,  rf  -  •  • 
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eine  Teilfolge  von   {/,.}  ist,  so  ist  offenbar: 

mithin  ist  {/,}.  ebenso  wie  {/».,}<  ungleichmäßig  konvergent  auf  9( 
in  jedem  Punkte  von  '!J3^, ,  und  da  dies  für  jedes /(  gilt,  auch  in  jedem 
Punkte  von  ^. 

Sei  endlich  a  ein  Punkt  von  9(  —  ^.  {0,^}  eine  Punktfolge  aus 
?(.  {v,,}  eine  Indizesfolge  mit: 

lim  cf  j,  =  a ;     lim  v^^  =  -|-  00 . 


»=00 


Um  zu  zeigen,  daß  {/',.}  in  a  gleichmäßig  auf  9(  konvergiert,  haben 

wir  nachzuweisen: 

lim/;,.(aj  =  0. 
»1=  » 

Wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  gäbe  es  ein  e;>0,  so  daß 

/.•„(öt„)>/^     für  unendlich  viele  w, 

und.  indem  wir  von  {«„}  zu  einer  Teilfolge  übergehen,  können  wir 
geradezu  annehmen: 

Wegen  (%*)  müßte  es  also   ein  /**(^-)  geben,    so    daß    unendlich 

viele  f,„  zur  Folge  -j-;^  •  ('„*.,■  >  gehören.  Dann  aber  steht  (,j..*^,)  in  Wider- 
spruch zur  Tatsache,  daß  {/„*,,}  in  a  gleichmäßig  auf  9(  gegen  0 
konvergiert.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

Nunmehr  können  wir  die  ümkehrung  von  Satz  III  beweisen: 

Satz  VII.  Damit  es  eine  auf  5t  konvergente  Funktionen- 
folge {/',.}  gebe,  die  ungleichmäßig  auf  9t  konvergiert  in 
allen  Punkten  von  $8,  gleichmäßig  auf  %  in  allen  Punkten 
von  9(  —  ^,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  33  Vereini- 
gung abzählbar  vieler  in  9t  abgeschlossener  Teile  von 
9t9(^  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  schon  in  Satz  III  ent- 
halten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Sei  in  der  Tat: 

33  =  58, 4-  35.,  + . . .  +  93,,  4-  •  •  •;     33»  <9t9tS 

wo  jedes  SQ,,  abgeschlossen  in  %.  Nach  Kap.  I,  §  2,  Satz  XI  können 
wir  annehmen: 

93,,<93,«+i. 
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Wie  beim  Beweise  von  Kap.  III,  §  3,  Satz  V  zerlegen   wir: 

<8,.  =  %  -\-  33;: .     worin :     %  =  53„  f 9(  —  33,,)' ; 

dann  ist,  wie  wir  dort  sahen,  33''  insichdioht,  während  offenbar  33', 
nirgends  dicht  und  abgeschlossen  in  3(  ist.  Ferner  ist.  wie 
wir  gleichfalls  dort  sahen.  33''-<^''  +  i.     Wir  setzen: 

S8'  =  93l4-«24----  +  «;'4-.--;.^''  =  33'/4-532'  +  ...4-'^,''  +  --- 

Nach  Satz  IV  gibt  es  nun  zu  jeder  (nicht  leeren)  Menge  33''  eine 
Folge  total-unstetiger  Funktionen 

yu.u  9/,. -2,  •••,  y/,.y  •••• 

die  nur  die  beiden  Werte  0,  1  annehmen,  und  die  auf  33''  total- 
ungleichmäßig gegen  0  konvergieren: 

(t)  lim^,.,„  =  0. 

r  :=  CO 

Wir  definieren  eine  Funktionenfolge  {g,.}  auf  '■X  durch: 

y,.  =  gu  ,.   auf  93'/;        i/'=^^."-  >■  »"^  C— ^"-i; 

^,.  =  0  auf  \?(  — 33". 
Aus  (f)  folgern  wir  sofort: 
(tt)  lim*/,.  =  0     auf  "ii, 

während  wir,  ganz  wie  beim  Beweise  von  Kap.  III,  §  3,  Satz  V, 
erkennen,  daß  die  Konvergenz  ungleichmäßig  ist  in  jedem  Punkte 
von  *ö",  gleichmäßig  in  jedem  Punkte  von  3f  —  ^". 

Da  33'  Vereinigung  abzählbar  vieler,  in  %  abgeschlossener  und 
nii-gends  dichter  Mengen  ist,  gibt  es  nach  Satz  VI  eine  Funktionen- 
folge {hy}  auf  ■>>{,  so  daß: 

r^^-r)  limÄ,  =  0     auf  3(, 

und  so  daß  die  Konvergenz  ungleichmäßig  auf  31  ist  in  jedem  Punkte 
von  33'.  gleichmäßig  in  jedem  Punkte  von  3(  —  33'. 
Bilden  wir  nun  die  Folge: 

so  konvergiert  auch  sie,  wegen  (ff)  und  ("^t"^)  auf  ganz  3(  gegen  0. 
Da  in  jedem  Punkte  von  $8  =  93'-f-^"  sei  es  {g,},  sei  es  {//,,}  un- 
gleichmäßig auf  3(  konvergiert,  so  auch  (ttt>-  Da  in  jedem  Punkte 
von  31  —  33  sowohl  g,.  als  hy  gleichmäßig  auf  3(  konvergiert,  so  auch 
(ttt^-     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

H  a  h  n  ,•  Theorie  der  reellen  Funktioaen.   I.  18 
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Endlich  können  wir  nun  auch  noch  Satz  II  umkehren, 
Satz  \'III.  Damit  es  auf  ))[  eine  Funktionenfolge  {/;,} 
gebe,  für  die  der  Teil  iö  von  'ü(  die  Menge  aller  Punkte  ist, 
in  denen  {/,,}  nicht  gleichmäßig  auf  5(  konvergiert,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  33  Vereinigung  abzählbar 
vieler  in  *!?{  abgeschlossener  Mengen  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  schon  in  Satz  II 
enthalten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Sei  in  der  Tat  iS  Vereinigung 
abzählbar  vieler  in  "-X  abgeschlossener  Mengen.     Wir  setzen: 

Dann  ist  58i  Vereinigung  abzählbar  vieler  in  '?(  abgeschlossener  Teile 
von  %  ■  '?(^.  Also  gibt  es  nach  Satz  VII  eine  auf  5(  konvergente 
Funktionenfolge  {^,},  die  in  den  Punkten  von  58i  ungleichmäßig, 
in  denen  von  5f  —  33i  gleichmäßig  auf  9(  konvergiert.    Wir  setzen  nun: 

K{a)  =  (—  !>■  r{a,  ^{  —  33.,);     /;.  =  g,-  -f  K- 

Die  Folge  {/(,}  ist  gleichmäßig  konvergent  auf  9(  in  jedem  Punkte 
von  9(  —  33„;  hingegen  konvergiert  sie  nicht  in  den  Punkten  von 
33o^)-  Also  konvergiert  auch  {/',.}  nicht  in  den  Punkten  von  93.,, 
während  in  den  Punkten  von  %  —  ^^.,  {/;,}  gleichzeitig  mit  {y,,} 
gleichmäßig  konvergent  ist  auf  5(  oder  nicht.  Damit  ist  Satz  VIII 
bewiesen. 

§  7.    Punktweise  ungleichmäßige  Konvergenz. 

In  Analogie  zur  Definition  der  punktweise  unstetigen  Funktionen 
(Kap.  III.  §  4)  definieren  wir  nun:  Die  auf  %  konvergente  Funktionen- 
folge {f,.}  heißt  punktweise  unstetig  (bzw.  ungleichmäßig) 
konvergent  auf  51,  wenn  die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in  denen 
{/,,}  stetig  (gleichmäßig)  auf  5(  konvergiert,  dicht  in  %  ist.  Nur  mit 
dem  Falle  punktweise  ungleichmäßiger  Konvergenz  (in  dem  die  gleich- 
mäßige Konvergenz  auf  91  als  Spezialfall  enthalten  ist)  wollen  wir 
uns  näher  befassen. 

In  Analogie  zu  den  Sätzen  II,  III,  IV^  \'on  Kap.  III,  §  4  stehen 
die  ganz  ebenso  zu  beweisenden  Sätze: 

Satz  I.  Ist  die  auf  %  eigentlich  konvergente,  Folge  {/,,} 
punktweise  ungleichmäßig  konvergent  auf  9(,  so  ist  für 
jedes  3^0  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen: 


';  Denn  jeder  Punkt  a  von  53...  ist  ein   isolierter  Punkt   von  \H ,    ■'■o  daß 
für  ihn  »-(a,  3i  —  SB«)  >  0. 
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(*)  U{a;{f\},^l)^q 

ist,  nirgends  dicht  in  9(. 

Satz  II.  Ist  die  auf  \>(  konvergente  Folge  {/»,}  punkt- 
weise ungleichmäßig  konvergent  auf  5(,  so  ist  die  Menge 
aller  ihrer  Punkte  ungleichmäßiger  Konvergenz  von  erster 
Kategorie  in  "U. 

Satz  III.  Ist  {/,,}  konvergent  auf  der  relativ-vollstän- 
digen Menge  %,  und  ist  für  jedes  q^O  die  Menge  aller 
Punkte,  in  denen  (*)  gilt,  von  erster  Kategorie  in  ■?(,  so  ist 
{/',.}  punktweise  ungleichmäßig  konvergent  auf  5(. 

Vergleichen  wir  in  §  6  Satz  IV  einerseits  mit  den  Sätzen  V  nnd  VI 
andererseits,  so  sehen  wir,  daß  die  total-ungleichmäßig  S:onvergente 
Folge  {/',,}  von  Satz  IV  aus  total-unstetigen  Funktionen  besteht, 
während  die  Folgen  {/',,}  der  Sätze  V  und  VI  aus  stetigen  Funktionen 
bestehen.  Es  erhebt  sich  daher  die  Frage:  Gibt  es  total-ungleichmäßig 
konvergente  Folgen  stetiger  Funktionen?    Diesbezüglich  gilt: 

Satz  IV^).  Ist  9(  relativ-vollständig'-),  so  ist  jede  kon- 
vergente Folge  {/",,}  auf  'i?(  stetiger  Funktionen  punktweise 
ungleichmäßig  konvergent  auf  5t. 


*)  Dieser  Satz  wurde  (unter  der  einschränkenden  V^oraussetzung,  lim  /",.   sei 

v=x 

stetig)  zuerst  bewiesen  von  W.  F.  Osgood,  Am.  Journ.  19  (1897),  155,  sodann 
(ohne  diese  Einschränkung)  von  W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  1  (1904),  89. 
Andre  Beweise  von  E.  W.  Hobson,  Lond.  Proc.  34  (1902),  245;  Theory  of 
functions  of  a  real  variable  (1907;,  485.  C.  A.  Dell' Agnola,  Rend.  Line.  19  2 
(1910),  108.  —  Durch  diesen  Satz  ist  ein  von  P.  Du  Bois-Reymond  gegebenes 
Beispiel  (Berl.  Ber.  1886,  366)  einer  vermeintlich  total-ungleichmäßig  konver- 
genten Folge  im  SRj  stetiger  Funktionen  als  irrig  nachgewiesen. 

^)  Diese  Einschränkung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  (Fig.  13) :  Sei  3t  die 
Menge  Tj,  r., , .  .  . ,  r,,,  . .  .  aller  rationalen  Punkte  des  fR^.  Sei  /t^,>0,  rational 
und  so  klein,   daß  die   »'  Intervalle   (r,-,  r, -f- 2Ä,,)   (i  =  l,  2,  ...,  v)  fremd   sind. 


r+2Ä„      K        r,+Zk, 


Sodann  werde  f\,  definiert  durch:  /",,==  0  außerhalb  dieser  Intervalle;  /',,  =  ! 
in  Ti  -~  h^,  (i  =  1 ,  2 ,  . .  . ,  »■);  f^,  linear  in  >,-,  r.-  -|-  h^]  und  [r^  -j-  hy,  >",•  +  2/i ,. 
(i  =  1 ,  2, . . .,  v).  Dann  ist  l/"^,}  konvergent  (lim  /",,  =  0),   aber  total -ungleich- 

mäßig  konvergent  auf  31,  und  zwar  ist  in  jedem  Punkte  a  von  31: 

18* 
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Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  beim  Be- 
weise {/;.}  als  beschränkt  annehmen.  Nach  Satz  III  genügt  es.  zu 
beweisen:  Für  jedes  g>0  ist  die  Menge  '•.)(  der  Punkte  von  ''}[.  in 
denen  (*)  gilt,  nirgends  dicht  in  ■;)(. 

Angenommen,  es  wäre  ■?(  nicht  nirgends  dicht  in  "?(;  dann  gäbe 
es  eine  in  \H  offene  Menge  "^t'.  in  der  ■>)(  dicht  wäre.  Und  da  nach 
§  6.  Satz  I  9(    abgeschlossen  in  %  ist,  so  wäre: 

(**)  ^l'<%. 

Wir  wollen  zeigen,  daß  dies  unmöglich  ist. 

Angenommen,  es  gelte  (**);  dann  ist  in  jedem  Punkte  von  Sil' 
(*)  erfüllt.  Sei  a  ein  solcher  Punkt.  I.st  da  im  U(a)  eine  beliebige  Um- 
gebung voii  n  in  "?(,  )'  ein  beliebiger  Index,  so  gibt  es  (§  5.  Satz  VI) 
in  U(a)  einen  Punkt  a    und  einen  Index  v^  ^v.  so  daß: 

:/".,(«') -/V)i>|;   (/■=iim/;). 

Es  gibt  daher  auch  ein  v.^  >  r, .  .so  daß: 

/;,(«') -M«')i>|-- 

Wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  aller  /",,  gibt  es  daher  eine  Um- 
gebung U(a')  von  a    in  ^?(,  so  daß: 

|/V.-/;,:>|  auf  U(a'j. 

Das  aber  heißt  mit  anderen  Worten:  Die  Menge  33,  aller  Punkte 
von  ■>)(',  in  denen 

\f,. fr":£j     für     v'^v,     v">r, 

ist  nirgends  dicht  in  ''if.     Also  ist  che  Vereinigung 

^  =  53^  -L  33.,  -L  . . .  _}-  35,,  4- . . . 

von  erster  Kategorie  in  9(.  Da  ?('  offen  in  3(,  kann  also  nach 
Kap.  I,  §  8,  Satz  XVI  nicht  jeder  Punkt  von  ?('  zu  33  gehören. 
Dies  aber  steht  im  Widerspruche  zur  vorausgesetzten  (eigentlichen) 
Konvergenz  von  {f,};  derzufolge  jeder  Punkt  von  "^i  zu  93  gehört. 
Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  Y^).     Ist   %  relativ-vollständig"),    so  ist   die  Grenz- 


*)  Dieser  Satz  wurde  (auf  anderem  Wege)  zuersjfc  bewiesen  von  R.  Baire, 
Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  30;  LcQons  sur  les  fonctions  discontinues  (1905),  lOS. 
Vgl.  auch  W.  H.  Young,  Mess.  of  math.  (2)  37  (1907),  49;  C.  A.  DeH'Agnola, 
Rend.  Lomb.  41  (1908),  303,  683. 

-)  Diese    Bedingung    kann    nicht    entbehrt    werden,     Beispiel:    Sei   31    die 
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funkfion    einer    konvergenten    Folge     {/,,}    auf    'Jf    stetiger 
Funktionen  punktweise  unstetig  auf  ''i{. 

In  der  Tat,  nach  Satz  IV  liegen  die  Punkte  gleichmäßiger  Kon- 
vergenz von  {/,,}  dicht  in  "■){;  nach  §  3,  Satz  X  ist  aber  in  jedem 
.solchen  Punkte  die  Grenzfunktion  stetig  auf  9(.  Damit  ist  Satz  V 
bewiesen. 

In  Satz  IV  war  die  Folge  {/",,}  als  konvergent  vorausgesetzt;  wir  wollen 
nun  feststellen,  was  an  Stelle  von  Satz  IV  tritt,  wenn  diese  Voraussetzung 
fallen  gelassen  wird*). 

Wir  nennen  die  Folge  {f,.}  punktweise  unstetig  (ungleichmäßig, 
sekundär-ungleichmäßig)  oszillierend  auf  %,  wenn  die  Menge  aller 
Punkte  von  9t,  in  denen  sie  stetig  (gleichmäßig,  sekundär-gleichmäßig)  oszilliert 
auf  9f,  dicht  in  91  ist. 

Wir  schicken  den  Satz,  voraus-): 

Satz  VI.  Für  jede  Folge  auf  'ü  unterhalb  stetiger^)  Funktionen 
{fv}  ist  die  Menge  aller  Punkte  von  21,  in  denen  {f^}  nicht  ober- 
halb stetig  (oberhalb  sekundär-gleichmäßig)  auf  9(  oszilliert,  von 
erster  Kategorie  in  91*). 

Sei  f^  die  obere  Schrankenfunktion  der  A-ten  Restfolge  von  {f^}  und  /"die 
obere  Grenzfunktion  von  {/",,}.     Dann  ist  (Einleitung  §  6,  Satz  V): 

k=  x 

In  jedem  Punkte  von  9(,    in   dem  {/",,}  nicht    oberhalb  stetig  auf  9(  oszilliert, 
d.  h.  in  dem  (§  2,  Satz  XIII j: 

(t)  r(a;  {/■„},  91)  >Ä«), 


Menge  r,,  r,, .  .  .,  r,,,  .  .  .  der  rationalen  Punkte  des  Dij.  Sei  /i,,  >  0,  rational 
und  so  klein,  daß  die  Intervalle  (r,  —  h^,,  r,-|-/(^)  (i  =  1 ,  2,  .  .  .,  v)  fremd  sind. 
Sodann    werde    /",,    definiert    durch:    fy  =  ^    außerhalb    dieser    Intervalle;    ist 

m.  -y 

ri=:  +-  (m, ,  72,  teilerfremde  ganze  Zahlen  ^  0) ,  so  sei  f^  (r,)  =  —  (t  =^  1 ,  2,  . . .,  v), 
und  in  jedem  Intervalle  [r,- —  /i,,,  r,],  [r,,  r,  +  7*,.]  (i=l,2,  .  .  .,  v)  sei  f^ 
linear.    Dann  ist  lim  f^_{ri)  =  —,  und  somit  total-unstetig  auf  9(. 

»•=00  i 

^)  Die  folgenden  Sätze  rühren  her  von  W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  6 
(1908),  312;  (2)  12  (1913),  355. 

■-')  Beim  Beweis  dieses,  wie  der  folgenden  Sätze  kann,  vermöge  der 
Schränkungstransformation ,  {/*,,}  als  beschränkt  angenommen  werden. 

';  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  91  der  'Si^, 
und  sei  ri ,  r« ,  .  .  . ,  r^, ,  .  .  .  die  Menge  aller  rationalen  Punkte  des  9?! .  Sei  /",,  =  1 
in  r^,  sonst  ^0.  Dann  ist  jedes  f^,  oberhalb  stetig,  aber  in  keinem  Punkte 
des  9i,  ist  {/",,}  oberhalb  stetig  (oder  oberhalb  sekundär-gleichmäßig)  oszillierend. 

*)  Sind  die  f^  oberhalb  stetig,  so  gilt  dies  für  die  Punkte,  in  denen 
{f,.}  nicht  unterhalb  stetig  (unterhalb  sekundär-gleichmäßig)  oszilliert. 
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ist  also  auch: 

(tt)  Afl;  {/•,,},  9r)>Ä(a)    für  fast  alle  k. 

Bezeichnen  wir  mit  93   den  Teil    von  3(.    auf   dem  (f)   gilt,    mit  iB;    den  Teil 
von  31,  auf  dem  (tt^  gilt,  so  ist  demnach: 

(ttt)  58  =  58.4-58.3+ •••4-«fc+--- 

Wir  beweisen  zunächst,  daß  jede  Menge  58,.  von  erster  Kategorie 
in  9f  ist. 

Bezeichnen  wir   mit  f^  ,._,.,  den  größten  unter  den  ?-j- 1  Funktionswerten 

fk'  fk  +  i-  ■  ■  ■'  fk-i-v   ^°  ^^*-  fk  k  +  l  unterhalb  Stetig  auf  31  (Kap.  II,  §8,  Satz  IX). 
Nun  ist  aber  (Einleitung  §  6,  Satz  VI): 

fk-=}^^    fk,k  +  l''        fk,k-r-l'^fk.k+l  +  i> 

also  ist  nach  Kap.  II,  §  10,  Satz  I,  auch   fk  unterhalb  stetig   auf  31.     Da  aber 
(§  1,  Satz  IX)  r(a;  {Z",,},?!)  oberhalb  stetig  aufbrist,  so  ist  (Kap.  II,  i?  8,  SatzVI.VII): 

^(«;  l/^.}'  -0  —  fki<^)    oberhalb  stetig  auf    31.      Infolgedessen    ist    die    Menge 
58^.  j,  aller  Punkte  von  31,  in  denen: 

(V)  ria;{f^.},<ä)-Ma)>l-. 

abgeschlossen  in  3(  (Kap.  II,  §  9,  Satz  IV). 

Daraus  folgern  wir  weiter,  daß  ^^^  ^  nirgends  dicht  in  3(.  Denn 
andernfalls  gäbe  e.s  eine  in  31  offene  Menge  2t',  in  der  58^^  „  dicht  ist,  und  da 
93^  „  abgeschlossen  in  31,  wäre: 

^i'<^k,n- 

In  jedem    Punkte  von  31'  würde   also  (  'T  |  gelten,  und  mithin  auch: 
(^)  r{a;  {f,.},  31)>/-„(a)  +  ~     für  alle  r>k. 

Nach  §  1,  Satz  VII   aber   gibt   es   zu   jedem    Punkt  a'  von  31'  eine  Punktfolge 
{a,}   in  3X   und  eine  Indizesfolge  {''i),  so  daß: 

(1)  lim  a,  =  a';     lim  r,  = -f  oo  ;     lim  ^,.  (fl,)  =  r(rt',  {/■,.},  31)  • 

V'/  i^aa  »=35  i  =  X      ' 

Da   9t'   offen   in   31,   gehören   fast   alle  o,  zu  31';   fast    alle  r,  sind  '^k,   es  ist 
also    wegen    ( .Ij.  J : 

r(ar,  {/",.}.  31)^  f,.,ifi)-{--'     für  fast  alle  i, 

mithin  wegen  (Ij  durch  den  Grenzübergang  i — >•  co  : 

Ü^riar,  {f,.},  31)  >  /'(«';  {/•,},  3lj  4-  -  . 
i=  X  n 

entgegen  der  Tatsache,  daß  /'(«;  {/",.}.  51)  oberhalb    stetig  auf  31.     Damit  ist 
bewiesen,  daß  ''ü,^  ,,  nirgends  dicht  in  31  ist. 
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Da  nun  aber 

SO  ist  Öfc  von  erster  Kategorie  in  91,  wie  behauptet.  Mithin  ist  nach  (ffi) 
auch  iö  von  erster  Kategorie  in  9(  (Kap.  I,  §  4,  Satz  XXj. 

Damit  ist  gezeigt,  daß  die  Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen  {f,,}  nicht 
oberhalb  stetig  auf  91  oszilliert,  von  erster  Kategorie  in  9(  iBt.  Nach  §  4,  Satz  Va 
gilt  dies  dann  auch  für  die  Menge  aller  Punkte  von  9{,  in  denen  {/",,}  nicht 
oberhalb  sekundär-gleichmäßig  auf  91  oszilliert,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Satz  VII.  Ist  9[  relativ-vollständig,  so  ist  jede  Folge  auf  91 
stetiger  Funktionen  {/",,}  punktweise  unstetig  (punktweise  sekun- 
där-ungleichmäßig) oszillisrend  auf  91. 

In  der  Tat,  nach  Satz  VI  ist  sowohl  die  Menge  aller  Punkte  von  91,  in 
denen  {/",.}  nicht  oberhalb  stetig,  als  die,  in  denen  {/",,}  nicht  unterhalb  stetig 
auf  'ii  oszilliert,  von  erster  Kategorie  in  9(.  Dasselbe  gilt  daher  von  ihrer 
Vereinigung,  d.  h.  der  Menge  aller  Punkte,  in  denen  {/",,}  nicht  stetig  auf  91 
oszilliert.  Also  ist  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XV)  ihr  Komplement,  d.  h.  die  Menge 
aller  Punkte,  in  denen  {/",,}  stetig  auf  91  oszilliert,  dicht  in  91,  und  Satz  VII 
i  st  bewiesen. 

Für  die  gleichmäßige  Oszillation  gilt  ein  solcher  Satz  nicht,  wie  folgendes 
Beispiel  zeigt.  Sei  r,  ,r.,  ...,r^,,  ...  die  Menge  der  rationalen  Punkte  des 
3^1 ;  mit  5,.  bezeichnen  wir  eine  Vereinigung  endlich  vieler  offener  Intervalle  des 
?Ri  mit  folgenden  Eigenschaften'):  1.  3,,  enthält  die  Punkte  y\,  r.,, .  . .,  r^,.  2.  Die 
untere  Gemeinschaftsgrenze  &  (Einleit.  §  1,  S.  4)  der  Mengen  9ti  —  3,.  (''=  1»  2,...) 
ist  dicht  im  jR^.  Sei  sodann  /",,  eine  im  SRj  stetige  Funktion,  die  =1  ist  in 
Tj,  r.,,  . .  .,  r,,  und  =  0  in  Oi^  —  Q^,.  Wir  behaupten:  Die  Folge  (fy\  ist  in 
keinem  Punkte  des  ^^  oberhalb  gleichmäßig  oszillierend.  In  der 
Tat,  in  allen  Punkten  von  6)  ist: 

lim  /■,,  =  0. 

Sei  nun  a  ein  ganz  beliebiger  Punkt  des  >Ki.  Wäre  {/",,}  oberhalb  gleichmäßig 
oszillierend  in  a,  so  gäbe  es  eine  Umgebung  U(a)  und  einen  Index  v„,  so  daß 
(0)  f^.  <'ü^fy^^=h     auf  U(a)-®  für  alle  r^v^. 

Das  aber  kann  nicht  sein.  In  der  Tat,  in  U(a)  gibt  es  einen  rationalen 
Punkt  J',,«  (»'*  ^  J'o) .  Wegen  f^,(r^,)  =  l  und  wegen  der  Stetigkeit  von  /",,,  muß 
daher  in  einem  r,..  enthaltenden  Intervalle  die  Ungleichung  gelten: 

im  Widerspruche  mit  (0).  Also  ist  ^f^j  in  keinem  Punkte  oberhalb  gleich- 
mäßig oszillierend  im  $R, . 

Wohl  aber   gelten   für  die  gleichmäßige  Oszillation   die   folgenden  Sätze: 


b 


^  Man  erhält  solche  Mengen  3,.  ^^  folgender  Weise:  Sei  Sj,  s.,, .  .  .,  8^, .  . . 
eine  abzählbare  Menge  irrationaler  Punkte,  die  im  SRi  dicht  ist.  Man  wähle 
nun  für  5 .  eiie  Vereinigung  endlich  vieler  offener  Intervalle,  die  die  Punkte 
i\.  r, ,  .  .  .,  r^  enthalten,  s^,  s.,,  .  .  .,  s^  aber  nicht. 
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Satz  VIII.  Ist  91  relativ-vollständig,  lind  ist  die  Folge  {Z"^,}  auf 
9(  stetiger  Funktionen  sekundär-gleichmäßig  oszillierend  auf  "ÜI, 
so  ist  sie  punktweise  ungleichmäßig  oszillierend  auf  21. 

In  der  Tat,  bezeichnet  wieder  f'j.  ^j.  ,  ^  den  größten  der  Funktions- 
werto  4' ^A-fi' •  •  •' 4-f  1'  ^°  '®^  (Kap.  II,  §3,  Satz  VIII)  fj^  j;.,,,  stetig. 
Wegen  der  sekundär-gleichmäßigen  Oszillation  konvergieren  in  jedem  Punkte 
von  91  die  f^.  ^  ,  ,,  gleichmäßig  gegen  fj^.,  also  ist  auch  fj^  stetig  auf  31  (§3, 
Satz  X).    Also  ist  /■=lim/^^.  punktweise  unstetig  auf  9t  (Satz  V),    Ganz  ebenso 

k=  X 

beweist  man,  daß  auch  die  untere  Grenzfunktion  f  von  {/"y}  punktweise  un- 
stetig ist  auf  91.  Also  liegen  (Kap.  III,  §  4,  Satz  VII)  die  gemeinsamen  Stetig- 
keitspunkte von  f  und  /'  dicht  in  91.  Nach  §  4,  Satz  VI  ist  aber  in  jedem 
solchen  Punkte  {/",,}  auch  gleichmäßig  oszillierend  auf  9(,  und  Satz  VIII  ist 
bewiesen. 

Satz  IX.  Ist  9(  relativ-vollständig,  sind  die  f^,  stetig  auf  91, 
und  ist  sowohl  die  obere  Grenzfunktion  f  als  die  untere  Grenz- 
funktion f  von  {/",,}  punktweise  unstetig  auf  91,  so  ist  {/",,}  punkt- 
weise ungleichmäßig  oszillierend  auf  9(. 

In  der  Tat,  wie  wir  beim  Beweise  von  Satz  VIII  sahen,  sind  die  dort 
niit  /"jj.  ^  ,  ,,  bezeichneten  Funktionen  stetig  auf  91.  Die  obere  Schranken- 
funktion der  /c-ten  Restfolge: 

1>=  00 

ist  also  nach  Satz  V  punktweise  unstetig  auf  9^;  ebenso  die  untere  Scliranken- 
funktion  fu  der  /c-ten  Restfolge.  Da  nach  Annahme  auch  f  wnd  f  punktweise 
unstetig  sind  auf  91,  so  gibt  es  nach  Kap.  III,  §  4,  Satz  VII,  einen  in  9t 
dichten  Teil  93  von  9t,  in  dessen  Punkten  f,f  und  sämthche  /■  /"^(/c-^-l  ,2, ...) 
stetig  sind  auf  9t.  Nach  §  2,  Satz  X,  ist  also  die  Konvergenz  von  \fkf  gegen 
f  und  von  if]\  gegen  f  in  jedem  Punkte  von  93  stetig  und  mitbin  auch 
(§  .3,  Satz  11)  gleichmäßig  auf  9t.  Nach  §  4,  Satz  III  ist  also  {/",,}  in  jedem 
Punkte  von  93  gleichmäßig  oszillierend  auf  9t,  und  Satz  IX  ist  bewiesen. 

§  8.   Einfach -gleichmäßige  und  quasl-gleichmäßige  Konvergenz. 

Sei  {/,,}  eine  auf  9(  konvergente  Folge  von  Funktionen,  die  im 
Punkte  a  von  9f  stetig  auf  91  (oder  auf  ganz  9t  stetig)  sind.  Da}nit 
auch  ihre  Grenzfunktion  stetig  in  a  auf  9t  (oder  stetig  auf  9t)  sei,  ist, 
wie  wir  gesehen  haben  (§3,  Satz  X.  XVI)  hinreichend,  daß  {/',,} 
gleichmäßig  in  a  auf  9t  (bzw.  gleichmäßig  auf  9t)  konvergiere.  Doch 
ist   diese   Bedingung    nicht    notwendig  \),    wie    die    Untersuchungen 


')  Die  Frage,  ob  die  gleichmäßige  Konvergenz  auch  notwendig  ist  für 
die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion,  war  lange  Zeit  offen.  (S.  z.  B.  H.  E.  Heine 
J.  f.  Math.    71    (1870),    853.)      Noch    0.  Stolz    hielt   sie   für   notwendig:    Ber. 
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von  ij  6  lehren;  ein  besonders  einfaches  Beispiel  liefert  nachstehende 
Folge  von  Funktionen  {/',,}  einer  reellen  Veränderlichen:    Sei  /v=0 

in  (—00,0],  und  in     -j^,-|-ooj;   /;,  (^-j  =  1    und  /",,   linear  in    l0,-J 
und   in   \-,  j]   (Fig.  ü,  S.  244).  Dann  ist  überall  im  9?,: 

lim/,  =0, 

V  =  x> 

die  Konvergenz  aber  ist  ungleichmäßig  im  Punkte  0. 

Wir  geben  noch  ein  Beispiel  einer  Folge  {/',,}  «tetiger  Funktionen  einer 
reellen  Veränderlichen,  die  überall  im  Dij  gegen  eine  stetige  Grenzfunktion  kon- 
vergiert,   während    die  Konvergenz    ungleichmäßig   ist  in    einer  im  9\i  dichten 

Punktmenge  1).     Sei  93,,   (v  =  0,  1,  2, . . .)  die  Menge  aller  Punkte  -^  (i=0,  ±1, 
+  2,  . . .)  des  SR, .   Die  Funktion  /'    sei  linear  in  jedem  Intervalle    --,  ^^  ',  und 

.  '■  l2''        2''   J 


Fig.  14. 

ihre  Werte  in  den  Punkten  von  93,,  seien  gegeben  durch  die  Vorschrift  (Fig.  14): 
f^  =  0  auf  93,._i;  gehört  a  zu  93,,  —  93,,_i,  so  ist  f^,(a)=-j^,  wenn  wenigstens 
einer  der  beiden  Nachbarpunkte  von  a  in  93,,  _i  zu  ^j.,  aber  keiner  zu  S^._i 
gehört.    Dann  ist  überall  im  Ü{, :  lim  /"„  =  0 ,  die  Konvergenz  aber  ist  ungleich- 

mäßig  in   jedem  Punkte  von  93,  +  33^  -j-  . .  .  +  "^V  4-  •  •  ■  • 

Wir  wollen  nun  Bedingungen  aufstellen,  die  gleichzeitig  not- 
wendig und  hinreichend  sind,  damit  aus  der  Stetigkeit  der 
Funktionen  einer  konvergenten  Folge  {/,,}  auch  die  Stetigkeit  der 
Grenzfunktion  folge. 

Anknüpfend  an  die  in  §  3 .  Satz  VIII  gegebene  Formulierung 
des  Begriffes  der  gleichmäßigen  Konvergenz    in   einem  Punkte    defi- 


naturw.  Ges.  Innsbruck  5  (1875),  31.  Die  er.'äten,  die  durch  Beispiele  das 
Gegenteil  zeigten,  waren:  G.  Darboux,  Ann.  Ec.  Norm.  (2)  4  (1875),  79. 
P.  du  Bois-Reymond,  Münch.  Abh.  12  (1875).  119.  G.  Cantor,  Math.  Ann. 
10  (1880),  268. 

M  Ein  anderes  Beispiel:  W.  F.  Osgood,   Am.  Bull.  (2)  3  (1896),  69.    All- 
gemein wurde  diese  Frage  bereits  in  §  6,  Satz  VI  behandelt. 
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nieren  wir:  Ist  a  ein  Punkt  von  9t^  so  heißt  die  auf  5(  eigentlich 
konvergierende  Folge  {/',.}  eigentlich  einfach-gleichmäßig  kon- 
vergent in  a  auf  "i>(  gegen  ihre  Grenzfunktion  /,  wenn  es  zu  jedem 

F>0,    zu  jeder  Folge  {a,,}    aus    •?(   mit    lim  a^^  =  a,    und    zu    jedem 

n  —  00 

Index  )'o  einen  Index  n^  und  wenigstens  ein  )'*>)'o  gibt,  so  daß: 
(0)  />(f'J  — /■(«,.)!<«     für  w>no. 

Eine  beliebige  auf  \H  konvergente  Folge  {/",,}  heißt  einfach- 
gle ichmäßig  konvergent  in  a  auf  5(,  wenn  die  aus  ihr  durch  die 
Schränkungstransformation  entstehende  Folge  eigentlich  einfach-gleich- 
mäßig konvergiert  in  a  auf  9(. 

In  Analogie  zu  §  3.  Satz  IX  erhalten  wir: 

Satz  I.  Damit  die  (auf  2t  konvergente)  Folge  (/;.}  eigent- 
lich einfach-gleichmäßig  in  a  auf  9(  gegen  ihre  Grenzfunk- 
tion /■  konvergiere,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es 
zu  jedem  e>>0  und  zu  jedem  Index  v^  eine  Umgebung  U 
von  a  in  5t  und  ein  >'*>}'p  gebe,  so  daß: 

!  f„.  (f/')  —  /"(«')    <  £     f  ü  r  a  1 1  e  a'  V  o  n  II . 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei    nicht   erfüllt.     Dann   gibt   es  ein  £>>0  und  einen  Index  v^  von 

folgender  Eigenschaft:  ist  J'^J'q.  so  liegt  in  It  f a;  — j  ein  Punkt  r/„. ,, 

in  dem: 

'/'.(««..■)  —  /'(««.»■)  |^£. 

Wir  bilden  nun  die  Folge: 

"i.vo:  ö2.,.„,  «2..0    i:  03.V0,  «3..„^i,  a3,vo-2;  •■•; 

sie  konvergiert  offenbar  gegen  a.  Ist  v*  irgendein  Index  ^Vq,  so 
ist  aber  für  alle  n  >  r  *  —  Vq  : 

|/;..(f/„.,.)  — /■(cf„.,,*)|  ^  £, 

also  ist  die  Bedingung  für  eigentliche,  einfach-gleichmäßige  Konver- 
genz in  a  auf  9f  nicht  erfüllt. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.    Angenommen  in  der  Tat,  sie 

sei  erfüllt.     Ist  {«„}  eine  Punktfolge  aus  9(  mit  lima^,  =  «,  so  gibt 

»1  =  00 

es  ein  «„,  so  daß  «,,  für  n  ^  >(„  in  U  liegt.    Dann  aber  ist  für  n  ^  n^ 

Bedingung  (0)  erfüllt.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

An  Stelle  des  Satzes  X  von  §  .3  tritt  nun  der  Satz: 
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Satz  IP>  Ist  die  Folge  {/,}  konvergent  auf  ?(,  und  sind 
alle  /;.  stetig  in  a  auf  'lU,  so  ist,  damit  auch  die  Grenz- 
funktion /■  von  {/;.}  stetig  in  a  auf  ?(  sei,  notwendig  und 
hinreichend,  daß  {/,.}  einfach-gleichmäßig  in  a  auf  9(  gegen 
/  konvergiere. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  beim  Be- 
weise annehmen,  /"  sei  beschränkt. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  /'  .sei 
stetig  in  a  auf  5(.  Ist  €>-0  .sowie  der  Index  j'^,  beliebig  gegeben,  so 
gibt  es  wegen  der  Konvergenz  von  {/i.}  gegen  /'  ein  v*^Vq,  so  daß: 

(00)  \fAa)  —  f{a)\<e. 

Ist    {a,,}    eine  Punktfolge    aus  %  mit   lima,,  ==«,    so  folgt  aus  (00), 
wegen  der  Stetigkeit  von  /  und  /',..:     """'^' 

/',■•("„)  —  /'(//„)    <e     für  fast  alle  n. 

Dies   ist  aber  gleichbedeutend   mit  (0),   d.  h.  {/;.}  ist  einfach-gleich- 
mäßig konvergent  in  a  auf  9(,  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  .sie 
sei  erfüllt.  Sei  f>0  beliebig  gegeben  und  {o„}  eine  Punktfolge  aus 
9(  mit  limr/,^  =  a.     Wegen  der  Konvergenz  von  {/",.}  gibt  es  ein  v^, 

so  daß: 

(t)  ;7v(«)-/'(«)!<|     fürv^vo. 

Wegen    dei'   einfach   gleichmäßigen  Konvergenz   gibt   es   ein  r*^)'^, 
so  daß: 

(tt)  :  /;  •  («.,)  -  /■(«,.)  I  <\     für  fast  alle  n . 

Wegen   der  Stetigkeit  von  f,.*  ist: 

(ttt)  I /;••(«„)-/;. 

Wegen  (f)  ist  insbesondere: 

(tn  fr'(a)-f(a)\<^. 

Aus  (tt),  (ttt),.  (^t^)  aber  folgt: 

/'(a,.)  —  /■(«)    <  ^'     für  f^^^t  alle  n . 
D.  h.  /  ist  .stetig  in  a  auf  ?(.     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 


(ttt)  \fy'{a„)  —  f>{a)i<-^     für  fast  alle  n. 


V  Vgl.  hierzu  E.  \V.  Hobson,  The  theory  of  functions  of  a  real  variable 
(1907),  489.  —  C.  A.  Dell' Agnola,  Atti  Von.' 69  (1909,10),  1098.  —  F.  Haus- 
dorff,  Grundzüge  d.  Mengenlehre  (1914),  .386.  —  Satz  II  ist,  ebenso  wie  die 
tolgendon  Sätze  dieses  Paragraphen,   ein  allgemeiner  Grenzsatz. 
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Satz  III.  Ist  die  mouotoiie  Folge  {/,.}  einfach-gleich- 
mäßig konvergent  in  a  auf  'ü(,  so  ist  sie  auch  gleichmäßig 
konvergent   in  a  auf  %. 

In  der  Tat.  wir  können  wieder  annehmen,  /  sei  beschränkt. 
Wegen  der  einfach-gleichmäßigen  Konvergenz  gibt  es  zu  jeder  Folge 
{fr^}  aus  "?(  mit  \\\wa^^  =  a,  jedem  f:>0  und   jedem   r^  ein    v*^Vq 

n  =  X 

und  ein  u^.  po  daß  (wenn  wieder  lim /■,,=  /"  gesetzt  wird): 

Wegen   der  Monotonie  von  {/",.}  ist  aber: 

/;.(«„)  —  /■(«„)   £    fMa,;)  -  /'(aj       für  r  ^  v*. 
Also  folgt  aus  (*): 

I  />■  (««)  —  f{",)  ,  <  ^     ^"^  "  ^  "o .  »'  ^  ''  *  • 
Nach  §  3,    Satz  VIII    ist    damit    die    gleichmäßige  Konvergenz  von 
{/',.}  in  a  auf  •?(  nachgewiesen. 

Satz  II  und  III  ergebend: 

Satz  IV-).  Ist  die  Fol ge{/',}  monoton,  und  .sind  alle  /',,  stetig 
in  n  auf  'il(,  so  ist,  damit  auch  die  Grenzfunktion  von  {/',,} 
stetig  in  a  auf  %  sei,  notwendig  und  hinreichend,  daß  {/■,} 
gleichmäßig  in  a  auf  9(  konvergiere. 

Nachdem  wir  bisher  einfach-gleichmäßige  Konvergenz  in  einem  Punkte 
betrachtet  haben,  definieren  wir  nun*):  Die  Folge  [/",.}  konvergiert  eigentlich 
einfach-gleichmäßig  auf  "ii  gegen  f,  wenn  es  zu  jedem  c  >«  0  und  jedem  »•„ 
mindestens  ein  v*^Vq  gibt,  so  daß: 

/ ,,  *  —  f   <  ^     auf  ganz  \!( . 

Die  Folge  {f,}  heißt  einfach-gleichmäßig  konvergent  auf  %,  wenn  die 
aus  ihr  durch  die  Schränkungstransformation  entstehende  Folge  eigentlich  ein- 
fach-gleichmäßig auf  9t  konvergiert. 

Offenbar  ist  jede  auf  91  einfach-gleichmäßig  konvergente  Folge  auch  einfach 
gleichmäßig  konvergent  auf  31  in  jedem  Punkte  von  91.  Im  Gegensätze  zu  S  3, 
Satz  XIII  gilt  die  Umkehrung  hiervon  nicht.  Es  kann  also  zwar  aus  Satz  II 
unmittelbar  geschlossen  werden: 

Satz  V.  Konvergiert  die  Folge  {/",.}  auf  91  stetiger  Funktionen 
einfach-gleichmäßig  auf  9(  gegen  f,  so  ist  auch  f  stetig  auf  9(. 


*)  Dies  folgt  übrigens  auch  aus  §  2,  Satz  XI  und  §  3,  Satz  II  einerseits, 
t;  3,  Satz  X  andrerseits. 

*)  U.  Dini,  Grundlagen  f.  eine  Theorie  d.  Funktionen  (1892)  148.  — 
P.  Montel,  Ann.  Ec.  Norm.  24  (1907),  263.  —  C.  A.  Dell'Agnola,  Atti 
Ven.  70  (1910  11),  383. 

»)  U.  Dini,  a.  a.  0. 
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Hingegen  kann  nicht  gefolgert  werden,  daß  dio  einfach-gleichmäßige  Kon- 
vergenz auf  ?t  auch  eine  notwendige  Bedingung  für  die  Stetigkeit  der  Grenz- 
funktion wäre'). 

übrigens  ist  die  einfach-gleichmäßige  Konvergenz  auf  einer  Menge  ?t  von 
geringem  Interesse.     Es  gilt  nämlich: 

Satz  Vr-j.  Konvergiert  die  Folge  {/",}  einfach-gleichmäßig  auf  9( 
gegen  f,  so  gibt  es  in  ihr  eine  gleichmäßig  auf  91  gegen  f  konver- 
gierende Teilfolge  {/^i,}' 

In  der  Tat,  es  gibt  wegen  der  einfach-gleichmäßigen  Konvergenz  von  {/,  } 
eine  stets  wachsende  Indizesfolge  {>'(},   so  daß: 

\f'-f  <\- 

Dann  aber  konvergiert  \fy\  gleichmäßig  auf  ?(  gegen  f,  und  Satz  VI    ist  be- 


Xachdem  wir  in  der  einfach-gleichmäßigen  Konvergenz  in  einem 
Punkte  eine  Bedingung  kennen  gelernt  haben,  die  notwendig  und 
hinreichend  dafür  ist.  daß  aus  der  Stetigkeit  aller  /',,  einer  konver- 
genten Folge  in  einem  Punkte  auch  die  Stetigkeit  der  Grenz- 
funktion in  diesem  Punkte  folge,  stellen  wir  eine  Bedingung  auf, 
die  notwendig  und  hinreichend  dafür  ist,  daß  aus  der  Stetigkeit 
aller  f,.  auf  ganz  '*i(  auch  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion  auf  ganz 
?(  folge. 

Die  konvergente  Folge  {/",,}  heißt  eigentlich  quasi-gleich- 
mäßig  konvergent'^)  auf  9(  gegen  ihre  Grenzfunktion  f,  wenn  es 
zu  jedem  e^O  und  jedem  Index  r^^  einen  Index  v'q'^Vq  gibt,  derart, 
daß  in  jedem  Punkte  von  ?(  mindestens  eine  der  Vq  —  i'q  Unglei- 
chungen gilt: 

fr-f  <e     f''o^v<Vj. 

Die  Folge  {/■,.}  heißt  quasi-gleichmäßig  konvergent  auf9{, 
wenn  die  aus  ihr  durch  die  Schränkungstransformation  entstehende 
Folge  eigentlich  quasi-gleichmäßig  konvergent  ist  auf  %. 

Der  Zusammenhang  mit  dem  Begrifif  der  einfach-gleichmäßigen 
Konvergenz  in  einem  Punkte  wird  hergestellt  durch  die  beiden 
folgenden  Sätze: 


*)  Dies  zeigen  auch  die  zu  Beginn  dieses  Paragraphen  ang3gebenen 
Beispiele. 

'-)  C.  Arzelä,  Mem.  Bol.  (ö)  8  (1899),  174;  E.  W.  Hobson,  Lond.  Proc.  (2) 
1  (1904),  374. 

*)  Dieser  Begriff  stammt  von  C.  Arzelä,  der  diese  Art  der  Konver- 
genz als  „convergenza  uniforme  per  tratti"  bezeichnet.  Der  Name  „quasi- 
gleichmäßige Konvergenz"  stammt  von  E.  Borel.  Vgl.  die  Literatur  zu 
Satz  IX. 
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Satz  YII.  Konvergiert  die  Folge  {/',.}  auf  "){  stetiger^) 
Funktionen  quasi-gleichniäßig  auf  ?(,  so  konvergiert  .sie 
einfach-gleichmäf3ig  auf  'K  in  jedem  Punkte  von  "?(. 

Es  genügt,  den  Beweis  für  beschränkte  Folgen  {/',,}  zu  führen. 
Sei  a  ein  Punkt  von  '■}[,  {«,,}  eine  Punktfolge  aus  *?(  mit  \ima^^  =  a, 

und  sei  £  >>  0  beliebig  gegeben.  Wegen  der  Konvergenz  von  {/'.(cr)} 
gibt  es  ein  v^,  so  daß: 

(0)  I  fAa)  "  t>{a) !  <  I     für  v'  ^  V, ,  v"  ^  r„ . 

Wegen  der  quasi-gleichmäßigen  Konvergenz  von  {/',,}  gibt  es  ein 
Vq'^Vq,  so  daß  in  jedem  Punkte  von  9(  mindestens  eine  der  Un- 
gleichungen erfüllt  ist: 

(00)  \f.-f\<\,    v^^v<v^. 

Wegen  der  Stetigkeit  der  /,,  folgt  aus  (0):  Es  gibt  ein  n^,  so  daß: 

(000)     ;/>(aJ-/;,.-(aJi<|     ^nv  v,^v'<v^:v,£ 


V 


Ist  nun  v*  ein  beliebiger  Index  »o^  *'*  <C  »'o'?  ^"^^  *'„  ^i^^  Index 
*'o  =  '')»"^V'  ^^^'  ^^^  (00)  im  Punkte  a,,  erfüllt  ist,  so  haben  wir 
aus  (00)  und  (000): 

i  KM  -  fK)  l<  I ;    !  ^v.  («j  -  /;.,(«„) !  <  | 

und  mithin: 

I /'v(«J —  /"(«„)!<  ^     für  H^«o, 
d.h.  {/',.}  konvergiert  einfach-gleichmäßig  in  a  auf  "?(,  wie  behauptet. 

Satz  VIII.  Ist  %  kompakt,  und  konvergiert  die  Folge  {/',,} 
einfach-gleichmäßig  auf  5(  gegen  /in  jedem  Punkte  von '?(", 
so  konvergiert  sie  quasi-gleichmäßig  auf  %  gegen  f. 

Wir  können  beim  Beweise  wieder  {/!,}  als  beschränkt  voraus- 
setzen. Angenommen,  {/>,}  konvergiere  nicht  quasi-gleichmäßig  gegen  /" 
auf  %.  Dami  gibt  es  ein  £  >  0,  eine  Folge  {n,,}  aus  '21  und 
einen  Index  Vq,     so  daß: 


*)   Diese  Voraussetzung   kann   nicht   entbehrt   werden.      Beispiel:    Sei   "Jl 
der  9fJj ,  und  sei : 

/2,.-i  =  l  in  (O,-^),  sonst  =0;     f^^^  1  in  (— ^,o),  sonst  =0. 

Dann  konvergiert  {fy}   quasi-gleichmäßig   gegen    0,    aber  die  Konvergenz   ist 
nicht  einfach-gleichmäßig  im  Punkte  0. 
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Da  *?(   kompakt,   gibt  es   in  {a^}   eine  konvergente   Teilfolge  {<^n  }; 

sei  etwa: 

lim  a„  =  a ; 

dann  gehört  a  zu  9(°.  Wegen  der  einfach-gleichmäßigen  Konvergenz 
von  {/;.}  in  a  gibt  es  ein  v*^^^  und  ein  i^,  so  daß: 

/>  (On.)  —  /"(an,)  \<e     f  ür  i  ^  i^ . 

Das  aber  steht  im  Widerspruche  mit  (^q^),  wodurch  Satz  VIII  be- 
wiesen ist. 

Nun  kommen   wir  zum   Schlußergebnis   dieser  Untersuchungen: 

Satz  IX^j.  Sind  in  der  konvergenten  Folge  {/■,,}  alle  fy 
stetig  auf '"i(,  so  ist,  damit  auch  ihre  Grenzfunktion  /stetig 
sei  auf  5(,  notwendig  und  hinreichend,  daß  die  Konvergenz 
von  {fy}  gegen  f  quasi-gleichmäßig  sei  auf  jedem  abge- 
schlossenen und  kompakten  Teile  von  9(. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  53  ein  abge- 
schlossener und  kompakter  Teil  von  '?(.  Ist  f  stetig  auf  31,  so  auch 
auf  53,  also  muß  nach  Satz  II  die  Konvergenz  von  {/,.}  gegen  f 
einfach-gleichmäßig  auf  93  sein  in  jedem  Punkte  von  ^.  Da  aber  58 
abgeschlossen,  ist  53  =  S*^-  Nach  Satz  VIII  konvergiert  also  {/;.} 
quasi-gleichmäßig  gegen  f  auf  53,  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat.  sie 
sei  erfüllt.  Sei  a  ein  Punkt  von  91  und  {«,,}  eine  Folge  aus  3(  mit 
lim  Oj,  =  a ;    mit    Sß    bezeichnen    wir    die    aus    den    Punkten    a    und 

♦•=00 

a^  {n=^l ,  2,  . . .)  bestehende  Punktmenge.  Dann  ist  53  kompakt  und 
abgeschlossen;  also  ist  nach  Annahme  {/',,}  quasi-gleichmäßig  kon- 
vergent auf  55,  und  mithin  nach  Satz  VII  auch  einfach-gleichmäßig 
konvergent  in  a  auf  58.    Nach  Satz  II  ist  also  /'  in  a  stetig  auf  53, 

d.  h.  es  ist: 

hm  fiaj  =  f(a). 
)i  =  « 

Also  ist  f  stetig  in  a  auf  9(,  und  Satz  IX  ist  bewiesen. 


^)  Dieser  Satz  stammt  von  C.  Arzelä,  Rend.  Bol.  (1)  19  (1883/84),  83; 
Mem.  Bol.  (5)  8  (1899/1900),  131  (Deutsche  Bearbeitung  von  J.  Pohl,  Monatsh. 
f.  Math.  16  (1905),  54),  Rend.  Bol.  7  (1902  03),  22.  Die  Bemerkung,  daß  es 
sich  um  einen  allgemeinen  Grenzsatz  handelt,  stammt  von  M.  Fr6chet,  Rend. 
Pal.  22  (1906),  9.  Weitere  Literatur:  E.  W.  Hobson,  Lond.  Proc.  (2)  1  (1904), 
380;  E.  Borel,  Le9ons  sur  les  fonctions  de  variables  reelles  (1905),  41.  C.  A. 
Deir  Agnola,  Rend.  Lomb.  (2)  40  (1907),  369;  (2)  41  (1908),  287;  G.  Vi- 
vanti,  Rend.  Pal.  30  (1910),  85.  W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  8  (1910), 
358.  T.  H.  Hillebrandt,  Am.  Bull.  (2)  18  (1912),  447;  Ann.  of  math.  (2)  14 
(1912),  81.  L.  Orlando,  Ann.  Ac.  Porto  6  (1911),  188;  7  (1912),  97;  Rend. 
Line.  22,2,  (1913),  415. 
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4?  9.    Veilauschuiig  von  Grenzübergängen. 

Wir  haben  iin  vorstehenden  die  Frage  behandelt,  unter  welchen 
Umständen    aus   der   Stetigkeit   der   Funktionen   einer   konvergenten 
Folge  {/;}  auf  die  Stetigkeit  der  Grenzfunktion  geschlossen  werden 
kann.    Sei; 
(0)  /=li,n/;., 

und  seien  alle  /,  stetig  in  a  ix\\i<![.    Es  ist  auch  /"  stetig  in  o  auf  ^J(, 
wenn  für  jede    Folge  {a,,}  aus  ')[  mit  limr/,,  =«: 

lim /•(>/,;)  =  /•(«). 

Wegen  (0)  ist  dies  gleichbedeutend  mit: 

lim  (lim  f,.  (o,^))  =  lim  f,.  (a), 


n=ao    »'=00 


und  wegen  der   vorausgesetzten  Stetigkeit  der  f,.  weiter  mit: 
lim  (lim  /;,  (r/,,))  =  lim  (lim  f,  (« J) .  . 


)•— X      »1=00 


Es  handelt  sich  also  um  einen  speziellen  Fall  der  Frage:  Unter 
welchen  Umständen  können  bei  einer  Doppelfolge  reeller  Zahlen^)  a"^ 
die  beiden  Grenzübergänge  m — >-oo,  n — »-co  vertauscht  werden?  Wir 
wollen  uns,  bevor  wir  zu  einer  noch  allgemeineren  Fragestellung  auf- 
steigen, kurz  mit  diesem  Probleme  befassen.  Der  Einfachheit  halber 
setzen  wir  die  Doppelfolge  als  beschränkt  voraus,  was  ja  durch  die 
Schränkungstransformation  stets  erreicht  werden  kann. 

Satz  I.  Sei  {fC}  ^^^^  beschränkte  Doppelfolge  reeller 
Zahlen;  für  jedes  n  existiere  der  Grenzwert: 

(1)  CT   =lima*",  • 


»>!  =  X 


für  jedes  m  existiere  der  Grenzwert: 
(2)  f/"'  =  lima'". 


»I  =  x 


Dann  ist  für  die  Gültigkeit  der  Formel: 
(3  j  lim  (lim  a"^)  =  lim  (lim  <') 

»«  =  :  X    n  —  X  n  --  X    m       x> 

notwendig    und    hinreichend,    daß    es,    wenn    £>0    beliebig 

^)    Näheres    über   solche  Doppelfolgen    findet  man   bei  A.  Pringsheim, 
Vorlesungen  über  Zahlen-  und  Funktionenlehre.    Erster  Band  (1916),  247  fif. 
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gegeben   ist,   zu   fast   allen   m   einen  Index  n^  gebe,   so  daß: 

(4)  \<  —  ('J<^  fi"-  «^^„• 

Die  Bedingung   ist  notwendig.     Angenommen   in  der  Tat,    es 

gelte  (3),  d.  h.  es  sei: 

(5 )  lim  (('"  =  lim  a^,  =  a. 

Dann  gibt  es  ein  »z^,,  so  daß: 

1  a"'   —  a\<^€     für  m  ^ Wq ! 

wegen  (2)  und  (5)  gibt   es   daher  auch  zu  jedem  w^m„  ein  m„,,   so 
daß  (4)  gilt,  und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.  Es  gibt  dann  ein  w^, ,  so  daß  für  m  ^  m^  (4)  gilt.  Also 
wenn  m'  ^  m^ ,  m"  ^  w^ : 

(0)       «;;''  —  fl,,    <-;  -     für  n  ^  n,„' ;    j  a'f  —  «,. '  <  J     ^ "r  n  ^  »i,,,- . 


Wegen  (2)  gibt  es  nun  ein  n{^n„i'  und   ^7«,„"),  so  daß: 

(7)  I «;;''— «'"'< 

Aus  (6j  und  [l]  aber  folgt: 


(7)  l«:r'-«"^<|;      |<"-«"'"i<| 


1 «'"'  —  «"•"  I  <C  f     für  m  ^  w?o ,  m"  ^  »j^ . 
Es  existiert  also  der  Grenzwert: 

lim  a"'  =  a . 

W  —  00 

Es  gibt  daher  ein  m* ,   für  das  einerseits  (4)  gilt,  d.  h. 

(8)  >^'""„<«     für  fast  alle  «, 

und  für  das  andrerseits: 

(9)  ja«*  — a!<e. 
Wegen  (2)  ist  ferner 

(10)  I  a"^*  —  «»»*!<£     für ^fast  alle  n . 
Aus  (8),  f9),  (10)  aber  folgt: 

!  ^'n  —  «|<C3fc     für  fast  alle  n, 
d.  h.:  lim«,^  =  a. 

n  =  ao 

Damit    aber   ist  (3)   nachgewiesen,    und    der  Beweis    von  Satz  I    be- 
endet. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  FnnkMonen.  I.  19 
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Am  bekanntesten  ist  der  Fall,  daß  die  n^  von  m  unabhängig 
gewählt  werden  können,  etwa  =  «^  (vgl.  §  3,  Satz  X).  Die  Bedingung, 
die  man  so  erhält,  und  die  hinreichend,  aber  nicht  mehr  not- 
wendig ist  für  die  Gültigkeit  von  (3),  ist  nun  aber  notwendig 
und    hinreichend    für    die    Existenz    des    zweifachen    Grenzwertes 

imi      «;;• 

(in  der   ja,    unter    den  Voraussetzungen    von   Satz  I,    die    Gültigkeit 
von  (3)  mit  enthalten  ist).     Es  gilt  nämlich: 

Satz  II.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  I  ist  für 
die  Existenz  des  zweifachen  Grenzwertes: 

(11)  a=       lim        a^ 

notwendig    und    hinreichend,    daß    es    zu   jedem    e^O    zwei 
Indizes  m^  und  »^  gebe,  so  daß: 

(12)  0,7  —  a,J-<£     für  m^  Wq,  ji^Hq. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  aus  (11)  folgt:  es 
gibt  ein  m^  und  ein  n^,  so  daß: 

(13)  I  a'^'  —  ^  ;  <  ^     für  m  ^  m^ ,  n  ^  n^ . 
Durch  den  Grenzübergang  m  — >  oo  folgt  daraus : 

(14)  l«n  — ö  £^     für  n^Wo. 

Aus  (13)  und  (14)  aber  folgt  (12),  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt, 
so  lehrt  Satz  I  das  Bestehen  des  Grenzwertes: 

a  =  lim  a„ ; 

n=  00 

es  ist  also,  wenn  Uq  hinlänglich  groß: 

(15)  I  a„ — aj<^£     für  n^n^. 
Aus  (12)  und  (15)  aber  folgt: 

I  a^  — ^  a  I  <;  2  e     für  m  ^  m^ ,  m  ^  n^ , 

d.  h.  das  Bestehen  von  (11).     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Von  Satz  II  ist  am  bekanntesten  der  Fall,  daß  n^  von  e  unab- 
hängig gewählt  werden  kann.  Es  ist  dann  keinerlei  Einschränkung, 
Wq  =  1    anzunehmen.     Man   definiert   dann:    Gilt  für  jedes  7i  die  Be- 
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Ziehung  (1),  und  gilt  bei  beliebigem  €>-0: 

flj"  —  a,J<r£     für  fast  alle  m  und  alle  n, 

so  heißt  die   Konvergenz  von  a||'  gegen  a„ gleichmäßig  in  n.    Und 
wir  erhalten  als  Spezialfall  von  Satz  II: 

Satz  III.  Gelten  für  |a^'|  die  Voraussetzungen  von  Satz  I, 
und  ist  die  Konvergenz  von  a",'  gegen  a,,  gleichmäßig  in  v, 
so  ist: 

lim  (lim  a;;')  =  lim  (lim  a';')  =     lim      a"^ . 


m  =  ao  n  =  3C  n  ^  x    »i   -  oo 


So  wie  Satz  X  von  §  3  enthalten  ist  in  Satz  II,  so  erweist  sich 
nun  Satz  II  von  §  8  als  Spezialfall  des  Satzes: 

Satz  IV.  Sei  {a*"}  eine  beschränkte  Doppelfolge  reeller 
Zahlen,  für  die  die  Grenzwerte  (1)  und  (2)  von  Satz  I  und 
ferner  der  Grenzwert^) 

( 1 6)  lim  a»»  (=  lim  (lim  a][')) 

Wi  ^=  CD  //(  =r  =C    n  =  00 

existiert.  Dann  ist  für  die  Gültigkeit  der  Formel  (3)  von 
Satz  I  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  e^O 
und  zu  jedem  Index  W(,  einen  Index  m^  und  ein  •m*>mQ  gehe, 
so  daß: 

(17)  K'*  — a„;<£     iür  n^n^. 

Die  Bedingung  ist  notwendig;  dies  ist  .schon  in  Satz  I  ent- 
halten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Nehmen  wir  sie  in  der  Tat 
als  erfüllt  an.  Bezeichnen  wir  wieder  den  Grenzwert  (16)  mit  a,  so 
gibt  es  ein  m^^,  so  daß: 

a'"  —  a    <<  £     für    m  >  Wq  . 

Ist  dann  m*  ein  Index  >  Wq,  für  den  (17)  gilt,  so  haben  wir 
wieder  die  Ungleichungen  (8),  (9),  (10)  von  Satz  I,  aus  denen  die 
Behauptung  folgt. 

Setzen  wir  die  Existenz  des  Grenzwertes  (16)  nicht  mehr  voraus, 
so  können  wir  nur  mehr  behaupten: 


')  Zum  Unterschiede  von  Satz  I  kann  hier  die  Existenz  dieses  Grenzwertes 
nicht  gefolgert,  sondern  muß  eigens  vorausgesetzt  werden.     Beispiel:  Sei 

für  gerades  m:      a"^  =  0  für  alle  n, 

m. 

Hier   ist  lim   (lim  a^)  =  0,  während  der  Grenzwert  (16)  nicht  existiert. 
n=x  m^K 

19* 


...  j  m      1  0  für  n: 

für  ungerades  ni:  a    ==  >  ,    , 

"       /  1  für  n  ; 
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Satz  y.  Ist  (f/'"}  eine  beschränkte  Doppelfolge  reeller 
Zahlen,  für  die  die  Grenzwerte  (1)  und  (2)  von  Satz  I  exi- 
stieren, und  gibt  es  zu  jedem  £>0  und  zu  jedem  wj^,  ein 
«p  und  ein  m*>m^.  so  daß  (17)  gilt,  so  existiert  der  Grenz- 
wert: 

lim   (lim  a"'). 

In  der  Tat.  wegen  (17)  gibt  es  ein  in*  und  ein  )?,^,  so  daß: 

(18)  |<;-a,,i<i;      l<':-«,,-:<|     im  n'>n„n''>n,. 

Wegen  der  Existenz  des  Grenzwertes  (2)  aber  kann  7/^,  auch  so  groß 
angenommen  werden,  daß: 

(1 9)  a]';:  -  «;;^  :  <  ^     für  ,/  >  n, ,  n"  ^  v,, . 

Aus  (18)  und  (19)  aber  folgt: 

'  ff,,'  —  rt„"    <r  e     für  n  ^  n^.  n"  ^  »(f, 
und  somit  die  Existenz  von  lim  a^  .     Damit  ist  Satz  y  bewiesen. 

H  —  X 

Die  vorstehenden  Sätze  über  Vertauschung  von  Grenzübergängen 
bei  Doppelfolgen  sind  Spezialfälle  viel  allgemeinerer  Sätze  über  Ver- 
tauschung von  Grenzübergängen  bei  Funktionen  von  Punkten  zweier 
metrischer  Räume. 

Seien  3  und  %  z\\ei  metrische  Räume.  Mit  x  bezeichnen  wir 
die  Punkte  von  g,  mit  y  die  von  ^.  Wir  definieren  dann  als  den 
,.Verbindmigsraum"  : 

^  =  SX% 

die  Menge  aller  Paare  {x.  y).  Wir  denken  uns  9?  zu  einem  metrischen 
Raum  gemacht  durch  eine  geeignete  Abstandsdefinition ^),  die  wir  nur 
den  Beschränkungen  unterwerfen: 

r  [{X,  y) ,  {x,  y)) ^r{x,  x) ;      r  {{x,  y) ,  {x\  y'))  >r{y, y) ; 

r{{x,  tj),  (a;',  y))  =  r{x,  x):      r{{x,  y).  {x,  y'))  =  riy,  y). 

Aus  der  Dreiecksungleichung  folgt  dann 

r  {{x ,  y) ,  {x.  y))  <r{x,  x')  -{-  r  {y,  y) . 

Es  ist  also  die  Beziehung: 

lim(x„,  ?/J  =  (a:,2/) 


';  Eine  solche  ist  z.  B.  gegeben  durch  die  Festsetzung: 


r  ((X,  y) ,  ix',  y'))  =  V»-  (x,  ^f  +  r  (y,  t/')-. 
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völlig  gleichbedeutend  mit   den  beiden  Beziehungen: 
lima-„  =  a;;     lim  ?/„  =  //. 


II         CO 


Ist  nun  ^  eine  Punktmenge  aus  S  und  ß  eine  Punktmenge 
aus  X-  sind  b  und  c  die  Punkte  von  93  bzw.  von  (£,  so  können 
wir  die  aus  allen  Paaren  {b,c)  bestehende  Verbindungsmenge  93  X  li 
bilden.  Sie  ist  eine  Punktmenge  des  Verbindüngsraumes.  Sei  nun 
eine  Funktion  auf  93  X:  (£  gegeben.  Wir  können  sie  bezeichnen  mit 
f'{b,  c).  Für  jedes  feste  c  aus  (£  ergibt  .sie  eine  auf  93  definierte 
Funktion  von  b,  für  jedes  feste  b  aus  58  eine  auf  G  definierte 
Funktion  von  c:  wir  wollen  diese  beiden  Funktionen  bezeichnen  mit 
t].[b)  und  /,  ic). 

In  jedem  Punkte  6„  von  93*  kömien  wir  dann  die  beiden  redu- 
zierten Schrankenfunktionen  G' {bf^;  t\,  93),  g' (b^]  t[.,  ^)  auf  $8  von  /"^(t) 
bilden.  Sind  sie  einander  gleich,  d.  h.  (Kap.  IL  §  11,  S.  170)  hat  /], 
in  bQ  einen  Grenzwert  auf  93,  so  schreiben  wir  kurz^}: 

lim  f{b,  c)  =  G'{b^;  /;„  S&)  =  f/\;  /;.,  SB), 

hbo 

und  in  Anlehnung  an  diese  Schreibweise  setzen  wir  allgemein: 
iiii  f{b,  c)==G'(b^,:  /;,  93);     lim  flb,  c)  =  (/(b^,:  f^.,  93). 

In  ganz  analoger  Weise  werden  die  Symbole  definiert: 
lim /'(&,  c);     lim/(fc,c);     lim /"(&,  c). 

Jeder  der  Ausdrücke: 

lim  t\b,  c),      lim  f(b,  c) 


6=6« 


6=6,, 


ist  nun  eine  auf  d  definierte  Funktion  von  c,  für  die  reduzierte 
obere  und  untere  Schranke  in  <?„  auf  (i  gebildet  werden  können; 
wir  bezeichnen  dieee  reduzierten  Schranken  mit : 


(*)  lim  (lim  f(b,  c));  lim(lim  f{b,  c)):    lim  (lim  f{b.  c));   lim(lim  f(b,  c)). 

Offenbar  ist: 

lim  (lim  A&,c))^lim  (lim  f(b,  c)). 

Sind    hierin    beide  Seiten    gleich,    so    haben   alle   vier  Ausdrücke  (*) 


\)  Allgemein   bedeutet   im   folgenden  das  Symbol  lim:  „Grenzwert    in  b^ 
auf  ^";  ebenso  lim:  ,.Grenzwert  in  Cy  auf  ti".  ''    ^o 
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denselben    Wert,    und    wir    bezeichnen    diesen    geraeinsamen    Wert 
kurz  mit: 

lim  (lim  f(b,  c)) , 

und  analog  ist  die  Definition  des  Symboles: 

lim  (lim  t'{b,  c)). 

An  Stelle  von  Satz  I  tritt  nun: 

Satz  W).  Damit  für  die  beschränkte  Funktion  f{b,c) 
die  Formel  gelte: 

(20 )  lim  (Ihn  f{b ,  (•))  =  lim  (lim  f{b,  c)) , 

ist  notwendig  und  hin  reichend,  daß  die  beiden  Bedingungen 
bestehen: 

1.  Es  ist-): 

lim  (lim  f{h.  c)  —  lim  f{b.  c))  =  0: 

(21)  '""  Z"  ^^" 

lim  (lim  f(b,  c)  —  lim  f  {b,  c))  =  0. 

2.  Zu  jedem  e'^O  gehört  eine  reduzierte  Umgebung 
U'(Co)  von  Cfl  in  ß  von  folgender  Eigenschaft:  Zu  jedem 
Punkt  c*  vonll'(co)  gibt  es  eine  reduzierte  Umgebung  U'(6q) 
von  6q  in  SQ.  so  daß: 

(22)  l|m  f{b ,  c)  —  £  <  f{b ,  c*)  <  lim  f{b,c)-^€     a u f  U' (fe«) . 

Die  Bedingungen    sind    notwendig.     Für  1.    ist    dies    evident. 

Denn     das    Bestehen     des    Grenzwertes    lim  (lim  f  (b ,  c))    ist    gleich- 
bedeutend mit:  ''"''»  c=fo 
lim  (lim  f{h.  r))  =  lim  (lim  f{b,  c)), 

h-ha   c=(o  &=&o    f~~ro 

und  daher  mit  der  ersten  Gleichung  (21);    und   ebenso  beweist  man 
die  zweite. 


*)  Dieser  und  die  folgenden  Sätze  wurden  (für  den  9?.^)  bewiesen  von 
E.  W.  Hobson,  Lond.  Proc.  (2)  5  (1907),  225.  Eine  Umformung  von  Satz  VI 
findet  man  bei  P.  Marti notti,  Rend.  Pal.  87  (1914),  28. 

-)  Diese  Bedingung  tritt  an  Stelle  der  Voraussetzung  von  Satz  I,  daß  die 
Grenzwerte  (l)  und  (2)  existieren.  Insbesondere  ist  Bedingung  (21)  erfüllt, 
wenn  die  beiden  Grenzwerte  existieren: 

lim  f(b,  c)    und     lim  f{h.  c). 

C  -    Co  &        i>0 
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Was  nun  Bedingung  2.   anlangt,  so  setzen  wir: 
(23)  lim  f{b,c)==l{c);     lim  f{b.  c)  =  l{c); 

lim  {^f{b,c))  =  l. 

'■=''0     h  =  bo 

Es   ist  also: 

liml(c)  =  lim  Z(c)  =  I. 

C=Co  C  =  Co 

Daher  gibt  es  eine  reduzierte  Umgebung  U'(cq)  von  c^  in  (£,  so  daß: 

i-^<lic)£Hc)<i-{-~     in  U'(co). 

Ist  also  c*  ein  Punkt  von  U'(Co),    so   gibt    es  wegen    der  Bedeutung 

(23)  von  l(c)  und  /(t)  eine  reduzierte  Umgebung  U'(bo)  von  b^  in  93, 
so  daß  auch: 

(24)  ^-|</"(^.e*)</  +  |     inl\'{b,). 

Wegen  (20)  ist  nun  aber  auch: 

lim  {hm  f{b,c))  =  l, 

es  kann  also  W (1^)  auch  so  angenommen  werden,  daß: 

(25)  l-~<:limf(b,c)<ihnf{b,c)<:i-{-^     in  U'(6o)- 

C  — Co  " 

Aus  (24)  und  (25)  aber  folgt  (22),  wie  behauptet. 

Die  Bedingungen  sind  hinreichend.  In  der  Tat,  wir  nehmen 
sie  als  erfüllt  an,  und  zeigen  zunächst,  daß  dann  der  Grenzwert 
existiert: 

^26)  l  =  lim{Ü^f(b,c)). 

«^'•o  6  =  6« 

Wegen  Bedingung  2.  gibt  es  eine  reduzierte  Umgebung  \X' (cq)  von 
r^  in  6 ,  derart,  daß  zu  je  zwei  Punkten  c.  c"  von  U'  [Cq)  eine  redu- 
zierte Umgebung  U'(fco)  von  b^  in  93  gehört,  in  der: 

lim  f{b,  c)  —  s<f{b,  c')<Ü^f{b,  c)  +  €, 
lim  f{b ,  c)  —  £  <  f{b,  c")  <  ih^  /"(fe ,  c)  -f  e . 

C=Co  '^=''<> 

Wegen  der  zweiten  Gleichung  (21)  wird,  wenn  U'(cJ  hinlänglich 
klein  gewählt  ist: 
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(28)  lim  /■(> ,  c')  -  lim  f{h ,  c')  <  e ;     lim  /'(> ,  c")  —  lim  /' {h ,  c")  <  f , 

*     ''o  h~l>(,  ^     f'o  h     fco 

und   infolfjeclessen  wird  es  in   U'^^q)  ein  b*  geben,  so  daß: 

lim  t\h ,  c')  —  f  <  /■(&*,  c)  <  Ijm  t\b ,  cV  i-  ^ , 

(29)  'l!'  '•-^'• 

lim  t\l> ,  c")  —  e<  f{b*,  c")  <  lim  f{b ,  c")  +  e . 

Wegen  der  ersten  Gleichung  (21)  kann  b*  auch  so  gewählt  werden,  daß: 

lim  f[b* ,  c)  ■<  lim  /"(t*,  c)  -f- 1. 

Hieraus,  zusammen  mit  (27)  und  (29)  aber  folgern  wir*): 
\[mf{b,  r)  —  iFii  fip,  c")  |<  5  e;       lim  f{b,  c')  — Hm  t\b,  c")  |  <  5  e. 


6r-6o  6     6 


h~ha  ft=6o 


Nach  Kap.  II,  §  11,  Satz  XI  existieren  also  die  beiden  Grenzwerte: 
lim  (lim  /'(&,  c))     und     lim  (lim  f{b,  c)), 

r     Co  h^ha  c=  fo    ^^|^o 

und  ^^'egen  der  zweiten  Gleichung  (21)   sind    sie    gleich.     Damit    ist 
die  Existenz  des  Grenzwertes  (26)  nachgewiesen. 

Wegen  (26)  und  wegen  Bedingung  2.  gibt  es  nun  ein  c*  und 
eine  reduzierte  Umgebung  W' {b^  von  6„  in  35,  so  daß  die  beiden 
Ungleichungen  gelten : 

(30)  ?  —  f  <  lim  f[h ,  c*)  <  lim  /(& ,  c*)<  /  4-  £ . 

(31)  lim  /\6*,  c)  —  £  <  /"(t*,  c*)  <  iii^  /'(&*,  c)  +  e 

e~Co  e~Co 

für  alle  b*  von  U'(to)- 
Wegen    der    ersten  Gleichung    (21)    kann    ferner    \\' {b^^    so   gewählt 


*)  In  der  Tat,  aus  (29)  folgt: 

t\h*,  C')  ~e<  li^  f{h,  c' )  <  /•(&*,  O  +  f , 

/•(/>*,  c")  —  t  <  h'm  /•(&,  c")  <  f(h*,c")  +  f , 
und  aus  ('27)  folgt: 

lim  f(h*,  c)  —  e<  f\b*,  c')  <r  lim  f{b*,  c)  -f-  2f , 

lim  /Yft*,  r)  —  r  .<  f\b*,  c")  <  lim  f{b*,  c)-i-2f, 

und  somit: 

/■(6*.  c')-A6*,c")'<3f. 


J 
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werden,  daß: 

(32)  \imf{b*,c)  —  Umt\b*,r)<f     für  alle  b*  von  11' (/yj. 

Wegen    der  zweiten  Gleichung  (21)   kann  endlich  c*    und  U'(/y„)    so 
angenommen  werden,  daß: 

( 33)  lim  f{b ,c*)  —  £  <  f  {b*,  c*)  <  lim  f{b,  c*)  +  e 

für  alle  b*  von   ir(^o)- 
Aus  (30),  (31),  (32),  (33)  aber  folgt  für  alle  h*  von  W  [b^]: 
I  liii  f{b*,  c)  —  l\  <  4  £;     ;  lim  /"(6*,  c)  —  Z   <  4  £. 

Das  aber  heißt: 

lira(lim/(&,c))  =  /, 

womit  Satz  VI  bewiesen  ist. 

An  Stelle  von  Satz  II  tritt  nun:   ■ 

Satz  VII.  Gehört  b^,  zu  33*^  —  ^^  und  c^  zu  (i^  —  (i,  so  ist, 
damit  die  beschränkte  Funktion  f{b,c)  in  (^q,  cj  einen 
Grenzwert  auf  $8X0  besitze,  notwendig  und  hinreichend, 
daß  die  beiden  Bedingungen  bestehen: 

1.  Es  ist: 

lim  (lim  f{b,  c)  —  lim  f{b,  c))  =  0; 

lim  (lim  f{b ,  c)  —  lim  f{b ,  c))  =  0. 

c  =  Co    6  =  fco  h^bo 

2.  Zu  jedem  £>>0  gibt  es  eine  Umgebung^)  iV [bf^]  von 
bf^  in  i8  und  eine  Umgebung  U'(C(,)  von  c^  in  S,  so  daß  für 
alle  b*  aus  iV (bo)  und  alle  c*  aus  ll'(co): 

(35)  lim  t\b*,  c)  —  e  <  f{b*,  c*)  <  lim  /'  (&*,  c)  -f  c. 

Die  Bedingungen  sind  notwendig.  Habe  in  der  Tat  fib,  c) 
in  {b^,  Cq)  auf  33  X  S  den  Grenzwert  l.  Ist  dann  t  >>  0  beliebig  ge- 
geben, so  gibt  es  eine  Umgebung  W  (b^)  von  b^,  in  33,  und  11' (C(,) 
von  Co  in  C£,  so  daß  für  alle  b  aus  11' (^q)  "^^^  ^^^^  ^'  ^"^  ^^'(^o)" 

(36)  |/-(fc,f)-/|<|. 


')  Da  nach  Voraussetzung  b^  nicht  zu  iB  gehört,  ist  hier  der  Begriff  der 
Umgebung  und  der  reduzierten  Umgebung  von  b^  in  99  identisch. 
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Infolgedessen  ist  für  alle  b  aus  ir(^o)' 

(87)  \Ü^^f(b,c)  —  l\<^^,    \Umf{b,c)-l\<~, 

also: 

j  lim  f{b,  c)  — lim  f{b,  c)  \<ie, 

womit  die  erste  Gleichung  (84)  nachgewiesen  ist.  Ebenso  beweist 
man  die  zweite. 

Aus  (36)  und  (87)  folgt  aber  auch  (35). 

Die  Bedingungen  sind  hinreichend.  In  der  Tat,  sind  sie  er- 
füllt, so  lehrt  zunächst  Satz  VI  das  Bestehen  des  Grenzwertes: 

(38)  /  =  lim  (lim  f{b,  c))  =  lim  (lim  f(b ,  c)). 

Es  kann  also  die  in  Bedingimg  2,  auftretende  Umgebung  U'  (6q)  von  bg 
in  53   so  angenommen  werden,  daß  für  alle  b*  aus  iV  {bo): 

(39)  i  —  €  <  lim  f  (6*,  c)  £  lim  f{b*,  cXl-{-e. 

Aus  (35)  und  (39)  aber  folgt  dann  für  alle  b*  aus  W' (h^y)  und  alle 
c*  aus  ir(co): 

^  — 2£<f(6*,  c*)<?  +  26, 

d.  h.  es  hat  f{^,c)  in  (bß,  Cq)  auf  ^Xg  den  Grenzwert  l,  womit 
Satz  VII  bewiesen  ist. 

Wir  heben  auch  hier  den  dem  Satz  III  entsprechenden  Spezial- 
fall von  Satz  VII  hervor: 

Existiert  für  jedes  h  aus  58  der  Grenzwert 

l{b)  =  \imf{b,c), 

so  wollen  wir  sagen:  es  konvergiert  f{b,c)  für  c — >-Cq  gleich- 
mäßig für  alle  b  von  33  gegen  Z(^),  wenn  es  zu  jedem  £>0  eine 
reduzierte  Umgebung  11  (cq)  von  Cq  in  d  gibt,  so  daß: 

\f{b,c)  —  l{b)    <is     für  alle  c  von  II [cq)  und  alle  b  von  SQ. 

Dann  folgt  aus  Satz  VII  bei  Beachtung  von  (38) : 

Satz  VIII.  Sei  b^  Punkt  von  33"  —  33  und  c^  Punkt  von 
6"  —  d:  für  alle  b  von  93  existiere  der  Grenzwert: 

l{b)  =  limf{b,c), 

und  für  alle  c  von  ii  existiere  der  Grenzwert: 

m(c)  =  lim  f'{b,  c), 
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und  die  Konvergenz  von  f'{b,c)  gegen  l(b)  sei  gleichmäßig 
für  alle  b.  Dann  hat  f{b,  c)  in  (^o»  ^o)  auf93X(£  einen  Grenz- 
wert  /,  der  gleich   ist  jedem  der  Werte: 

lim  (lim  f(b,c)]  =  Um  (lim  f{b,  c)). 

b      bo  c      Ca  c  ^  Cg  b       bg 

An  Stelle  von  Satz  IV  tritt  liier  der  Satz: 

Satz  IX.  Existiert  für  die  beschränkte  Funktion  f[b,  c) 
der  Grenzwert: 

(40)  lim  (lim /■(?),  c)), 

so  ist   für  die  Gültigkeit  der  Formel: 

lim  (lim  f{b,  c))  =  hm  (lim  f(b,  c)) 

notwendig  und  hinreichend,  daß  die  beiden  Bedingungen 
bestehen: 

1.  Es  ist: 

lim  (lim  /■(&,  r)  —  lim  f(b,  c))  =  0; 
b^-ioc  =  co  ,-:.; 

lim  (lim  f(b ,  c)  —  lim  /' {b,c))  =  0. 

c    =«0   b     bo  ft-Tja 

2.  Zu  jedem  e^O  gibt  es  in  jeder  reduzierten  Um- 
gebung W (Cq)  von  Cq  in  Q,  ein  c*,  und  dazu  eine  reduzierte 
Umgebung  \V (b^)  von  b^  in  33,  so  daß: 

lim  f{b ,  cj  —  £  <  f{b ,  c*)  <  lim  f{b,c)-^e     auf  U'  (^o) • 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Dies  ist  schon  in  Satz  VI 
enthalten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  da  che  Existenz 
des  Grenzwertes  (40)  ausdrücklich  vorausgesetzt  wurde,  gilt  hier 
Ungleichung  (30)  in  einer  reduzierten  Umgebung  U'(fo)  von  c^  in  (?. 
Von  Ungleichimg  (30)  an  aber  kann  der  Beweis  von  Satz  VI  wört- 
ich  wiederholt  werden. 

Satz  X.     Genügt    die    beschränkte    Funktion    f(b,  c)    den 
Bedingungen  1.  und  2.  von  Satz  IX,  so  existiert  der  Grenz- 
w  e  r  t : 
(42)  lim  (iim/'(6,c)). 

In  der  Tat,  aus  den  beiden  Bedingungen  1.  und  2.  folgert  man: 
In    jeder   reduzierten  Umgebung  VL' {cq)    von  c^  in  (5    gibt    es   ein  c* 
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und  dazu  eine  reduzierte  Umgebung  U'(6„)  von  ^„  in  ^>^,  s-o  daß  für 
jedes  Pnnktpaar  h\  h"  aus  U' (/>„): 

l'ib',  c*)  —  lim  f{b',  c)    <  ^ ;       f{b\  &')  —  lim  t\b',  c)  |<  3 ; 
t\b'\  c*)  -  lim  t\h",  c)  1<  ^ ;     \  nh",  c*)  -  lim  l{b",  O  \  <  .^ . 

C^   Co  '"^  0=00 

Weiter  kann  wegen    der    zweiten  Gleichung  (41)  c*   so   angenommen 
werden,  daß: 

ihn  i\b,  c*)  —  lim  f[b,  c*)  <  ^-. 

Dann  ist  aber,    wenn   W  (bo)    entsprechend    klein    angenonnnen  wird, 
auch : 

(44)  '  !/-(6',c*)-A6",c*)i<|.       • 

Aus  (43)  und  (44)  aber  folgt  für  alle  b',  b"  von  W [b^^^. 

\  IM  r{b',  c)  —  lim  f[b",  c) :  <  £ ,     i  lim_  /(&',  c)  —  lim  t{b",  c)  |<  £ . 

C=Co  C=to  C        Co  C        Co 

Nach  Kap.  II,  §11,  Satz  XI  existieren    also   die   beiden  Grenzwerte: 
lim  (lim  f{b,  c))     und     lim  (lim  /(&,  c)), 

6      60  c      Co  ''  ~  ^0  c      Co 

und  wegen  der  ersten  Gleichung  (41)  sind  sie  gleich.    Damit  ist  die 
Existenz  des  Grenzwertes  (42)  nachgewiesen. 


§  10.     Gleichgradig  stetige  Fimktionenniengen. 

Im  engsten  Zusammenhange  )nit  der  Lehre  von  den  Funktionen - 
folgen  stehen  einige  Sätze  aus  der  Theorie  der  Funktionenmengen, 
auf  die  wir  nun  kurz  eingehen  wollen. 

Sei  auf  der  Punktmenge  'ül  eine  Menge  J  von  Funktionen  / 
gegeben.  Sie  heißt  beschränkt,  wenn  alle  /'  von  g"  eine  gemein- 
same endliche  Ober-  und  Unterzahl  besitzen. 

Die  beschränkte  Funktionenmenge  ^  heißt  im  Punkte  a  von  ''K 
gleichgradig  stetig^)  auf  9(,  wenn  es  zu  jeder  Punktfolge  {a„} 
aus  %  mit  linw/^^  =  c/  und  zu  jedem  f^O  einen  Index  n^^  gibt, 
so  daß:         "    * 

(0)  7(0  —  /(«)j<^     f"''   "^"ü  ""*^  ^^^*^  /von  3"- 


')  Dieser  Begriff  wurde  eingeführt  von  G.  Ascoli,  Mem.  Line.  18  (l883j, 
545.     Vgl.  auch  C.  A.  Dell'Agnola,  Atti  Ven.  69  (1909;10),  ]10:i 
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Die  beliebige  Funktionenmenge  ^5'  beißt  gleichgradig  stetig  in  (/  auf 
Vf.  wenn  die  aus  ihr  duich  die  Schränkungstransformation  entstehende 
Funktionenmenge  gleichgradig  stetig  in  <(  auf  V(  ist.  Es  wird  daher 
genügen,  im  folgenden  alle  Beweise  nur  für  beschränkte  Funktionen- 
mengen zu  führen. 

Satz  I.  Damit  die  beschränkte  Funktionenmenge  5 
gleichgradig  stetig  sei  in  a  auf  ?(,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  es  zu  jedem  t\j>  0  eine  Umgebung  U(a)  von 
0   in  9(  gebe,  so  daß: 

(00)     I /■(«')  —  /'(«)   <^^     für  alle  fi'  von  U  («)  und   alle  /   von  ^•. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     Angenommen  in   der  Tat,    sie 

sei  nicht  erfüllt.    Dann  gibt  es  ein  e>>0  und  für  jedes?*  in  U  U;    j 

einen  Punkt  a,,  von  %  und  in  ^-  eine  Funktion  /j^,  so  daß: 

'/.(o-/;,(«)i^^- 

Da  lim  fi^^  =  ri,  if^t  also  ^y  nicht  gleichgradig  stetig  in  a  auf  ■;?(. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  und 
ist  {rt,J   eine  Punktfolge  aus  ^,>(  mit  limfl„  =  rt,  so  liegen  fast  alle  a,, 

in   Ufa),   und  es  ist  somit  wegen  (00)  auch  (0)  erfüllt. 

Satz  11^).  Ist  die  Folge  {/,.}  im  Punkte  a  konvergent, 
und  sind  alle  /,,  stetig  in  a  auf  SU,  so  ist,  damit  die  von 
den  /'.  gebildete  Funktionenmenge  '^  gleichgradig  stetig  sei 
in  0  auf  'i)(,  notwendig  und  hinreichend,  daß  {/'.}  stetig 
konvergent-)  sei  in  a  auf  S}1. 

Die   Bedingung    ist   notwendig.     Sei   in   der   Tat   {/',(«)}    kon- 
vergent: 
(*)  lim /;.(«.)  =  /, 

1=  X 

und  sei  %  gleichgradig  stetig  in  a  auf  ?(.  Ist  dann  {r^^^}  eine  Puiilct- 
folge  aus  ')}[  mit  lima,,  =  «,  so  gibt  es  ein  n^,  so  daß: 

(**)  i />■(",,)  —  f.(«)|-<£     für  )i>»)o  und  alle  r. 


»j  C.  Arzclä,  Mem.  ßol.  (5),  5  (1895),  55;  (5),  8  (1899),  176  (Deutsche 
Bearbeitung  von  J.  Pohl  und  Br.  Rauchegger,  Monatsh.  f.  Math.  16  (1905), 
250).  Vgl.  auch  C.  A.  Dell' Agnola.  Rend.  Line.  19;2  (1910),  106.  Satz  II 
ist,  wie  die  folgenden  Sätze  diese.s  Paragraphen,  ein  allgemeiner  Grenzsatz: 
M.  Frechet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  10. 

-)  Wegen  §  3,  Satz  II,  III  kann  es  statt  dessen  auch  heißen:  gleich- 
mäßig konvergent. 
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Wegen  (*)  gibt  es  ferner  ein  r^,  so  daß: 

(***)  |/;(a)  — /{<£     für     v>Vq. 

Aus  (**)  und  (***)  aber  folgt: 

/;,  (a„ )  —  l\  <^2  E     f ür  M  >  »Q  und  v>Vq, 
und  somit: 

lim       /;(aJ  =  L 

M  =  CO  ,   )■  =r  X 

Es  existiert  also ,   wenn  lim  v^^  =  -\-cc,    der    Grenzwert    lim  /".„(«J, 

f  i  =  00  n  —   CO 

d.  h.  es  ist  {/',.}   stetig  konvergent   in  a  auf  •!?(,   wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Sei  in  der  Tat  {f,.}  stetig 
konvergent  in  a  auf  9(.     Dann  ist,  bei  Beachtung  von  (*) 

r{a;{r,.},%)  =  yia;{t\.},%)  =  l, 

und  mithin  gibt  es,  wenn  {a, J  eine  Punktfolge  aus  91  mit  lim  a„  ==  a 
bedeutet,  zu  jedem  £  >>  0  ein  Uq  und  ein  v^,  so  daß  """" 

(***)  Z  —  £  < /;  (a„)<  r-j- £     für     »i>Ho,  v^r^. 

Aus  (/,.;)  und  (***)  aber  folgt: 

(***)  /■-  («„)  —  /'.'  («)   <  2  «     für     n  ^  «0 ,  r  >  Vo . 

Wegen   der   Stetigkeit   der   /",,    kann   h^    auch    so    groß    angenommen 

werden,  daß 

(tt)      \fr{aj  —  fr{a)\<2e     für     n^n^,  v^  =  l,  2, . .  „v^-l . 

Die  Ungleichungen  (*^*)  und  (||)  zusammen  besagen  aber  die  gleich- 
gradige  Stetigkeit   von  f^  in  a   auf   91.     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

AVir  wollen  nun  eine  auf  %  gegebene  Funktionenmenge  g  kom- 
pakt nennen^),  wenn  es  in  jeder  Funktionenfolge  {f,.}  aus  %  eine 
gleichmäßig  auf  9(  konvergierende  Teilfolge  gibt.  Dann  gelten 
die  folgenden  Sätze-): 


')   Man    kommt    zu    dieser    Terminologie,    indem    man    jede    Funktion   f 
auf  2(  als  Punkt  eines  Raumes  ©  denkt,  den  man  zu  einem  metrischen  macht 
durch    die   Festsetzung:    Sind  /"',  f"   zwei   Funktionen   auf  ?(,    die    durch    die 
^I^Schränkungstransfurmation  übergehen  in  /"*,  /"**,  so  sei: 

r  (/•',  /■")  =  obere  Schranke  von  |  f*  —  f**     auf  51 . 
Konvergenz    der  Punktfolge   {/">,}   aus  <B   gegen   den   Punkt  f  bedeutet  dann 
gleichmäßige    Konvergenz    auf    %    der    Funktionenfolge    {/",,}    gegen    die 
Funktion  f. 

^)  C.  Arzelä,  a.a.O.  Vgl.  auch  P.  Montel,  Ann.  Ec.  Norm.  (3)  24 
(1907),  237,  249.  W.  Groß,  Wien.  Ber.  123  (1914),  806.  L.  Tonelli,  Atti  Tor. 
49  (1914),  4. 
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Satz  in.  Damit  die  Menge  g-  auf  9(  stetiger  Funktionen 
kompakt  sei,  ist  notwendig,  daß  sie  in  jedem  Punkte  von  % 
gleichgradig  stetig  sei  auf  9(. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre  ^  nicht  gleichgradig  stetig 
in  a  auf  9(.    Dann  gibt  es  in  9[  eine  Punktfolge  {a^^}  mit  lim  a„  =  a, 

in  5  eine  Funktionenfolge  {/„},  und  ein  f:>-0,  so  daß: 

(t)  \fnM-fAa)\^e     für  alle  n. 

Wäre  nun  eine  Teilfolge  {f\^  }  von  {f^^}  gleichmäßig,  und  mithin 
(§  3,  Satz  III)  auch  stetig  konvergent  in  a  auf  ?(,  so  müßte  nach 
Satz  II  die  Menge  der  Funktionen  f^  (*=  !>  2, . . .)  gleichgradig  stetig 
sein  in  a  auf  '^i,  im  Widerspruche  mit  (i).  Damit  ist  Satz  III 
bewiesen. 

Was  die  Umkehrung  dieses  Satzes  anlangt,  zeigen  wir  zunächst: 

Satz  IV.     Ist   5[   separabel    und   ^-    eine   in  jedem  Punkte 

von    ?(    gleichgradig    stetige    Funktionenmenge,    so    gibt    es 

in   jeder  Funktionenfolge   {/,,}   aus  '^   eine  Teilfolge,   die   in 

jedem  Punkte  von  'H  stetig  auf  9(  konvergiert. 

Sei  in  der  Tat  93  ein  abzählbarer  und  in  %  dichter  Teil  von  ?(, 
bestehend  aus  den  Punkten: 

In  {/',}  gibt  es  eine  Teilfolge,  sie  werde  bezeichnet  mit  {/y},  so 
daß    limf^^)(6j)    existiert.      In    der    Folge    {f^^^}    gibt    es    eine    Teil- 

folge  {fl^^},   so  daß   limf^'^^(b.^)  existiert,   und   indem  man   so  weiter 

V--X 

schließt,  kommt  man  zu  einer  Folge  von  Folgen: 

(CT.  (CT. ••-{«'••- 

die  die  beiden  Eigenschaften  hat: 

1.  Es  ist  {f';*^''}  Teilfolge  von  {/;(«)}. 

2.  Es  existiert  der  Grenzwert  lim /'(")(fe^). 

»■=» 
Setzen  wir  nun: 

so  ist  {ff'')}  eine  Teilfolge  von  {f,}»  die  auf  ganz  93  konvergiert; 
denn    für    v>7i   gehört    f'''>    zu   {/'")},    so   daß    lim /"M  (& J    existiert. 

v=eo 

Aus  der  vorausgesetzten  gleichgradigen  Stetigkeit  von  f^  folgt 
dann  aber  leicht  auch  die  Konvergenz  von  {f^^'}  in  den  Punkten  von 
51  — S.    Sei  in  der  Tat  a  ein  Punkt  von  2t  — 93.    Es  gibt  in  ^  eine 
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Folge   {ö,  }    mit    lim  &,,  =n.     Sei   e  >>  0    beliebig    gegeben.     Wegen 

der   gleichgradigen   Stetigkeit    von   g-  gibt   es   ein   k,    so   daß    für   je 
zwei  Indizes  r',  r": 

(n)      I /■^••') (6., J - /•*'•'> (") , < I ;    I /•^'•"' (ö,..) - f'"^ («) l< f 

'Wegen  der  Konvergenz  von  {t'^'^b^^^}}  gibt  es  ein  r^,  so  daß: 
(tH)  7'(''U^,)-/'''"U^J    <|     für     /^.,,  /'>v,. 

Die  Ungleichungen  (rt),  (ttf)  zusammen  aber  ergeben: 
'  /■^■•''  (ö)  —  /'^""^  («)!<£     f  wr  '•'  ^  '',) .  ''"  ^  '•(,  > 
d.  h.  die  behauptete  Konvergenz  von  {f^'^")}- 

Es  ist  also  {Z^''}  konvergent  in  jedem  Punkte  von  ')}l,  und 
somit  nach  Satz  II  auch  stetig  konvergent  auf  9(  in  jedem  Punkte 
von  '^i.     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Nun  erhalten  wir  sofort  folgende  Umkehrung  von  Satz  III: 

Satz  V.  Ist  die  Punktmenge  9(  kompakt  und  abge- 
schlossen^), und  ist  die  Funktionenmenge  3"  gleichgradig 
stetig  auf  31  in  jedem  Punkte  von  9(,  so  ist  sie  kompakt. 

In  der  Tat,  nach  Kap.  I,  §  7,  Satz  IV  ist  %  separabel,  nach 
Satz  IV  gibt  es  also  in  jeder  Folge  {/;,}  aus  %  eine  Teilfolge  {f^'^}, 
die  in  jedem  Punkte  a  von  ".?(  stetig  und  mithin  (§  3,  Satz  II)  auch 
gleichmäßig  auf  9(  konvergiert.  Xach  §  3,  Satz  XIII  konvergiert 
dann  {f-''^}  auch  gleichmäßig  auf  "?(.  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Satz  II  ist  Spezialfall  des  Satzes: 

Satz  VI').  Ist  S"  eine  Menge  von  Funktionen,  die  stetig  sind 
in  a  auf  3(,  so  ist  für  die  gleichgradige  Stetigkeit  von  g^  in  a  auf  3( 
notwendig  und  hinreichend,^  daß  jede  Folge  {/",.}  aus  J  stetig  os- 
zilliere in  a  auf  9(. 

Die  Bedingung  ist  notwendig:  Sei  in  der  Tat  5  gleichgradig  stetig 
in  a  auf  5(,  und  sei  {/",.}  eine  Folge  aus  9t.     Wir  setzen: 

/  =  liai/-„. 
Ist  f  ^0  beliebig  gegeben,  so  gibt  es  ein  ^o,  so  daß: 

(1)  /■..(«J<r(a)+|     für  r^r,. 

*)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  SRj: 
Sei  /",.  =-0  in  (— oo,  »■  — 1]  und  [j'+l,+oo),  /■,,(»')==  1  und  /",,  linear 
in  [v —  1.  )•]  und  [v,  v-f-1]-  Dann  ist  die  Monge  der  f^,  gleichgradig  stetig 
in  jedem  Punkte  des  SR,,  es  gibt  aber  in  {/",,}  keine  im  9i,  gleichmäßig  kon- 
vergente Teilfolge. 

■-;  Vgl.  W.  H.  Young.  Lond.  Proe.  (2)  8  (1910),  356. 
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Ist  {a„}    eine   Folge    aus   ?(    mit  lim  a„  =  a,    so    gibt    es    wegen    der    gleich- 

n-oo 

gradigen  Stetigkeit  ein  n^,  so  daß: 

(2)  I  f^  (a„)  —  /"^  (o) ,  <  |-    für  n  ^ no  und  alle  r. 

Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

/",  ((In )  <  f(ci)  -\-e    für    n  ^  n,y    und    »'  ^  Vß, 
und  somit  für  jede  Indizesfolge  {»'/,}  mit  lim  v„  =  -f-CX): 

n—ao 

li^  f^Ja„)£fia). 

Es  ist  also  gewiß: 

ria;  {/•,}.  31)  =  f(a), 

d.  h.  es  ist  •[/"^J-  oberhalb  stetig  oszillierend  in  a  auf  9t.  Ebenso  weist 
man  nach,  daß  1/",.}  unterhalb  stetig,  und  mithin  auch  stetig  oszilliert  in  a 
auf  2t,  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  es  sei  5 
nicht  gleichgradig  stetig  in  a  auf  2t.  Dann  gibt  es  ein  e>0,  eine  Punkt- 
folge {fln}  aus  2t  mit  lim  a„  =  a,  und  eine  Funktionenfolge  ^fj^  aus  %,  so  daß: 

n=ao 

(3j  'f^{a^,)—f^{a)^s     für  alle  >-. 

In  |/V}  gibt  es  eine  Teilfolge  {/V})  die  in  a  konvergiert;  etwa: 

lim  fy.(a)  =  l. 

Wegen  (3)  liegen  fast  alle  Funktionswerte  fv.{ay^)  außerhalb  [l  —  ^,  l-\--~\  . 
Es  gilt  daher  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen: 

r{a;{f,^},%)>l;    y  (a;  {A-J,  2t)< /, 
so  daß  {/"^^   nicht  stetig  oszilliert  in  a  auf  21.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 

§11.    Schranken-  und  Grenzfunktionen   einer  Funktionenmenge. 

Unter  der  oberen  (unteren)  Schranke  der  Funktionenraenge  '^ 
im  Punkte  o  verstehen  wir  die  obere  (untere)  Schranke  der  Menge 
aller  Werte,  die  die  Funktionen  von  ^  im  Punkte  a  annehmen. 
Unter  der  oberen  (unteren)  Schrankenfunktion  von  %  verstehen 
wir  die  Funktion,  die  in  jedem  Punkte  a  gleich  ist  der  oberen 
(unteren)  Schranke  von  f^  in  diesem  Punkte. 

Wir  nehmen  nun  einen  Schnitt  vor  in  der  Menge  der  reellen 
Zahlen,  in  dessen  erste  Komponente  wir  alle  reellen  Zahlen  p  auf- 
nehmen, derart,  daß 

f{c)^P     für  unendlich  viele  f  aus  5. 

Die  diesen  Schnitt  hervorrufende  Zahl  nennen  wir  die  obere  Grenze 
von   5    im   Punkte  a.     Unter   der   oberen   Grenzfunktion   von  g 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.  I.  20 
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verstehen  wir  die  Funktion,  die  in  jedem  Punkte  a  gleich  ist  der 
oberen  Grenze  von  g-  in  diesem  Punkte.  Analog  ist  die  Definition 
der  unteren  Grenzfunktion. 

Satz  I'^.  Ist  5-  gleichgradig  stetig  in  a  auf  91,  so  sind 
obere  und  untere  Schrankenfunktion  von  f^  stetig  in  a 
auf   91. 

Sei  zum  Beweise  i^  die  obere  Schrankenfunktion  von  g.  Ist  {a„} 
eine  Punkt  folge   aus  91   mit   lima„  =  o,    und   ist    £>0    beliebig   ge- 

n=eo 

geben,  so  gibt  es  wegen  der  gleichgradigen  Stetigkeit  von  ^  ein  n^, 
so  daß: 

(0)     /■(«)-!<  /■(«„)  <  /"(«)  +  1     für  n  >  «0  und  alle  f  von  ^. 

Nach  Definition  von  F  ist: 

f{a)<F{a)     für  alle  f  von  %. 
Mithin  wegen  (0): 

f{ajKF(a)-j-^     für  Ji^Wo  ""^  *^^^  /  '^^^  ^'' 
daher  weiter  nach  Definition  von  F: 
(00)  F{aj  <  F(a)  +  e     für  «  ^  «^  . 

Andererseits   folgt  aus  der  ersten  Hälfte  von  (0): 

F{a)<F{aJ-\-  ^      für  für  n^n^, 

und  somit  auch: 

(000)  F{a^)>F{a)  —  e     für  n^v^. 

Die  Ungleichungen  (00)  und  (000)  besagen  die  behauptete  Stetigkeit 
von  F(a).  Ebenso  zeigt  man  die  Stetigkeit  der  unteren  Schranken- 
funktion, und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II').  Ist  ^  gleichgradig  stetig  in  a  auf  91,  so  sind 
obere  und  untere  Grenzfunktion  von  ^  stetig  in  a  auf  9(. 

Sei  zum  Beweise  /'  die  obere  Grenzfunktion  von  j^.  Ist  {a^} 
eine   Punktfolge   aus  91   mit    lim  a^  =  a,    und  ist    £  >>  0   beliebig   ge- 

n=ao  _ 

geben,  so  gilt  wieder  (0).     Nach  Definition  von  f  ist: 
f{a)<Cf{a)-\--     für  fast  alle  f  von  g. 


^)  C.  Arzela,  Mem.  Bei.  (5)  5  (1895),  61.  Satz  I  ist,  wie  die  anderen 
Sätze  dieses  Paragraphen,  ein  allgemeiner  Grenzsatz.  Vermöge  der  Schränkungs- 
transformation  kann  wieder  durchweg  5   a^ls   beschränkt   angenommen  werden. 

")  P.  Montel,  Ann.  fic.  Norm.  (3)  24  (1907),  261. 
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Mithin  wegen  (ü): 

f'(a^)<f{a)-\-£     für  m^^Ho  und  fast  alle  /  von  %; 
daher  weiter  nach  Definition  von  /: 
(00)  f(aj^f(^a)-^e     für  n>n,. 

Andererseits  ist,  nach  Definition  von  f: 

f{a)'^f{a)—  -      für  unendlich  viele  /  von  g; 
und  wegen  (0)  gilt  für  diese  unendlich  vielen  f: 
t'M>f{")  —  ^     für  n^iiQ. 
Nach  Definition   von  f  ist  also  auch: 
(oo)  /K)^/»-^     iürn>n,. 

Die  Ungleichungen  (^q  j  "^^  (o^o)  besagen  die  behauptete  Stetig- 
keit von  /'.  Ebenso  zeigt  man  die  Stetigkeit  der  unteren  Grenz- 
funktion, und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Satz  IIP).  Sei  die  Punktmenge  51  kompakt  und  ab- 
geschlossen'), und  sei  die  Funktionenmenge  5-  beschränkt 
auf  21  und  gleichgradig  stetig  auf  Sil  in  jedem  Punkte  von  91. 
Für  jedes  e^O  genügen  dann  (wenn  /'  und  f  obere  und 
untere  Grenzfunktion  von  %  bedeuten)  fast  alle  /'  von  ^ 
auf  ganz  SS.  der  Ungleichung: 

f-e<r<t-\-e. 

Angenommen  in  der  Tat,  dies  wäre  nicht  der  Fall.  Dann  gäbe 
es  ein  e^O  und  unendhch  viele  f,  für  die  sei  es  die  Ungleichung: 

sei  es  die  Ungleichung: 

r>t-e 

nicht  auf  ganz  SU  gilt.  Nehmen  wir  etwa  ersteres  an.  Dann  gibt  es 
eine  Funktionenfolge  {fy}  in  5,  und  eine  Punktfolge  {ciy}  in  Sli,  so  daß: 

(t)  fy{ay)^f{ay)-\-e     für  alle  v. 

Da  9X  kompakt,  gibt  es  in  {oy}  eine  konvergente  Teilfolge  {«»,}, 
deren  Grenzpunkt  a,  weil  21  abgeschlossen  ist,  zu  2t  gehört. 


1)  P.  Montel,  a.a.O.  262. 

'^)  Diese  Einschränkung  kann   nicht   entbehrt   werden.     Vgl.  das  Beispiel 
S.  304  Fußn.  '). 

20» 
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Wegen  der  gleichgradigen  Stetigkeit  von  %  ist: 

(tt)  /'v  (o)  > /v  (a,.j) — o      f^^r  ^^^^  *'  ^^^  ^'^^^  ^^^^  *• 

Wegen  der  Stetigkeit  von  /"  (Satz  II)  ist: 

(V)  ?(«>»)>/"(«)  — f     für  fast  alle  i. 

Wegen  (f)  ist: 

(t\)  /■.■»(«v.)>fK)  +  e     für  alle  i. 

Aus  (tt),    (Y),    (+\)   aber  folgt: 

/;.  (a)  > /^(a)  4- I     für  fast  alle  i, 

im  W^iderspruche  mit  der  Definition  von  /".  Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Da  zugleich  mit  %  auch  jeder  Teil  von  fy  glcichgradig  stetig  ist,  so  hat 
nach  Satz  II  auch  jeder  unendliche  Teil  einer  gleichgradig  stetigen  Funktionen- 
menge stetige  Grenzfunktionen.  Die  Umkehrung  gilt  nicht;  sei  in  der  Tat  {/V} 
eine  Folge  stetiger  Funktionen,  die  ungleichmäßig  gegen  eine  stetige  Grenz- 
funktion f  konvergiert  (§  8,  S.281),  und  sei  %  die  Menge  der  Funktionen  f^ .  Jeder 
unendliche  Teil  von  ^  hat  dann  zur  oberen  und  unteren  Grenzfunktion  die 
stetige  Funktion  f,  aber  nach  §  10,  Satz  II  kann  2f  nicht  gleichgradig  stetig 
sein.  Die  Funktionenmengen,  in  denen  jeder  unendliche  Teil  eine  stetige 
obere  und  untere  Grenzfunktion  besitzt,  stellen  also  eine  Verallgemeinerung 
der  gleichgradig  stetigen  Funktionenmengen  dar.  Und  in  Verallgemeinerung 
von  §  10,  Satz  IV  gilt  nun: 

Satz  IV^).  Ist  SU  separabel,  und  hat  in  der  Menge  fj  auf  3t 
stetiger  Funktionen  jeder  unendliche  Teil  eine  auf  2t  stetige  obere 
Grenzfunktion,  so  gibt  es  in  jeder  Folge  {/",,}  aus  %  eine  Teil- 
folge {/"y.},  die  gegen  eine  auf  2t  stetige  Grenzfunktion  kon- 
vergiert^). 

Sei  in  der  Tat  SB  ein  abzählbarer  und  in  2t  dichter  Teil  von  2t.  Wie 
beim  Beweise  von  Satz  IV,  §  10  erhalten  wir  eine  Teilfolge  {/"^*')}  von  {/",,}  , 
die  in  jedem  Punkte  von  SB  konvergiert.  Es  genügt,  nachzuweisen,  daß  {/^''^} 
auch  in  jedem  Punkte  von  2t  —  SB  konvergiert,  denn  dann  ist  nach  Voraus- 
setzung die  Grenzfunktion  f  von  {Z"'*"^}  von  selbst  stetig  auf  2t. 

Sei  also  {/"^V}  irgendeine  Teilfolge  von  {/'**'^}.     Nach  Voraussetzung  ist 

sowohl  lim/"W  als  auch  lim /'^''O  stetig  auf  2t;  und  da  auf  SB: 

r=»  »=00 

(*)  lim /•M  =  Fm /•(-,) 


')  W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  8  (1910),  355. 

*)  Der  Unterschied  gegen  Satz  IV  von  §  10  ist  der,  daß  hier  die 
Folge  \fyf}  im  allgemeinen  nicht  stetig  gegen  ihre  Grenzfunktion  kon- 
vergieren wird. 
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ist,  und  93  dicht  in  51  ist,  bo  gilt  (*)  in  allen  Punkten  von  ?l.  Nun  gibt  es 
aber,   wenn  o  ein  Ponkt  von  91  ist,  in  {f^"^}  eine  Teilfolge  {f^^i^},  so  daß: 

lim/-'V(o)  =  nm/'''')(o); 

•     «  v=at) 

wegen  (*)  ist  also:  

lim'/'(»'Ha)  =  lim/"('')(a), 

d.  h.  {/■<*'*  (o)}  ist  konvergent,  wie  behauptet.     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Die  Umkehrung  von  Satz  IV  gilt  nicht,  wie  folgendes  Beispiel  zeigt. 
Sei  91  der  5R,,  und  sei  /;  =  0  in  (—00,0]  und  in[^, +Oo);  /'^(^)  =  1 
und  f^  linear  in  [O,  -]  und  in  [-,    ^].     Wir  setzen: 

f       =-4~f  (fi,v=l,2,...), 

und  betrachten  die  Menge  g  aller  dieser  Funktionen  /"^  ,,.  Für  die  obere 
Grenzfunktion  f  von  g  gilt ; 

Ä0)  =  0;       f(^)  =  l  (v  =  l,2,...), 

also  ist  f  unstetig  im  Punkte  0.  Trotzdem  gibt  es  in  jeder  unendlichen 
Folge  {/],tt,»t}  aus  %  eine  Teilfolge,  die  gegen  eine  stetige  Grenzfunktion 
konvergiert.  In  der  Tat,  dies  ist  trivial,  wenn  unter  den  Indizes  /ij^,  v^  nur 
endlich  viele  verschiedene  auftreten.  Gibt  es  aber  unter  den  v^  unendlich 
viele  verschiedene,  so  konvergieren  die  zugehörigen  f^^^y^  g^^g^n  0-  Gibt  es 
hingegen  unter  den  %'h  nur  endlich  viele,  unter  den  fiu  aber  unendlich  viele 
verschiedene,  so  gibt  es  in  {/)/^,vt}  eine  Teilfolge  {/"/^^ .  > a,}  ,  in  der  alle  n 
denselben  Wert  v*  haben  und  lim  jm^  ^ -[" '^^  ist-     Dann  aber  ist: 

und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

§  12.  Terdichtung  von  Singularitäten. 

Die  konvergenten  Funktionenfolgen,  oder,  was  dasselbe  heißt, 
die  konvergenten  Reihen,  deren  Gheder  Funktionen  sind^),  bilden 
ein  viel  benutztes  Hilfsmittel  zur  analytischen  Darstellung  von 
Funktionen,  die  ein  vorgeschriebenes  singuläres  Verhalten  zeigen. 
Von  bedeutendem  theoretischen  Interesse  ist  hier  das  Prinzip  der 
Verdichtung  (Kondensation)  der  Singularitäten,  dessen  Aufgabe 
es  ist,  aus  einem  analytischen  Ausdrucke,  der  in  einem  gegebenen 
Punkte    ein  singuläres  Verhalten  aufweist,   einen  analytischen  Aus- 


^)  Ist  {/"v}  eine  konvergente  Funktionenfolge,   so  ist  AH"  X(/v+i  —  fr) 

v=l 

eine  unendliche  Reihe,   deren  Teilsummen  gerade  die  Folge  {fv}  bilden. 
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r 

druck  herzuleiten,  der  dasselbe  singulare  Verhalten  in  einer  un- 
endlichen Punkt  menge  aufweist. 

Der  erste,  der  sich  ollgeinein  mit  dieser  Aufgabe  beschäftigte, 
war  H.  HankeP):  Ist  q){y)  eine  Funktion  der  reellen  Veränderlichen  y, 
die  eXwsi  für  y  =  0  das  singulare  Verhalten  aufweist,  so  setzt  er: 

''  00 

Sy{x)=^  ^ A^cpi&in  kjix);     5(a';  =  lini  s,. {x)  =  ^ A,^(p (si nkjix). 

Da  99  (sin  Ä:  71  x)  das  singulare  Verhalten,  das  (p  im  Nullpunkte  auf- 
weist, in  allen  rationalen  Punkten  vom  Nenner  k  aufweisen  wird, 
so  läßt  sich  erwarten,  daß.  wenigstens  bei  geeigneter  Wahl  der 
KoeTiizienten  A/.,  die  Funktion  s{x)  dieses  Veihalten  in  allen  ratio- 
nalen Punkten  der  ic- Achse  aufweisen  wird.  Inwiefern  dies  für  ge- 
wisse einfache  Singularitäten  wirklich  zutrifTt,  wurde  von  U.  Dini''^) 
ausführlich  behandelt. 

Diese  Hankeische  Methode  leidet  aber,  wie  G.  Cantor  ausge- 
führt hat^i.  an  folgenden  Mängeln.  Erstens  weisen  an  einer  ratio- 
nalen Stelle  x=      unendlich    viele    Glieder    der    s  (x)    darstellenden 

Reihe  die  fragliche  Singularität  auf  (nämlich  alle,  deren  Index  k  ein 
Vielfaches  von  q  ist),  so  daß  es  denkbar  ist,  daß  diese  Singulari- 
täten sich  gegenseitig  zerstören'*);  zweitens  werden  durch  die  Ein- 
führung des  Sinus  unnötige  Komplikationen  eingeführt,  die  mit  dem 
Wesen  der  Sache  nichts  zu  tun  haben;  drittens  ist  die  Menge  der 
Punkte,  auf  welche  die  fragliche  Singularität  übertragen  wird,  sehr 
spezieller  Natur.  G.  Cantor  hat,  einer  Anregung  von  K.  Weierstraß 
folgend,  das  nachstehende,  von  diesen  Mängeln  freie  Verfahren  an- 
gegeben : 

Es  sei  ^^.  (Ä=1.2,...)  eine  beliebige  abzählbare  Menge  von 
Punkten  des  $R/'^),  und  es  sei  wieder  (p{y)  eine  Funktion,  die  an  der 
Stelle  y  =  0  eine  bestimmte  Singularität  aufweist.  Bildet  man  dann 
die  Funktion: 

(0)  s{x)=2;a,^{x-^^,), 

80    läßt    sich    erwarten,    daß  die  Funktion  .s(a;),    wenigstens   bei  ge- 


*)  H.  Hankel,  Gratulationsprogr.  d.  Tübinger  Univ.  1870  =  Math.  Ann.  20 
(1882),  77-=08tw.  Klass.  Nr.  158,  61. 

^)  U.  Dini,  Grundl.  f.  e.  Theorie  d.  Funkt.  157  ff. 

=')  G.  Cantor,   Literar.  Centralbl.  1871,  150;    Math.  Ann.  19  (1882),  588. 

*)  Ein  Beispiel  hiefür:  Ph.  Gilbert,  Bull.  Ac.  BeJg.  (J)  23  (1873),  428. 
Vgl.  auch  G.  Darboux,  Ann.  £c.  Norm.  (J)  4  (1875),  58. 

^)  Die  Übertragung  auf  mehrdimensionale  Räume  (Funktionen  von  mehreren 
Veränderlichen)  ist  unmittelbar. 
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eigneter  Wahl  der  Koeffizienten  A^,  die  fragliche  Singularität  an 
jeder  Stelle  f,  aufweisen  wird.  Auch  dieses  Verfahren  wurde  näher 
untersucht  von  U.  Dini^).  Wir  werden  weiterhin  wiederholt  von 
diesem  Verfahren  Gebrauch  machen;  hier  sei  nur  folgendes  erwähnt: 
Ist  (f{y)  eine  bcschränitte  Funktion,    die  im  Punkte  2/  =  0  un- 

30 

Stetig,  sonst  überall  stetig  ist,  und  ist  ^  !  ^^  i   eigentlich  konvergent, 

SO  ist  die  Reihe  (0)  eigentlich  gleichmäßig  konvergent.  Nach 
§3,  Satz.  XfV  ist  also  die  durch  sie  dargestellte  Funktion  s{x)  in 
jedem  van  allen  $^  verschiedenen  Punkte  der  x-Achse 
stetig.  Aus  demselben  Grunde  stellt  die  aus  der  Reihe  (0)  durch 
Weglassung  des  Ä:-ten  Gliedes  entgehende  Reihe  eine  auch  im  Punkte 
1^  stetige  Funkfcion  dar,  sodaßs(a;)  tatsächlich  im  Punkte  ^^  eine 
ebensolche  (vom  Gliede  A,^(p{x  —  Q  herrührende)  Unstetigkeit 
aufweist,  wie  9? (?/)  im  Nullpunkte.  Je  nachdem  ob  man  im  (p{y) 
eine  Funktion  wählt,  deren  Unstetigkeit  im  Nullpunkte  von  erster 
oder  zweiter  Art  ist  (Kap.  IIJ,  §  6,  S.  216)  erhält  man  für  s{x)  eine 
punktweise  unstetige  Funkfcion,  deren  sämtliche  Unstetigkelten  von 
erster  bzw.  zweiter  Art  sind. 

Ein  Beispiel  findet  sich  bereits  bei  B.  Riemann*).  Es  bedeute  das 
Symbol  (x)  die  Funktion  der  Periode  1,  die  in  |0,  1]  gegeben  ist  durch: 

{x)  =  x     in     [0,1);       (i)  =  0;       {x)  =  x  —  l     in     {\,l], 
und  es  werde  betrachtet  die  unendliche  Reihe: 

(00)  aW=^<-^. 

v=l 

Da  die  Reihe  ^OOj  eigentlich  gleichmäßig  konvergiert,  kann  ihre  Summe 
8(x)  nur  dort  unstetig  sein,  wo  mindestens  einer  ihrer  Summanden  unstetig 
ist.  Sie  ist  also  überall  stetig,  ausgenommen  die  rationalen  Punkte  x  —  x  .^  ^  • 
Eine  einfache  Überlegung  s)  zeigt,  daß  sie  in  jedem  dieser  Punkte  tatsächhch 
austetig  ist  (und  zwar  von  erster  Art,  ebenso  wie  (x)  im  Punkte  |). 

Ein  SeitensLück  zu  dem  oben  besprochenen  Verdichtungsverfahren,  wobei 
aber  statt  unendlicher  Reihen  unendHche  Produkte  verwendet  werden,  bildet 
ein  Verfahren  von  T.  Brodln*)  zur  analytischen  Darstellung    punktweise  un- 


')  ü.  Dini,  a.  a.  0.  188  ff.     Man  findet  dort  viele  Beispiele. 

«)  B.  Riemann,   Habilitationsschr.  1854.    =    Ges.  Werke,  2.  Aufl.,   242. 

3)  Diese  ergänzende  Überlegung  ist  hier  deshalb  nötig,  weil  bei  diesem 
Beispiele  (ähnlich  wie  bei  der  Hankeischen  Methode,  und  im  Gegensätze 
zur  Cantorschen  Methode)  in  dem  Punkte  x  =  ±^^^  unendlich  viele 
Summanden  von  (00)  unstetig  sind. 

*)  T.  Brodln,  Math.  Ann.  51  (1899),  299. 
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Pictiger  Funktionen  einer  Veränderlichen,  deren  sämtliche  Stetigkeitsstellen 
Nullstellen  eind. 

Er  geht  aus  von  folgender  Darstellung  der  reellen  Zahlen:  Sei  Z, ,  i^ ,  •  •  • ,  ir . .  ■  • 
eine  gegebene  Folge  natürlicher  Zahlen  ^2;  dann  kann  jedes  reelle  x  in  der 
Form  geschrieben  werden: 

wo  fo  eine  ganze  Zahl,  die  übrigen  Sv  (»'^1)  der  Ungleichung 

0  ^  £v  ^  iv  —  1 

genügende  ganze  Zahlen  bedeuten.  Diejenigen  x,  die  einer  endlichen  Dar- 
stellung der  Form  (1)  fähig  sind  (f>,  =  0  für  fast  alle  v),  mögen  von  erster, 
die  übrigen  von  zweiter  Art  heißen.  Jede  Reihe  (1),  in  der  nicht  cv=0 
für  fast  alle  v  oder  f>.  =  /i — 1  für  fast  alle  v,  stellt  eine  Zahl  der  zweiten 
Art  dar. 

Wir  setzen  zur  Abkürzung: 

■Ljv  -— ^  t^  ^2  •  •  *  'v  • 

Ferner  bedeute  R  (x)  den  Abstand  der  Zahl  x  von  der  nächstgelegenen  ganzen 
Zahl*).  Offenbar  ist,  wenn  in  (1)  der  Koeffizient  fy+i  einen  der  Wert« 
0,  1,  I,.+i  —  2,  ?,-(-i  —  1  hat: 

(2)  R  (Ly  ■x)<j^. 

Man  entnimmt  daraus  leicht:  Ist  lim  ?r  = -|- CX) ,  so  bilden  diejenigen  x  der 
zweiten  Art,  für  die  *  =  " 

(3)  \imR{Lyx)  =  0 

ist,  eine  Menge,  die  in  jedem  Intervalle  die  Mächtigkeit  c  hat.  Natürlich  hat 
auch  die  Menge  jener  x  der  zweiten  Art,  für  die  (B)  nicht  gilt,  in  jedem 
Intervalle  die  Mächtigkeit  c ;  und  im  Falle,  daß  die  ly  unter  einer  endlichen 
Schranke  bleiben,  gibt  es  überhaupt  kein  x  der  zweiten  Art,  für  das  (3) 
gelten  würde. 

Für  das  Folgende  ist  es  nun  zweckmäßig,  alle  Iv  ungerade  zu  wählen. 
Bildet  man  die  Funktionen  cos  2  :7rlyva;,  so  erfüllen  ihre  Nullstellen  mit  wachsen- 
dem V  den  9^1    überall    dicht.     Das    Produkt    aus    diesen    Funktionen    selbst: 

TTcos2:iLyX  ist  aber   für    unsere   Zwecke    nicht   verwendbar,    denn    an   den 
1  =  1 

Stellen  x  =  ^"'j"^  ist  es  nicht  konvergent,  da  für  v^n  seine  Faktoren  den 
Wert  —  1  haben.    An  seiner  Stelle  betrachtet  deshalb  Brod6n  das  Produkt*): 

00 

(4)  p{oc)^^  TT  ff' {cos  2  JzLvx), 

v=l 

wo  gesetzt  ist: 

')  D.  h.:  Ist  V  eine  ganze  Zahl,  so  daß  v^x  <Cv-\-\,  so  ist  JB(a;)  die 
kleinere  der  beiden  Differenzen  x  —  v  und  v-\-\  —  x. 

OD 

*)  Man  könnte  statt  dessen  auch  das  Produkt  TT  (cos  2  ji  Ly  xy  hetr&chtcn 
(T.  Brod6n,  a.  a.  0.,  318).  ^=1 

i 
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Man  erkennt  nämlich   leicht,    daß   das  Produkt  JJfiVy),   wenn  alle  i  t/r  i  ^  1 

v=l 

sind,  stets  gegen  einen  endlichen  Wert  konvergiert,  und  daß,  wenn  alle  J/v  =t=  0 

OD 

sind,    dieser   Wert  4=0  oder  =0  ist,  je  nachdem    ^   (1  — j/v)  eigentlich  kon- 

vergiert  oder  nicht.  Dies,  zusammen  mit  dem  oben  über  die  Darstellung  (1) 
Gesagten  lehrt  nun: 

Das  Produkt  (4)  konvergiert  für  jedes  x  gegen  einen  endlichen  Wert. 
Dieser  Wert  ist  =|=  0  für  alle  x  der  ersten  Art  (da  in  diesem  Falle  alle  Faktoren 
unsres  Produktes  =^  0  und  fast  alle  =  1  sind).  Bleiben  die  h  unter  einer  end- 
lichen Schranke,  so  hat  das  Produkt  für  alle  x  der  zweiten  Art  den  Wert  0.  Ist 
lim  lv=  -\-00,  80  zerfallen  die  x  der  zweiten  Art  in  zwei  Mengen,  deren  jede 

V=CD 

in  jedem  Intervalle  die  Mächtigkeit  c  hat  und  auf  deren  einer  der  Wert  des 
Produktes  =f=  0  ist  (sie  enthält  jedes  x,  für  das  für  fast  alle  »•  Ungleichung  (2) 
gilt),  während  auf  der  anderen  der  Wert  des  Produktes  =0  ist  (sie  enthält 
jedes  X,  für  das  nicht  (.3)  gilt). 

Man  beweist  über  die  durch  (4)  dargestellte  Funktion  p  (x)  noch  leicht: 
ihre  sämmtlichen  Nullstellen  sind  Stetigkeitsstellen.  Sowohl  diea;,  in  denen^(z) 
positiv  ist,  als  diejenigen,  in  denen  p  (x)  negativ  ist,  liegen  auf  der  x-Achse 
dicht.  Jedes  x  der  ersten  Art  ist  Grenzwert  von  andern  x  der  ersten  Art, 
für  die  p  (x)  ober  einer  positiven  Zahl  verbleibt,  so  daß  in  jedem  Intervalle 
die  Menge  aller  Punkte,  in  denen  für  die  Schwankung  co  von  p  (x)  gilt  w^k, 
für  jedes  hinlänghch  kleine  positive  k  unendlich  ist,  während  bei  den  durch 
das  Hankeische  oder  Cantorsche  Verdichtungsverfahren  hergestellten  punkt- 
weise unstetigen  Funktionen  diese  Menge  stets  in  jedem  endlichen  Intervalle 
endlich  ist^). 

§  13.  Die  Boreischen  Reihen. 

An  G.  Cantors  Verdichtungsverfahren  knüpft  sich  ein  Typus  von  Reihen, 
die  von  £.  Borel  näher  untersucht  wurden-). 

Es  bedeute  fv  (v=l,2,  . . .)  irgendeine  abzählbare  Punktmenge  31  des 
9?!,  mr  (v  =  l,2,  ..,)  eine  beschränkte  Folge  positiver  Zahlen,  sie  mögen 
sämtlich  der  Ungleichung  genügen: 

niv  ^tn         (v  =  1,  2,  .  .  .) , 

CO 

und  endlich  bedeute  y,  -^y  eine  Reihe  positiver  Zahlen  von  endlicher  Summe. 


Wir  betrachten  die  Reihe: 


(0)  s  (X)  =  >7 ^— -  (m.  £  m) 


\x  —  I» 


Verstehen   wir   für    x  =  fv   unter     x  —  Sr     *"*'  den  Wert  4-00,    so  hat  diese 
Reihe  in  jedem  Punkte  von  2t  den  Wert  -}"^^.  Jii  jedem  nicht  zu  Sl"  gehörigen 


1)  Vgl.  U.  Dini,  Grundl.  f.  e.  Theorie  d.  Funkt.,  161,  190. 
«)   fi.    Borel,    C.   R.    118    (1894),    340;    Le9.   s.   I.    th^orie    des    fonctions 
(1898),  62. 
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Punkte  ist  sie  eigentlich  konvergent.  Fraglich  bleibt  ihr  Verhalten  in  den 
Punkten  von  ?l°— 31. 

Da  die  Teilsummcn  von  (0)  stetig  sind,  ist  die  Menge  93» (A)  aller  Punkte, 
in  denen  die  v-te  Teilsuniine: 

Sy  (x)  >  k 

ist,  offen.     Infolgcdcspen  i<t  die  Menge  iöit  aller  Punkte,  in  denen 

s  (x)  >  k 

ist,  als  Vereinigung  aller  <8k  {k)  (»•  =1,2,...)  ebenfalls  offen  (Kap.  I,  §  2,  Satz  VII). 
Daher  ist  die  Menge  S8  aller  Punkte,  in  denen 

s{x)  =  -}-(X) 

ist,  als  Durchsc'hnitl  der  Mengen  58„  (7i  =^  1 ,  2,  .  .  .)  ein  o- Durchschnitt.  Besitzt 
also  31  (und  mithin,  wegen  'Jt-^iö,  auch  93)  einen  insichdichtcn  Teil,  so  hat 
(Kap.  I,  §  8,  Satz  IX)  93  die  Mächtigkeit  c,  und  es  gibt  somit,  außer  den  ab- 
zählbar \'ielen  Punkten  von  5t,  noch  eine  Menge  der  Mächtigkeit  c 
von  Punkten,  in  denen  s(x)  =  -["'^^- 

Wir  bemerken  noch,  daß  93  von  zweiter  Kategorie  in  31°  ist.  In 
der  Tat,  wegen  5l-<33r  ist  ^-8  dicht  in  31°;  also  ist,  wegen  93  •<  93« ,  auch  jede 
Menge  93„  dicht  in  31°.     Und  da  93„  offen,  also  die  Menge: 

G,!  =-  9t°  —  31"  93» 
abgeschlossen  ist,  so  ist  G„  nirgends  dicht  in  31°.     Also  ist  das  Komplement 
von  93  zu  31°: 

)>V^  _  35  =  6.  -f  (£.,  4-  •  •  ■  -f-6n  +  •  •  • 
von    erster    Kategorie    in   31°,    und  somit    (Kap.  I,  §  8,    Satz  XVII)  93   von 
zweiter  Kategorie  in  31°,  wie  behauptet*). 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  bei  geeigneter  Wahl  der  Koeffizienten  Ay  in 
(0)  noch  eine  weitere  Aussage  über  die  Menge  93  gemacht  werden  kann. 

Sei      y^  Uy  eine  eigentlich  konvergente  Reihe  positiver  Zahlen.    In  jedem 
1=1 
Punkte,  in  dem  für  alle  i-: 

A 


ix  — ^vT" 

oder,  was  dasselbe  heißt: 

(00)      .  'Z-^r\z{^Y      ^^^''^ 

ist,  wird  auch  die  Reihe  (0)  eigentlich  konvergieren 2).  Mit  anderen  Worten:  In 
jedem  Punkte  x,  der  keinem  der  Intervalle  (fv  —  Vr,  ^r-\-Vy)  (v=l,  2,  .  .  .) 
angehört,  wird  die  Reihe  (0)  eigentlich  konvergieren. 


*)    Dies    folgt    übrigens    auch    unmittelbar    aus   Satz   V    von    §   7.      Vgl. 
W.  H.  Young,  Mess.  of  math.  1907,  54. 

*)  In  der  Tat,  ist  \x  —  ^y\<1,  so  ist 

Ay  ^  Ay  ^ 


\X-^yr--\x-^y^ 

ist  hingegen     x  —  |r  1  ^  1,  so  ist : 

^^—<Ay 

Iz-^yrr- 
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Sei  nun  g  irgendeine  positive  Zahl.     Wir  setzen: 


Ay 

^  \guv/ 


Indem  wir  an  der  Reihe  der  Uy'  ebenso  argumentieren,  wie  vorhiq  an  der 
Reihe  der  Uy ,  finden  wir:  In  jedem  Punkte  x,  der  keinem  der  Intervalle 
(^y— Vv',  ^K  +  Vv')  (v=l,2,...)  angehört,  ist  die  Reihe  (0)  eigentlich  kon- 
vergent. 

Angenommen  nun,  die  Reihe  der  iv  sei  eigentlich  konvergent.  Dann  i-st 
auch  (für  jedes  positive  g)  die  Reihe  der  Vv  eigentlich  konvergent.  Wir  lassen 
nun    die    Zahl  gr  eine    wachsende    Folge  {gu}   mit    lim  ^rt  = -|- OO  durchlaufen, 

und  bezeichnen  die  mit  Hilfe  der  Zahl  ^^  gebildete  Intcrvallmenge  (fv  —  tv', 
^y-{-Vy')  (v=  1 ,  2,  .  .  .)  mit  3fc.  Dann  kann  ^k  auch  aufgefaßt  werden  als  Ver- 
einigung abzählbar  vieler  zu  je  zweien  fremder  Intervalle,  und  es  ist  !3fc-(-i*^3fc- 
Die  Summe  der  Längen  der  (zu  je  zweien  fremden)  Intervalle  von  Sit  bezeichnen 
wir  als  den  linearen  Inhalt  /« (5fc)  ^OQ  ySk- 

/'  (3a)  £22Jvy'  =  2  gu     ^  ^Vr. 

Infolgedessen  ist: 

lim^(3;k)  =  0. 

fc=oo 

Man  sagt  deshalb,  der  Durchschnitt: 

■i,  —  v'l     v>>     ■  ■  •     ■O«     •  •  " 

habe  den  linearen  Inhalt  0*),  ebenso  jeder  Teil  dieses  Durchschnittes. 

Da  nun  außerhalb  D  die  Reihe  (0)  überall  eigentlich  konvergiert,  so  sehen 

XI 

wir:  Ist  y^v,.  eigentlich  konvergent,    so  ist  auch  die  Reihe  (0)  überall  eigent- 

»-=1 
lieh  konvergent,  abgesehen  von  einer  Menge  des  Inhaltes  0 . 

Nun  w£ir  iv  gegeben  durch  (00),  worin  die  Ur  irgendwelche  positive 
Zahlen  von  endlicher  Summe  waren.    Wir  köim.-n  also  immer  dann-)  erreichen, 

"        _i_ 
daß  die  Reihe  der  iv  eigentlich  konvergiert,    wenn    nur    die  Reihe    ^  .4^  "  + 1 

v  =  l 

eigentlich  konvergiert.     In  der  Tat,  wir  haben    dann  nur  zu  setzen: 

Mr  =^  .4,, "» + 1  ,     und  somit:     Vr^A^^  +  i. 

Wir  haben  also  gezeigt: 

Satz    1.      Sind    die    Ay  {v  =^l,  2,  .  . .)    positive    Zahlen,    für    die 

V'.4,»"  +  i  eigentlich  konvergiert,    und   sind    die  Wr  positive  Zahlen 


^)  Näheres  über  den  Inhalt  von  Punktmeng'^n  in  Kap.  VI,  ij  8. 

*)  Aber  auch  nur  dann;  denn  aus  der  bekannten  Cesäro-Hölderschen 

Ungleichung  (0.  Holder,  Gott.  Nachr.  1899,  44)  folgt,  daß  gleichzeitig  mit  ^t*t 

1  _m__  1 

und  y^Vr  auch   VitK^in  Vr'i^-M=    y^^^^  +  i  eigentlich  konvergiert. 
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<,m,  so  ist  die  Reihe  (0)  überall  eigentlich  konvergent,  abgesehen 
von  einer  Menge  des  (linearen)  Inhaltes  0. 

Es  hat  keinerlei  Schwierigkeiten,  die  Untersuchungen  auf  den  91^  (und 
ebenso  auf  den  9i„)  zu  übertragen.  Sei  2t  eine  abzählbare  Menge  von  Punkten 
i^v,  »;,■)(•-=  1 ,  2,  .  . .)  des  9\.j.     Wir  setzen: 


und  betrachten  die  Reihe: 

\~f  Av 

(*)  ^^''y'^==2j^^' 

r=l 

wo  die  Av  und  die  viv  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  (0).    Ist  wieder    ^  «r 

v=l 

eine  eigentlich  konvergente  Reihe  positiver  Zahlen,  so  wird  jetzt  (*)  eine  end- 
liche Summe  haben  in  jedem  Punkte,  in  dem  für  alle  >•: 

1 

Wir  legen  um  jeden  Punkt  (S^,  i]\  den  Kreis  vom  Radius  Vv ,  und  an 
der  früheren  Überlegung  ändert  sich  nichts,  als  daß  an  Stelle  des  Inhaltes 
der    dort    betrachteten  Intervallmenge    nun    hi^r    der  Inhalt    der  Vereinigung 

CO 

aller  dieser  Kreise  tritt.     An  Stelle  der  dort  gemachten  Annahme,   daß  ^  Vv 

v=l 

CO 

eigentlich  konvergiert,  wird  also  hier  die  Annahme  treten  müssen,  daß  ^  Vv* 

eigentlich   konvergiert,    und    das    kami    man    immer    dann*)    erreichen,    wenn 

>  .4y"  +  2  eigentlich  konvergiert:  man  hat  nur  Uv  =  ily"  +  2  zu  wählen.  Das  gibt 

den  Satz: 

Satz    II,      Sind    die    -4v  (v=  1,  2,  . .  .)    positive   Zahlen,    für    die 

OD  2 

y^  J.^"+2  eigentlich  konvergiert^),  und  sind  die  tu»,  positive  Zahlen 
»■=1 

^tn,  80  ist  die  Reihe  (*)  überall  eigentlich   konvergent,   abgesehen 
von  einer  Menge  des  (ebenen)  Inhaltes  0. 

Setzen  wir  darüber  hinaus   wie   in  Satz  I  voraus,    daß  auch^.4^»»  +  i 


')  Aber  auch  nur  dann;  denn  aus  der  Cesäro-Höl  derschen  Ungleichung 

folgt,daß  gleichzeitig  mit  ^  Uv  und    ^/Vv   auch    V^uv« +  a  Vy^Tä  =    S^Av'*  +  ^ 
eigentlich  konvergiert. 


*j  Im   8?„  muß^^^m  +  n  eigentlich  konvergent  sein. 
♦■=1 
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eigentlich   konvergiert,    so    können  wir    wieder  tiv  =  A^">  +  i   und    mithin    auch 

1 
Uv  =  ilv'"  +  i  wählen.  Ea  ist  dann  nicht  nur  die  Summe  der  Inhalte,  sondern 
auch  die  Summe  der  Radien  der  um  die  Punkte  (f^ ,  r/ J  gelegten  Kreis©  end- 
lich. Nun  ist  auf  jeder  Goraden,  die  außerhalb  aller  dieser  Kreise  verläuft, 
die  Reihe  (*)  eigentlich  gleichmäßig  konvergent.  Ersetzt  man  wieder,  wie 
oben,  Uv  durch  Uv'=gUv  und  läßt  wieder  y  eine  Folge  {^&}  wachsender 
Zahlen  mit  lim  ^k  = -f- oo  durchlaufen,  so  erkennt  man: 

Satz   III.      Sind    die    Ay  {y  =1 ,  2,  . .  .)  positive    Zahlen,     für    die 

yAy'^  +  ^  eigentlich  konvergiert,   und  sind  die  nty  positive  Zahlen 
»•=1 

^t»,  80  bilden  für  jede  Schar  ^  paralleler  Gerader  die  Schnitt- 
punkte derjenigen  Geraden  aus  ^,  auf  denen  die  Reihe  (*)  nicht 
gleichmäßig  gegen  eine  beschränkte  Grenzfunktion  konvergiert, 
mit  einer  beliebigen  Geraden  G  auf  G  eine  Menge  des  (linearen) 
Inhaltes  0. 

Man  kaim  noch  dies  Resultat  auf  andere  Kurvenscharen  übertragen; 
auch  lassen  sich  Bedingungen  angeben,  unter  denen  auf  gewissen  Kurven  die 
Reihe  (*)  beUebig  oft  gliedweise  differenziert  werden  kann.  Wegen  dieser 
Fragen,  sowie  wegen  der  funktionentheoretischen  Anwendungen  der  Boreischen 
Reihen  muß  auf  die  Darstellung  von  Borel  verwiesen  werden. 


Fünftes  Kapitel. 
Die  Bairesclien  Funktionell. 

§  1.   Funktionen  «-ter  Klasse. 

Der  Übergang  von  den  Funktionen  fv  einer  konvergenten  Funk- 
tionenfolge {/i,}  zur  Grenz funktion  /'=lim/j,  ist  das  wichtigste  analy- 

V  ^=   CO 

tische  Hilf.'mi.tel,  um  aus  einfacheren  Funktionen  kompliziertere 
herzustellen.  Wir  fasten  als  die  einfachsten  Funktionen  auf  einer 
gegebenen  Menge  '31  die  auf  %  stetigen  Funktionen  auf  und  wollen 
nun  systematisch  die  Funktionen  studieren,  die  ausgehend  von  stetigen 
Funktionen  durch  beliebig  oftmaligen  Grenzübergang  gebildet  werden 
können  ^). 

Wir  definieren  nun^)  für  jede  transfinite  Ordinalzahl  a  der  ersten 
oder  zweiten  Zahlklasse  Funktionen  a-ter  Klasse  auf  31  durch 
die  Festsetzung:  Die  Funktionen  0-ter  Klasse  auf  51  sind  die  auf  91 
stetigen  Funktionen^);  ist  {f^}  eine  auf  51  konvergente  Funktionen- 
folge, in  der  jede  Funktion  fy'zu  einer  Klasse  «,,  <^ «  gehört.,  während 
die  Grenzfunktion  /  =  lim  fy  zu  keiner  Klasse  a.'  <^  a  gehört,  so  heißt'  / 

V  ^  00 

eine  Funktion  «-ter  Klasse  auf  21.  Von  erster  Klasse  auf  21  sind 
demnach  diejenigen  Funktionen,  die,  ohne  auf  21  stetig  zu  sein,  Grenz- 
funktion einer  Folge  auf  21  stetiger  Funktionen  sind  usf.  Wo  über 
die  zugrunde  gelegte  Menge  2t  kein  Zweifel  sein  kann,  sprechen  wir 
kurz  von   „Fuuktionen  «-ter  Klasse". 


')  Ist  %  der  ^^,  so  ist  bekanntlich  jede  auf  21  stetige  Funktion  Grenz- 
funktion einer  Folge  von  Polynomen.  Die  durch  iterierte  Grenzüberpänge 
aus  stetigen  Fuuktionen  herstellberen  Funktionen  sind  dann  also  auch  durch 
iterierte  Grenzübergänge  aus  Polynomen  darstellbar:  sie  sind  „analytisch  dar- 
stellbar".   Näheres  b^eiüber  H.  Lebesgue,  Journ.  de  math.  (6)  1  (1905),  1  ff. 

«)  Nach  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (ISO'i),  68. 

^)  Abweichend  hiervon  werden  manchmal  nur  diejenigen  Funktionen  als 
von  0-ter  Klasse  auf  2(  bezeichnet,  die  zu  einer  auf  21°  stetigen  Funktion 
erweitert  werden  können. 
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Die  Funktionen,  die  einer  Klasse  a'  <C  a  angehören,  nennen  wir 
von  geringerer  als  a-ter  Klasse;  diejenigen,  die  einer  Klasse  a' ^ « 
angehören,  nennen  wir  von  höchstens  a-ter  Klasse*). 

Eine  Weiterführung  dieser  Klasseneinteilung  über  die  Zahlen  der 
ersten  und  zweiten  Zahlklasse  hinaus  ist  unmöglich").  Denn  ist  {/;,} 
eine  konvergente  Folge  von  Funktionen  auf  lU,  und  ist  /;,  von  üy-ter 
Klasse  auf  *M,  so  gibt  es  nach  Einleitung  §4,  Satz  XIII,  wenn  alle 
rt„  <C  ft>i  sind  (cOj  bedeutet  die  Anfangszahl  von  3.3)1  auch  eine  Zahl 
ß<^co^,  so  daß : 

ay<^ß     für  alle  v , 

und   demnach   ist  /'=  lim  fy  von   höchstens  j5-ter  Klasse,   wo  auch  ß 

V  =^  00  * 

zur  ersten  oder  zweiten  Zahlklasse  gehört. 

Wir  nennen  nun  jede  Funktion  auf  51,  die  einer  dieser  Klassen 
angehört,  eine  Bairesche  Funktion  auf  91,  wobei  der  Zusatz  „auf  2t" 
wieder  wegbleiben  mag,  wenn  kein  Mißverständnis  möglich  ist. 

Satz  V).  Ist  'i>l  separabel,  so  hat  die  Menge  aller  Baire- 
schen  Funktionen  auf  9(  die  Mächtigkeit  c. 

Um  dies  zu  beweisen,  zeigen  wir  zunächst  durch  Induktion,  daß 
die  Menge  aller  Funktionen  höchstens  c-ter  Klasse  die  Mächtigkeit  c 
hat.  In  der  Tat,  dies  ist  richtig  für  a  =;  0  (Kap.  II,  §  5,  Satz  III). 
Angenommen,  es  sei  richtig  für  alle  a' <^a.  Ist  nun  feine  Funktion 
höchstens  a-ter  Klasse,  so  ist 

(0)  f=\imty, 

V  =  00 

wo  jedes  fy  von  geringerer  als  r-ter  Klap?e.  Durch  (0)  ist  aber  jeder 
Funktion  /'  höchstens  a-ter  Klasse  zugeordnet  eine  Belegung  der 
Menge  l,2,...,v,...  mit  Elementen  der  Menge  90?  aller  Funktionen 
geringerer  als  a-ter  Klasse.  Und  da  nach  Annahme  für  die  Mächtig- 
keit m  von  9)t  gilt: 

80  hat  die  Menge  aller  Funktionen  höchstens  a-ter  Klasse  eine 
Mächtigkeit  ^c**<>  =  c  (Einl.  §  7,  Satz  Xj.  Und  da  sie  mindestens 
die  Mächtigkeit  c  hat,  so  ist  ihre  Mächtigkeit  c,  wie  behauptet. 

Da  nun  u  der  ersten  oder  zweiten  Zahlklasse  angehört,  ali-o  nur  n^ 
verschiedene  Werte  haben  kann,  ist  die  Menge  aller  Baireschen  Funk- 
tionen Vereinigung  von  höchstens  n    Mengen  der  Mächtigkeit  c.    Ihre 


*)  Abweichend  hiervon  werden  manchmal  alle  Funktionen,  die  wir  „von 
höchstens  a  ter  Klasse"   nennen,    als   Funktionen    a-ter   Klasse    bezeichnet. 
*)  Vgl    hierzu  H.  Lebesgue,  a.  a.  0.  151  (Fußnote). 
')  Sämtliche  Sätze  dieses  Paragraphen  sind  allgemeine  Grenzsätze. 
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Mächtigkeit  ist  also  (Einl.  §  4,  Satz  XV;  §  7,  Satz  X)  ^  n^  •  c  ^  c  •  c  =  c . 
Und  da  sie  gewiß  ^  c  ist,  eo  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  II.  Auf  einer  separablen  Menge  ?t  der  Mächtigkeit  c 
gibt  es  Funktionen,   die   nicht  Bairesche  Funktionen   sind. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  Baireschen  Funktionen  auf  91  hat 
nach  Satz  I  die  Mächtigkeit  c ,  die  Menge  aller  Funktionen  auf  ?( 
aber  hat  die  Mächtigkeit^):  c'^=2'>>c,  womit  Satz  II  bewiesen  ist. 

Aus  der  Definition  der  Funktionen  «-ter  Klasse  folgt  sofort: 
Satz  III.     Ist  die  Funktion  /  von  a-ter  Klasse  auf  91,  so 

ist  sie  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  jedem  Teile  53  von  9t. 
Wir  beweisen  dies  durch  Induktion.    I?ie  Behauptung  ist  richtig 

für  a  =  0.     Angenommen,   sie   sei   richtig   für  alle  «'■<;«.     Nun  ist 

nach  Definition 

(00)  f=limf,, 

WO  jedes  fy  von  geringerer  als  a-ter  Klasse  auf  9t,  und  mithin  nach 
Annahme  auch  auf  58 .  Also  lehrt  (00),  daß  /'  auch  auf  93  von  höchstens 
a-ter  Klasse,  wie  behauptet. 

In  ganz  derselben  Weise  zeigt  man  durch  Induktion: 

Satz  IV.  Ist  /'  von  a-ter  Klasse,  so  auch  die  aus  f  durch 
die  Schränkungstransformation  entstehende  Funktion  (und 
umgekehrt). 

Wir  beweisen  noch  einige  einfache  Sätze  über  Bairesche  Funk- 
tionen, die  Verallgemeinerungen  bekannter  Sätze  über  stetige  Funk- 
tionen sind^). 

Satz  V.  Sind  f^,  f^,  . . .,  f\  endliche^)  Funktionen  höchstens 
a-ter  Klasse  auf  9t,  und  wird  durch 

■ 

die  Punktmenge  9t  abgebildet  auf  eine  Punktmenge  des  St^, 
auf  der  i<'(a:i,a;2, ...,  xj  von  /5-t er  Klasse  ist,  so  ist  F{f^,  /!,,..., 4) 
von  höchstens  [a-\-ß)-teT  Klasse  auf  9t. 

Der  Satz  ist  richtig  für  a  =  0,  ß  =  0,  da  er  sich  dann  auf  einen 
Spezialfall  von  Kap.  II,  §  6,  Satz  VIII  reduziert.  Angenommen,  er 
sei  richtig  für  ß  =  0  und  alle  a.'<Ca.  Weil  die  f^  von  höchstens 
a-ter  Klasse  sind,  haben  wir: 


1)  Vgl.  Kap.  n,  §  5,  S.  134. 

«)  H.  Lebesgue,  a.  a.  0.  153. 

*)  Ist  die  Funktion  F(z^,  x^,  . . .,  Xk)  auch  definiert,  wenn  einzelne  ihrer 
Veränderlichen  unendliche  Werte  annehmen,  eo  kann  diese  Einschränkung 
wegbleiben. 
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/;=  lim/;.,       (i  =  i,  2 Ä), 

V  -  -    00 

wo  die  fi,y  von  geringerer  als  «-ter  Klasse  sind.  Indem  wir  nötigen- 
falls die  Schränkungstransformation  ausüben,  können  wir  alle  /i_  y  als 
endlich  voraussetzen.  Ist  also  F  von  O-ter  Klasse  (d.  h.  stetig),  so 
ist  nach  Annahme  i^(/i,r:  f2,y,  •  •  •,  fk.v)  von  geringerer  als  a-ter  Klasse. 
Wegen  der  Stetigkeit  von  F  aber  ist: 

F{f^,f,,...,Q  =  yymF{f,,y,f,,y,...,f,_^), 

V  —  00 

d.  h.  es  ist  F(f^,  f.^,  .. .,  /).)  Grenzfunktion  von  Funktionen  geringerer 
als  a-ter  Klasse,  und  somit  von  höchstens  a-ter  Klasse.  Damit  ist 
Satz  V  für  ß  =  0  und  alle  a  bewiesen. 

Angenommen  nun,  der  Satz  sei  richtig  für  ein  gegebenes  a  und 
alle  ß'<^ß.     Ist  J^  von  ß-ter  Klasse,  so  ist 

F=limFy, 

V      ■  00 

wo  Fy  von  geringerer  als  /9-ter  Klasse.  Infolgedessen  ist  nach  An- 
nahme Fy{f^,  f^,  ...,  Q  von  geringerer  als  {a-i-ß)-teT  Klasse^),  und 
somit: 

F{f^,f,,.••,Q  =  \imFy{f„f.^,...,Q 

von  höchstens  (a  -j-  ß)  -ter  Klasse.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 
In  Satz  V  sind  nun  als  Spezialfälle  enthalten  die  Sätze: 
Satz  Tl.    Ist  /"von  «-ter  Klasse,  so  ist  \f\  von  höchstens 

a-ter  Klasse. 

In   der  Tat,    dies    geht    aus   Satz  V  hervor,    indem   man   setzt: 

2^(x)=|x'  und  beachtet, -daß  j  a;  i  stetig  im  fü^  ist. 

Satz  VIT.    Sind  f^  und  /;  von  höchstens  a-ter  Klasse  auf  2(, 
so. ist  jede  der  Verknüpfungen: 

'1  "1~  t'2 '     / 1       12 '     '  1  ■  /  a  5     "7" 

von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  dem  Teile  3t'  von  91,  auf  dem 
sie  ausführbar  ist. 

In  der  Tat,  man  hat  nur  in  Satz  V  unter  F  eine  der  Funktionen 

^1  4"  ^2 '  ^1  —  ^2 '  ^1  •  ^2 '  ~  ^"  verstehen  und  Satz  III  zu  beachten. 

Satz  Yin.     Seien    f^,  f„,  •• .,  f^    endlich    viele   Funktionen 
höchstens   «-ter  Klasse.     Ist    f  der  größte   (oder  kleinste) 


^)  In  der  Tat,   aus  ß' <  ß  folgt  a  + /?'<  a -f /?;  denn  es  ist  ß'+l^ß 
und  mithin 

a  +  /3'<(a  +  /?'^  +  l=^a  +  (^'+l)^a  +  /?. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  21 
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unter   den  A"  Funktionswerten  /', , /«, /,,,  so  ist  auch  /von 

höchstens  «-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  man  hat  nur  in  Satz  V  unter  F ix^.  x^,  . . .,  x^)  den 
größten  (bzw.  kleinsten)  unter  den  ä:  Werten  x^,  x.^,  . . .,  x,.  zu  ver- 
stehen.    Dann  ist  F  stetig  im  9?^,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Wir  heben  noch  folgenden  Spezialfall  von  Satz  VIII  hervor: 

Satz  Yllla.  Ersetzt  man  bei  einer  Funktion  «-ter  Kliasse 
alle  Werte  ■<  p  durch  p,  alle  Werte  ^q  durch  q,  so  ent- 
steht eine  Funktion  höchstens  «-ter  Klas.^e. 

In  der  Tat,  versteht  man  in  Satz  VIII  unter  t\  die  Ftmktion  f, 
unter  f.,  die  Konstante  p,  so  sieht  man:  Die  Funktion  y,  die  aus  /" 
entsteht,  indem  man  alle  Werte  <^p  durch  p  ersetzt,  ist  von  höchstens 
«-ter  Klasse.  Wendet  man  nochmals  Satz  VIII  an,  indem  man  unter  t\ 
die  Funktion  g,  unter  f^  die  Konstante  q  versteht,  erhält  man 
Satz  Villa. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  Satz  Villa  besagt: 

Satz  IX.  Genügt  die  Funktion  f  a-ter  Klasse  der  Un- 
gleichung: 

so  ist  sie  Grenzfunktion  einer  Folge  {/;.}  den  Ungleichungen 

P£fr£q 
genügender  Funktionen  geringerer  als  «-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  zunächst  ist  f=]iingy,  wo  jedes  g,.  von  geringerer 

als  fi-ter  Klasse.  Ersetzen  wir  in  (/,,  alle  Werte  ^p  durch  p,  alle 
Werte  ^q  durch  q,  so  entsteht  nach  Satz  Villa  eine  Funktion  f,.  ge- 
ringerer als  «-ter  Klasse,  und  es  ist  offenbar  auch  f=  lim  /">. ,  womit 
Satz  IX  bewiesen  ist.  ''^" 

Satz  X.  Die  Grenzfunktion  /einer  auf  5t  gleichmäßig  kon- 
vergierenden Folge  von  Funktionen  höchstens  ß-ter  Klasse 
ist  von  höchstens  a-ter  Klasse  auf  'iL 

Auf  Grund  von  Satz  IV  können  wir  beim  Beweise  {/",}  als  be- 
schränkt annehmen.  Sei  {e^}  eine  Folge  positiver  Zahlen  von  end- 
licher Summe.  Wegen  der  gleichmäßigen  Konvergenz  von  {/",,} 
gibt  es  dann  ein  v^,  so  daß: 

(1)  If—fy.K^i     auf  ganz  91. 

Wir  können  schreiben: 

In   dieser  Reihe   ist   nach  Satz  VII   jedes  Glied   von   höchstens  «-ter 
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Klasse,  und  wegen  (1)  ist: 

(2)  j/-,^—/„^_J  <£._:-}-£<     auf  ganz  1}(. 

Es  gibt  also  Funktionen  ^i„  von  geringerer  als  a-ter  Klasse,  so  daß : 

(3)  /".,  =  lim  </!.„;     /;,.  — /".^      =  lim  ^i , „ , 

n  =  00  n  =  00 

und  nach  Satz  IX  kann  wegen  (2)  auch  angenommen  werden: 

(4)  :9i,n\<ei^i  +  e,       {i  =  2,3,...). 
Wir  behaupten:  dann  ist 

(5)  /■=lim(^i,n  +  (/2,„  +  ...4-^„,„). 

n^  00 

In  der  Tat,  ist  e^O  beliebig  gegeben,  so  gibt  es,  weil  die 
Summe  der  e^  als  endlich  angenommen  wurde,  ein  i,  so  daß: 

(6)  f,  +  6,. !  +  ...<£. 

Wegen  (1)  ist  dann  auch: 

(7)  |/-_/;j<e     auf  ganz  51. 
In  jedem  gegebenen  Punkte  von  Sil  ist  wegen  (3): 

(8)  \fyi  —  {yi.u-\-g2.H-{- ■'•-{- yi,n)\<e     für  fast  alle  w. 
Wegen  (4)  und  (6)  ist  aber: 

(9)  !  C^l, n+---  +  ^n.n) (^1  ,n+ •  •  •  +  f/<,n)  j  <  2  £    für  ?J  ^  t  auf  gaUZ  3(. 

Aus  (7),  (8),  (9)  aber  folgt,  daß  im  betrachteten  Punkte: 

I  f —  (^1,»  +  •  •  •  +  yn.n)  !<  4e     für  fast  alle  m. 

Also  gilt  tatsächlich  (5)  in  jedem  Punkte  von  2(.  Da  aber  nach 
Satz  VII  ((/i  ,„  -I-  . . .  -j-  gr„,  „)  von  geringerer  als  fc-ter  Klasse,  so  besagt  (5), 
daß  f  von  höchstens  «-ter  Klasse,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Ist  {/',.}  eine  konvergente  Folge  von  Funktionen  geringerer  als 
ß-ter  Klasse,  so  ist  nach  Definition  die  Grenzfunktion  von  höchstens 
a-ter  Klasse.  Ist  {/i,}  nicht  konvergent,  so  kann  immer  noch  nach 
oberer  (unterer)  Schrankenfunktion,  sowie  nach  oberer  (unterer)  Grenz- 
funktion von  {/',.}  gefragt  werden  (Kap.  IV,  §  1,  S.  231).  Für  diese 
Funktionen  gelten  die  Sätze : 

Satz  XI.  Ist  {/;,}  eine  Folge  von  Funktionen  geringerer 
als  a-terKlasse,  so  ist  die  obere  (untere)  Schranken  funktionJP 
von  {/■,,}  von  höchstens  a-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  ist  Fy  der  größte  unter  den  v  Funktionswerten  f^, 

A'  •••'  fy>  so  ist:  i^       v      tp 

F=hmFy. 
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Nach  Satz  VIII  aber  ist  hierin  F^  von  geringerer  als  «-ter  Klasse, 
also  F  von  höchstens  «-ter  Klasse,  wie  behauptet. 

Satz  XII.  Ist  {fy}  eine  Folge  von  Funktionen  geringerer 
als  «-ter  Klasse,  so  ist  die  obere  (untere)  Grenzfunktion 
von  {fy}  von  höchstens  (« -|- l)-ter  Klasse. 

Sei  in  der  Tat  /',.  die  obere  Schrankenfunktion  der  Folge  fy, 
fy^i,  . . .,  fy^i,  . . .  .  Dann  ist  die  obere  Grenzfunktion  von  {fy}  ge- 
geben durch  (Einleitung  §6,  SatzV): 

f=  lim  fy . 

V  =  00 

Nach  Satz  XI  aber  ist  hierin  fy  von  höchstens  «-ter  Klasse,  also  f 
von  höchstens  («-|-l)-ter  Klasse,  wie  behauptet. 

Aus  Satz  XI  folgern  wir: 

Satz  XIII.  Die  obere  (untere)  Schrankenfunktion  einer 
Folge  {/',.}  Bairescher  Funktionen  ist  eine  Bairesche 
Funktion. 

In  der  Tat,  ist  fy  von  «^-ter  Klasse,  so  gibt  es  (Einl.  §  4,  Satz  XIII) 
ein  «  der  ersten  oder  zweiten  Zahlklasse,  das  ^  a,,  (für  alle  v).  Nach 
Satz  XI  ist  die  obere  Schrankenfunktion  von  {f.}  von  höchstens 
«-ter  Klasse,  mithin  gewiß  eine  Bairesche  Funktion,  und  Satz  XIII 
ist  bewiesen. 

Ebenso  folgert  man  aus  Satz  XII: 

Satz  XIY.  Die  obere  (untere)  Grenzfunktion  einer  Folge 
Bairescher  Funktionen  ist  eine  Bairesche  Funktion. 

Und  hierin  ist  als  Spezialfall  enthalten: 

Satz  XV.  Die  Grenzfunktion  einer  konvergenten  Folge 
Bairescher  Funktionen  ist  eine  Bairesche  Funktion. 

§  2.    Eigenschafteiij  die  bei  Grenzübergang  erhalten  bleiben. 

Der  Begriff  der  Funktion  «-ter  Klasse  wurde  durch  transfinite 
Induktion  eingeführt.  Es  ist  also  zu  erwarten,  daß  das  wichtigste 
Hilfsmittel  in  der  Theorie  der  Baireschen  Funktionen  der  Beweis 
durch  transfinite  Induktion  sein  wird;  in  der  Tat  haben  wir 
in  §  1  schon  wiederholt  von  diesem  Mittel  Gebrauch  gemacht.  Insbe- 
sondere  bestätigt   man    durch   transfinite  Induktion  sofort  den  Satz: 

Satz  I.    Eine   Aussage   Ä  habe  folgende   Eigenschaften: 

1.  Sie  gilt  für  alle  auf  %  stetigen  Funktionen. 

2.  Falls  sie  für  alle  Funktionen  fy  einer  auf  9t  konver- 
genten Funktionenfolge  gilt,  so  gilt  sie  auch  für  die 
Grenzfunktion  f=\imfy. 
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Dann  gilt  diese  Aussage  A  für  alle  Baireschen  Funktionen 
auf  %{. 

Wir  wollen  an  dieser  Stelle  nur  eine  solche  Aussage  anführen ,  die  Aus- 
sage: ,./■  ist  punktweise  unstetig  auf  91  bei  Vernachlässigung  von  Teilen  erster 
Kategorie  von  91"  (Kap.  III,  §  7,  S.  227).  Für  die  auf  %  stetigen  Funktionen  /" 
ist  diese  Aussage  in  trivialer  Weise  richtig.  Es  bleibt  also  nur  zu  zeigen,  daß 
für  diese  Aussage  Eigenschaft  2.  gilt.     Wir  zeigen: 

Satz  II').  Ist  in  der  konvergenten  Folge  |/V}  jede  Funktion  f^ 
punktweise  unstetig  auf  der  separablen,  relativ-vollständigen 
Menge  'i{  bei  Vernachlässigung  von  Teilen  erster  Kategorie  von  21, 
so  gilt  dies  auch  für  die  Grenzfunktion  /"^rlim/V. 

V  =:  00 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  beim  Beweise  alle 
auftretenden  Funktionen  als  beschränkt  voraussetzen.  Nach  Kap.  III,  §  7, 
Satz  XVI -')  genügt  es,  nachzuweisen,  daß  für  jedes  (^  >  0  die  Menge  aller  Punkte 
von  9(,  in  denen 

(0)  w*(a;/",  90^2 

ist,  nirgends  dicht  (und  mithin  von  erster  Kategorie)  in  9(  ist.  Nun  ist  aber 
nach  Kap.  III,  §7,  Satz  XIII  oi*{a;f,%X)  oberhalb  stetig  auf  9t,  und  mithin  ist 
(Kap.  II,  §  9,  Satz  IV)  die  Menge  aller  Punkte  von  %,  in  denen  (0)  gilt,  abge- 
schlossen in  91.  Wäre  sie  nicht  nirgends  dicht  in  91,  so  müßte  sie  also  einen 
nicht  leeren)  in  91  offenen  Teil  ©  von  91  enthalten.  Wir  haben  also  nur  mehr 
zu  zeigen,  daß  dies  unmöglich  ist. 

Nach  Kap.  III,  g  7,  Satz  XII  gibt  es  zu  jeder  Funktion  /V  eine  auf  91 
punktweise  unstetige  Funktion  f*,  die  sich  von  f^  nur  auf  einem  Teile  erster 
Kategorie  von  91  unterscheidet,  den  wir  mit  9(y  bezeichnen  wollen.  Nach  Kap.  HI, 
§  4,  Satz  III  ist  auch  die  Menge  9tJ,  aller  Unstetigkeitspunkte  von  /^  auf  9( 
von  erster  Kategorie  in  9(.  Nach  Kap.  I,  §  4,  Satz  XX  ist  auch  die  Ver- 
einigung 

5ß  =  9(,  +  9I/  +  9t2  +  9r.3'-f  •••  +  ^3t,4-^;  +  --. 
von  erster  Kategorie  in  91.     Setzen  wir 

S  =  9l  — 58, 
80  sind  alle  /V  stetig  auf  G. 

Angenommen,  nun  es  sei  93  eine  nicht  leere,  in  9t  offene  Menge,  in  deren 
sämtlichen  Punkten  (0)  gilt.  Nach  Kap.  I,  §  8,  Satz  XVI  ist  23 S  nicht  leer. 
Sei  Oq  ein  Punkt  von  S3S,  und  sei  der  Index  v^  beliebig  gegeben.  Wegen 
/■=lim/'v  gibt  es  einen  Index  Vj^v,,,  so  daß: 

V  :^  00 

l/Vx(«o)-/'(«o)l<|, 
und  weil  auf  S  alle  fv  stetig  sind,  gibt  es  eine  Umgebung  U(ao),  so  daß: 
(00)  i  fy, (a)  -  f{a^)  j  <  I    auf  U  ia,)  93 E . 

»)  R.  Baire,  Acta  math.  30  (1906),  27;  vgl.  auch  Ann.  di  mat.  (3)  3 
(1899),  81.  Der  Satz  folgt  auch  leicht  aus  den  Sätzen  Kap.  IV,  §  7,  Satz  IV 
und  V. 

")  Unter  den  dort  auftretenden  E- Mengen  sind  hier  die  Teile  erster 
Kategorie  von  9t  zu  verstehen. 


326  I^i®  Baireschen  Funktionen. 

Da  nun   in  a^   Ungleichung  (0)  gilt .    und    da  es  bei  Bildung   von  w*    auf  die 
Monge  erster  Kategorie  ?l  —  S  =  SS  gar  nicht  ankommt,  so  ist  auch: 

Also   gibt   es   nach   Kap.  III,   §  2,   Satz  II   in   U(ao)93ti   zwei  Punkte   a',  a" , 
für  die: 

Für  mindestens  einen  dieser  Punkte,  etwa  für  a' ,  ist  dann: 

(%°)  |/-(a')-/-K),^f  • 

Wegen  f=\\Ta.f^  gibt  es  einen  Index  r.^^i'o,  fo  daß: 

V  =  ao 


und  weil  auf  G  alle  /',,  stetig  sind,  gibt  es  eine  Umgebung  U(a'),  so  daß: 

9 


(o%)  I  /■..,(«)  -  /■(«')  \<\     auf  U  (a')  ■  e . 


Aus  (00),  (Oo°),  (0*^0)  folgt  nun  aber: 

(000)  |/-^^(a)_/-^^(a)|>|-    auf  U(ao)U(a')58e. 

Da  U  (oq)  U  (a')  93 E  offen  in  K,  so  sehen  wir  also:  Ist  v^  ein  beliebiger 
Index,  und  ist  a^  ein  beliebiger  Punkt  von  33S,  so  gibt  es  in  jeder  Umgebung 
von  Oj  eine  in  S  offene  Menge,  in  deren  sämtlichen  Punkten: 

i /".,(«)-/;,(«)  I>-|-     (»'i^»'o.''.3^ro). 
Also  ist  die  Menge  33?^    aller  Punkte  von  53 S,  in  denen: 

1  /;,,  (a)  -  /•,,„  (a)  !  ^  l     für  v'  ^  r«  ,  v"  ^  v„ 

nirgends  dicht  in  G. 

Setzen  wir  hierin  der  Reihe  nach  Vp  =  1 ,  2,  .  .  .,  so  sehen  wir:  Die  Ver- 
einigung 

ist  von  erster  Kategorie  in  (£  und  mithin  in  %.  Da  aber  {/^,.}  in  jedem 
Punkte  von  93 G  eigentlich  konvergiert,  muß 

93e  =  2B 

sein.  Also  ist  93 G  von  erster  Kategorie  in  St.  Nun  war  auch  93  =  3t  —  G  von 
erster  Kategorie  in  2t,  mithin  auch  33-93,  und  mithin  ist  auch  die  Menge 

93  =  93G4-93f?t  —  G)  =  93G-f«93 

von  erster  Kategorie  in  2t,  als  Vereinigung  zweier  Teile  erster  Kategorie  von  2t. 
Das  aber  ist  nach  Kap.  I,  §  8,  Satz  XVI  unmöglich,  weil  93  in  ?t  offen  ist. 
Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Aus  den  Sätzen  I  und  II  folgt  nun  sofort'): 


*)  Ein  andrer  Beweis  bei  H.  Lebesgue,  Journ.  de  math.  (6)  1  ("1905),  187. 
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Satz  III.  Jede  Bairesche  Funktion  auf  einer  separablen,  relativ- 
vollständigen Menge  ?(  ist  punktweise  unstetig  auf  ■!?(  bei  Vernach- 
lässigung von  Teilen  erster  Kategorie  von  '•^l . 

Aus  Satz  III  entnehmen  wir  folgendes  Beispiel  einer  nicht-Baireschen 
Funktion').  Sei  '31  eine  separable,  relativ-vollständige  Menge,  und  sei  eine  Zer- 
legung 

9t  =  ?t'  +  9t" 

gegeben,  derart,  daß  für  jede  offene  Menge  18,  für  die  3193  nicht  leer  ist,  so- 
wohl "JCSB  als  auch  'ii"^  von  zweiter  Kategorie  in  9t  sei").     Setzen  wir: 

f==\  auf  9(',     f=0  auf  91", 

so  ist  /■  gewiß  nicht  punktweise  unstetig  auf  9t  bei  Vernachlässigung  von  Teilen 
erster  Kategorie  von  9(,  und  mithin  keine  Bairesche  Funktion. 

Da  jeder  abgeschlossene  Teil  einer  separablen,  relativ-vollständigen  Menge 
wieder  sepirabel  und  vollständig  ist,  folgt  aus  Satz  III  unmittelbar: 

Satz  IV.  Jode  Bairesche  Funktion  auf  einer  separablen,  relativ- 
vollständigen Menge  9t  ist  punktweise  unstetig  auf  jedem  abge- 
schlossenen Teile  9t'  von  9t  bei  Vernachlässigung  von  Teilen  erster 
Kategorie  von  9t'. 

Ob  es  auch  nicht-Bairesche  Funktionen  geben  kann,  denen  die  durch 
Satz  IV  ausgesprochene  Eigenschaft  zukommt,  scheint  bisher  nicht  bekannt 
^u  sein. 

Aus  Satz  III  fließen  unmittelbar  zwei  Folgerungen,  die  noch  erwähnt 
seien,  und  die  wieder  die  sehr  spezielle  Natur  der  Baireschen  Funktionen 
deutlich  hervortreten  lassen: 

Satz  V.  Zu  jeder  Baireschen  Funktion  /"  auf  der  separablen, 
relativ-vollständigen  Menge  9t  gibt  es  eine  auf  9t  oberhalb  stetige 
und  eine  auf  9(  unterhalb  stetige  Funktion,  von  deren  jeder  sich  f 
nur  auf  einem  Teile  erster  Kategorie  von  9t  unterscheidet. 

In  der  Tat,  nach  Kap.  II,  §  12,  Satz  V  hat  man,  wenn  g*  und  G*  obere 
und  untere  Schranke  von  f  bei  Vernachlässigung  von  Teilen  erster  Kategorie 
bedeuten,  überall  auf  9(,  abgesehen  von  einer  Menge  erster  Kategorie: 

(t)  g*ia;f,^)<f{a)£G*(a;f,^}[). 

Da  nach  Satz  III  f  auf  9t  punktweise  unstetig  ist  bei  Vernachlässigung  von 
Mengen  erster  Kategorie,  ist  (Kap.  III,  i?  7,  Satz  XV)  überall  auf  91,  abgesehen 
von  einer  Menge  erster  Kategorie: 

(tt)  g*{a;f,%)^G*(a;f,Sil). 

Aus  (+)  und  (tt)  folgt,  daß  f  sowohl  mit  g*  als  mit  G*  überall  übereinstimmt, 
abgesehen  von  einer  Menge  erster  Kategorie,  und  da  ^*  unterhalb,  G*  ober- 
halb stetig  ist,  so  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Zu  jeder  Baireschen  Funktion  f  auf  der  separablen, 
relativ-vollständigen  Menge  9t  gibt  es  einen  Teil  ^  erster  Kategorie 
von  9f,  so  daß  f  auf  9t  —  ^  stetig  ist. 

In  der  Tat,  nach  Satz  V  gibt  es  eine  auf  9t  oberhalb  stetige  Funktion  G*, 
von  der  sich  f  nur  in  einer  Menge  erster  Kategorie  Ä'  unterscheidet.     Nach 


^)  H.  Lebesgue,  a.  a.  0.,  186. 

-)  Über   die  Möglichkeit   solcher   Zerlegungen    vgl.    H.   Lebesgue,    Bull. 
soc.  math.  35  (1907),  207,  212.     P.  Mahlo,  Leipz.  Ber.  63  (1911),  346. 
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Kap.  III,  §  6,  Satz  II  ist  O*  punktweise  unstetig,  und  mithin  (Kap.  III,  §  4, 
Satz  III)  bilden  die  Unstet  igkeitsst eilen  von  O*  gleichfalls  eine  Menge  erster 
Kategorie  ^'.  Setzt  man  S  =  ^'  -f-  Ä",  so  ist  auch  Ä  von  erster  Kategorie, 
und  es  ist  f  auf  71  —  ^  stetig.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 


§  3.  Funktionen  a-ter  Ordnung. 

Zufolge  ihrer  Definition  sind  die  Baireschen  Funktionen  die- 
jenigen, die  aus  den  stetigen  Funktionen  durch  iterierte  Grenzüber- 
gänge entstehen.  Wir  wollen  uns  nun  überzeugen,  daß  man  sich 
dabei  auf  monotone  Grenzübergänge  beschränlven  kann. 

Wir  wollen  die  Grenzfunktionen  von  monotonen  Folgen  auf  9( 
stetiger  Funktionen  {/',.}  als  Funktionen  erster  Ordnung  auf  91 
bezeichnen;  sie  sind  unterhalb  stetig  auf  91,  wenn  {f^}  monoton 
wachsend  (Kap.  II,  §  10,  Satz  II),  dann  nennen  wir  sie  Funk- 
tionen (t^;  sie  sind  oberhalb  stetig  auf  9t,  wenn  {f,,}  monoton 
abnehmend,  dann  nennen  wir  sie  Funktionen  g^. 

Nachdem  so  die  Funktionen  erster  Ordnung,  die  Funktionen  Gj , 
die  Funktionen  g^  definiert  sind,  definieren  wir  für  jedes  a  der  ersten 
oder  zweiten  Zahlklasse  die  Funktionen  «-ter  Ordnung,  die  Funk- 
tionen Ga,  die  Funktionen  ^  durch  Induktion.  Wir  nehmen  an, 
diese  BegrifiPe  seien  schon  definiert  für  alle  ß<ia,  und  zwar  so, 
daß  die  Funktionen  Gß  und  gß  zusammen  die  Funktionen  ß-iev  Ord- 
nung bilden.  Jede  Funktion  ß-iex  Ordnung  [ß  <^  a)  heißt  von 
geringerer  als  «-ter  Ordnung. 

Und  nun  definieren  wir:  Die  Grenzfunktionen  von  monotonen 
Folgen  {/V}  von  Funktionen  geringerer  als  «-ter  Ordnung  heißen, 
wenn  sie  nicht  von  geiüngerer  als  «-ter  Ordnung  sind,  Funktionen 
a-ter  Ordnung;  und  zwar  heißen  sie  Funktionen  G«,  wenn  {i\) 
monoton  wächst,  Funktionen  g^,  wenn  {f,.}  monoton  abnimmt. 

Ist  /'  von  a-ter  oder  geringerer  Ordnung,  so  sagen  wir,  /"  sei 
von  höchstens  «-ter  Ordnung.  Ist  f  eine  Funktion  (?„  (gf«)  oder 
von  geringerer  als  «-ter  Ordnung,  so  sagen  wir,  /'  sei  höchstens 
eine  Funktion  Ga  (ga)- 

Satz  I.  Die  Gesamtheit  aller  Baireschen  Funktionen 
auf  91  ist  identisch  mit  der  Gesamtheit  aller  Funktionen 
«-ter  Ordnung  auf  91  (für  alle  «  der  ersten  und  zweiten 
Zahlklasse). 

In  der  Tat,  sei  f  eine  Funktion  «-ter  Ordnung;  wir  behaupten ; 
sie  ist  von  höchstens  «-ter  Klasse.  Die  Behauptung  ist  richtig  für 
a  =  1 ;  denn  die  Funkfcionen  erster  Ordnung  wurden  definiert  als 
Grenzen  stetiger  Funktionen,  d.  h.  sie  sind  von  höchstens  erster 
Klasse.     Angenommen,   die   Behauptung    sei    richtig  für  alle  a'<^«. 
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Als  Funktion  «-ter  Ordnung  ist  /"  Grenze  von  Funktionen  geringerer 
als  a-ter  Ordnung,  die  also  —  nach  Annahme  —  auch  von  ge- 
ringerer als  «-ter  Klasse  sind.  Also  ist  /'  von  höchstens  «-ter  Klasse, 
wie  behauptet. 

Sei  sodann  /'  eine  Bairesche  Funktion  etwa  ß-tev  Klasse. 
Wir  behaupten:  sie  gehört  einer  unserer  Ordnungen,  etwa  der  «-ten 
an.  Dies  ist  richtig  für  ß  =  0,  denn  jede  stetige  Funktion  kann 
auch  als  Grenze  einer  monotonen  Folge  stetiger  Funktionen  aufge- 
faßt werden,  und  ist  somit  von  erster  Ordnung.  Angenommen,  die 
Behauptung  sei  richtig  für  alle  ß'  <iß.     Es  ist 

/•=lim/;, 

wo  fy  von  geringerer  als  /S-ter  Klasse.    Wir  bezeichnen  mit  fy^  ^  den 
größten    unter    den  Funktionswerten    f,,,   /"^^i,...,   fv  +  t-     Dann  ist 
(Einl.  §6,  Satz  VI): 
(0)  f=lim  (lim/;,i), 

I'  :-  00      A;=:  00 

und  nach  §  1,  Satz  VIII  ist  auch  fy.k  von  geringerer  als  ß-tev 
Klasse,  und  gehört  mithin  nach  Annahme  einer  Ordnung,  etwa  «v,  t 
an.  Nach  Einl.  §  4,  Satz  XIII  gibt  es  ein  a  der  ersten  oder  zweiten 
Zahlklasse,  das  größer  als  alle  cCy^k  ist. 

Die  Folge  /^i,  /"v,2,.--,  fv,ki---  ist  also  eine  monoton  wachsende 
Folge  von  Funktionen  geringerer  als  «-ter  Ordnung,  ihre  Grenz- 
funktion : 

/;.  =  lim  /;,,  k 

ist  also  von  höchstens  «-ter  Ordnung;  nach  (0)  ist  nun 

/;  =  lim  fy , 

und  \fy^  ist  eine  monoton  abnehmende  Folge  von  Funktionen  höch- 
stens «-ter  Ordnung,  also  ist  /"  eine  Funktion  höchstens  («-j-l)-ter 
Ordnung,  und  die  Behauptung  ist  bewiesen.  Damit  ist  der  Beweis 
von  Satz  I  beendet. 

Wie  für  Funktionen  «-ter  Klasse  (§  1,  Satz  III,  IV),  so  gelten 
auch  für  Funktionen  «-ter  Ordnung  die  Sätze: 

Satz  II.  Ist  die  Funktion  f  eine  Funktion  Ga  (oder  g^ 
auf  2t,  so  ist  sie  höchstens  eine  Funktion  ö„  (bzw.  g^)  auf 
jedem  Teile  von  5(. 

Satz  III.  Ist  f  von  «-ter  Ordnung,  so  auch  die  aus  f 
durch  die  Schränkungstransf orma tion  entstehende  Funk- 
tion (und  umgekehrt). 
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Wir  beweisen  nun  gleichzeitig  die  folgenden  vier  Sätze,  von 
denen  der  zweite  irnd  dritte  unmittelbare  Folgerungen  aus  dem 
ersten  sind  (vgl.  §  1,  Satz  V,  VIII,  Villa): 

Satz  IV.  Sind  die  endlichen^  Funktionen  t\,  /.',,  ...,  /"^ 
höchstens  Funktionen  Ga  (oder  ^„)  auf  •>>(,  und  ist  F{x^,x^,...,xJ) 
eine  im  9?^.  stetige  Funktion,  die  als  Funktion  jeder  ein- 
zelnen Veränderlichen  X-  monoton  wächst,  so  ist  F[t\,  f.i,.-.,f^) 
auch  höchstens  eine  Funktion  (?«  (bzw.  ga). 

Satz  \.  Sind  t\,  f,^,...,f^  höchstens  Funktionen  Ga")^  und 
ist  f  der  größte  (oder  kleinste)  unter  den  k  Funktionswerten 
/j,  /o«---?/);.  so  ist  auch  /'höchstens  eine  Funktion  G„. 

Satz   VI.     Ersetzt  man  bei    einer  Funktion  Ga    (oder    <;„)' 
alle  Werte  <^/j  durch  p,  alle  Werte  >g  durch  g,  so  entsteht 
höchstens  eine  Funktion  G„  (bzw.  ga). 

Satz  VIP).  Sind  in  der  monoton  wachsenden  (oder  ab- 
nehmenden) Folge  {/',,}  alle  fy  höchstens  Funktionen  G„ 
(bzw.  ^<j),  so  ist  auch  ihre  Grenzfunktion  /'  höchstens  eine 
Funktion  (r„  (bzw.  ga). 

Wir  führen  den  Beweis  der  Sätze  IV  bis  VII  durch  transfinite 
Induktion. 

Satz  IV  (und  somit  auch  V  und  VI)  ist  richtig  für  «  =  1. 
Seien  in  der  Tat  t\,  f„,...,f^  Funktionen  G^,  d.h.  unterhalb  stetig. 
Dann  folgt  aus  lim a^  =  a: 

n  —  co 

n  =  00 

mithin   wegen   der  Stetigkeit    und  der  Monotonieeigenschaft  von  F: 

^F{f,{aJ,  t,{aJ,...,rjaj)>F{f^{a),  /,  (a), . . ., /,  (a)) . 

n  =  00 

Das  aber  heißt:  F  ist  unterhalb  stetig,  und  mithin  eine  Funktion  Gy, 
wie  behauptet. 

Satz  VII  ist  richtig  für  «  =  1;  in  der  Tat,  dies  ist  enthalten 
in  Kap.  II,  §  10,  Satz  I. 

Nun  nehmen  wir  an,  es  gelte  Satz  IV  (und  mithin  V  und  VI), 
sowie  Satz  VII  für  alle  «'<^«,  und  zeigen,  daß  diese  Sätze  dann 
auch  für  a  gelten. 


^)  Ist  die  Funktion  F(Xi,Z2,  ■  ■ .,  Xk)  auch  definiert,  wenn  einzelne  ihrer 
Veränderlichen  unendliche  Werte  annehmen,  so  kann  diese  Einschränkung 
wegbleiben. 

^)  Der  Satz  gilt  auch  für  die  Funktionen  ga. 

*)  Dieser  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  von  Kap.  IT.  §  10,  Satz  I. 


Kap.  V,  ij  3.    Funktionen  a-ter  Ordnung.  331 

Beweis  von  Satz  IV.  1.  Fall:  a  ist  eine  isolierte  Zahl. 
Da  die   f.  höchstens  Funktionen  G„  sind,  haben  wir: 

(t)  /;= lim /;•.., 

wo  die  Folge  fn,  /i,o,...,  f», ,, ...  monoton  wächst  und  jedes  /i^,, 
von  geringerer  als  «-ter  Ordnung  ist. 

Dabei  können  wir  annehmen,  jedes  /i, ,,  sei  höchstens  eine  Funk- 
tion Qn-i-  In  der  Tat,  dies  ist  richtig,  wenn  f\  selbst  höchstens 
eine  Funktion  Vo  — i   ist.  denn  dann  können  wir  setzen: 

Es  i^t  auch  richtig,  wenn  /".  eine  Funktion  Ga  —  i  ist,  denn  dann 
können  für  die  /;, ,,  Funktionen  geringerer  als  [a — l)-ter  Ordnung 
gewählt  werden  ^).  Es  ist  endlich  richtig,  wenn  f.  eine  Funktion  G« 
ist.  In  der  Tat  müssen  sich  dann  in  (f)  unter  den  /i ,,  unendlich 
viele  Funktionen  ga  —  i  finden;  denn  andernfalls  wären  fast  alle  fi^y 
höchstens  Funktionen  (?,<— i,  und  der  (für  a  <^a  als  richtig  ange- 
nommene) Satz  VII  würde  lehren,  daß  auch  f\  höchstens  eine 
Funktion  Ga  —  i  ist,  entgegen  der  Annahme,  /"•  sei  eine  Funktion  Ga- 
Da  aber  unter  den  fi^y  in  (f)  unendlich  viele  Funktionen  gn  —  x  vor- 
kommen, kann  man  alle  übrigen  weglassen,  und  die  Behauptung  ist 
bewiesen. 

Da  nun  alle  /,,  v  höchstens  Funktionen  ga  —  i  sind,  ist  wegen 
des  für  u  <^  a  als  richtig  angenommenen  Satzes  IV  F(J\^  „,  U.  v,--->  fk,  »•) 
höchstens  eine  Funktion  ga-i-  Wegen  der  Stetigkeit  von  F  und 
wegen  (f)  ist: 

F{f„f,,.  .  .,  Q  =  lim  Fih.r,  f2,r,  .  ..,fk,r), 

!■  =  00 

und  wegen  der  Monotonieeigenschaft  von  F  folgt  aus  der  Monotonie 
der  Folgen  {/i,v},  daß  auch  die  Folge  {^X/i,  >■>  f2,  ,•,..., /am)}  monoton 
wächst.  Also  ist  F{f^,  f„. . .  .,f\)  höchstens  eine  Funktion  Ga,  wie 
behauptet. 

2.  Fall:  n  ist  eine  Grenzzahl.  Zu  jedem  v  gibt  es  dann  ein 
ay<^a,  so  daß  in  (f)  die  k  Funktionen  fi,  v» /a.r,  •••,/*,  v  höchstens 
Funktionen  gr„  sind.  Mithin  ist,  nach  dem  für  a  <^a  als  richtig 
angenommenen  Satz  IV,  i^(/i, ,, /g,  v?  •••>/*, ,)  gleichfalls  .  höchstens 
eine  Funktion  gr„^.  Wie  im  1.  Falle  schließt  man  nun  weiter,  daß 
F{fi>f<2>---'fk)  höchstens  eine  Funktion  G„  ist,  und  Satz  IV  (und 
somit  V  imd  VI)  ist  bewiesen. 


')  Vorausgesetzt  daß  a>2;  im  Falle  a  =  2  können  nach  Kap.  II,  §  10,  Satz  III 
für  fr  stetige  Funktionen  gewählt  werden,  die  ja  auch  Funktionen  ^i  sind. 


332  Die  Baireschen  Funktionen. 

Beweis  von  Satz  VII.  1.  FaU:  a  ist  eine  isolierte  Zalil. 
Da  alle  /V  höchstens  Funktionen  G«  sind,  so  haben  wir: 

(tt)  /;,  =  iim/;,  „, 

/t  =  00 

^^o  /.,  1. /v,  2)  •  •  •> /i-,  .«>  •  •  •  eine  monoton  wachsende  Folge  von  Funk- 
tionen geringerer  als  «-ter  Ordnung  bedeutet.  Wie  wir  vorhin 
sahen,  können  wir  dabei  annehmen,  die  /',._  „  seien  höchstens  Funk- 
tionen  Qa-l- 

Wir  verstehen  unter  f,..  „  den  größten  unter  den  v  Funktions- 
werten fi,fi,fa,u,---,fy,fi-  Zufolge  dem  (für  «'<^a  als  richtig  an- 
genommenen) Satze  V,  ist  nun  auch  f»,,  „  höchstens  eine  Funktion 
Qa—i-     Aus  der  Definition  von  f,._  „  folgt  unmittelbar: 

(V)  f:+r,,>fr,,; 

und  weil  die  Folgen  /V,  i ,  f,,  2,  •  •  •)  fy,  ,«>•••  monoton  wachsen ,  ist 
Aus    (■''t^)  und  (t"*"!)  aber  folgt: 

(ftf)  fy',a'>fy,fi        fÜr    V^V,ju'>/Ll. 

Da  die  Folge  {fy}  monoton  wächst,  folgt  aus  (ff): 

/;,  =lim/;,^,. 

/{ =  00 

Aus  (fit)  folgert  man  daher  leicht 

f=  lim  fy  =  lim  (lim  J'y^  „)  ==  lim  fy^  y . 

V=X  V=00     fl  =  OD  »■=•9 

Da  \fy^  y}  eine  monoton  wachsende  Folge  von  Funktionen  höchstens 
(a  —  l)-ter  Ordnung  ist,  so  ist  also  /'  höchstens  eine  Funktion  (?„, 
wie  behauptet. 

2.  Fall,  a  ist  eine  Grenzzahl.  Da  in  (ff)  jede  der  r  Funk- 
tionen fi,fi,f2,fi,...,fr,u  von  geringerer  als  «-ter  Ordnung  ist,  gibt 
es  ein  cCy^  fi<ici,  so  daß  diese  v  Funktionen  höchstens  Funktionen 
ga^  ^^  sind.  Ist  wieder  fy  „  der  größte  unter  den  v  Funktionswerten 
fi,ft,f2,,ut'--,fy,fi,  so  ist  nach  dem  (für  a' <C(i  als  richtig  angenom- 
menen) Satze  V  fy^  ^,  höchstens  eine  Funktion  g„^  und  mithin  von  ge- 
ringerer als  a-ter  Ordnung.  Indem  man  nun  schließt,  wie  im 
1.  Falle,  beendet  man  den  Beweis  von  Satz  VII. 

Wir  merken  noch  an,  daß  wir  beim  Beweise  von  Satz  IV  auch 
folgenden  Satz  bewiesen  haben: 

Satz  Vin.  Ist  die  Funktion  /'  höchstens  eine  Funktion 
G^a(«^l),  so  ist  sie  Grenzfunktion  einer  monoton  wachsen- 
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den  Funktionenfolge  {/■,.}.  in  der  jedes  /"„  höchstens  eine 
Funktion  <7„^   («,,-<«)  ist. 

Wählt  man  in  Satz  IV  für  F  die  Funktion  x^  -|-  x.^ ,  so  er- 
hält man: 

Satz  IX.  Sind  t\  ""fl  A  höchstens  Funktionen  Ga  (oder 
jr„)  auf  •>!(,  so  ist  auch  die  Summe  f^  -\-  f.-^  höchstens  eine 
Funktion  (?„  (bzw.  gr«)  auf  dem  Teile  St'  von  3t,  auf  dem  sie 
ausführbar  ist. 

Wählt  man  in  Satz  IV  F=x^x„  für  Xi^O,x^>0,  so  erhält 
man: 

Satz  X.  Sind  t\  und  /;  nicht  negativ  und  höchstens 
Funktionen  G„  (oder  y„)  auf  %,  so  ist  auch  das  Produkt  t\-f„ 
höchstens  eine  Funktion  G„  (bzw.  ga)  auf  dem  Teile  31'  von 
31.  auf  dem  es  ausführbar  ist. 

Endlich  erhalten  wir  noch: 

Satz  XI.  Ist  /'  eine  Funktion  G«  (oder  </„),  so  ist  —  f  eine 
Funktion  ga  (bzw.  Ga)- 

In  der  Tat,  nach  Kap.  II.  §  8,  Satz  VI  ist  dies  richtig  für 
a  =  l.  Angenommen,  es  sei  richtig  für  alle  a'<^a.  Ist  f  eine 
Funktion  Ga,  so  ist: 

f=  lim  f„, 

^^o  {fy}  <?ine  monoton  wachsende  Folge  von  Funktionen  geringerer 
als  cc-ter  Ordnung.  Nach  Annahme  ist  dann  auch  —  f,,  von  geringerer 
als  «-ter  Ordnung,  und  da  { — f,.}  monoton  abnimmt,  ist 

_./•=  lim  (-/•,) 

höchstens  eine  Funktion  gr„ .  Wäre  nun  —  f  von  geringerer  als  a-ter 
Ordnung,  so  nach  Annahme  auch  f.  Da  aber  f  als  Funktion  Ga 
vorausgesetzt  war,  ist  es  nicht  von  geringerer  als  «-ter  Ordnung; 
also  ist  auch  —  f  nicht  von  geringerer  als  «-ter  Ordnung,  und  mit- 
hin eine  Funktion  ga .     Damit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Als  Gegenstück  zu  §   1,  Satz  X  gilt  hier: 

Satz  Xn^).  Die  Grenzfunktion  f  einer  auf  31  gleich- 
mäßig konvergenten  Folge  {f,.}  ist,  wenn  alle  fy  höchstens 
Funktionen  Ga  (oder  ga)  sind,  gleichfalls  höchstens  eine 
Funktion  Ga  (bzw.  ga). 


')  Ein  anderer  Beweis  dieses  Satzes  bei  W.  H.  Young,   Lond.  Proc.  (2) 
12  (1913),  357. 
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Sei  in  der  Tat  {f.}  eine  Folge  positiver  Zahlen,  so  daß: 

f. 
(*)  ei^i<C—       und  mithin       linic^.  =  0. 

"  ix 

Dann  gibt  es^)  in  {/",,}  eine  Teilfolge  {/',•,},  so  daß: 

\f-fri\<ei. 
Hieraus  folgt  sofort: 

/■,.  —  2€,<f—  e.;     fr,^,  —  2  £,•+,  >  f—  3  ^,:  .  i , 

und  somit  wegen  (*): 

/vj— 2  £.</',,.. ^  1  —  2eia.i. 

Es  ist  also  die  Folge  {f,..  —  2  e-}  monoton  wachsend,  und  da 
(Satz  IX)  zugleich  mit  fy^  auch  f,,^  —  2  f  j.  höchstens  eine  Funktion 
Ga  ist,  folgt  wegen 

f  =  lim  (/',.  — 2  £.) 

1    =  00 

aus  Satz  VII,  daß  auch  /  höchstens  eine  Funktion  ö„  ist.  Damit 
ist  Satz  XII  bewiesen. 

§  4.  Boreische  Mengen. 

In  engster  Beziehung  zu  den  Baireschen  Funktionen  stehen 
gewisse  Punktmengen,  die  durch  iterierte  Vereinigungs-  und  Durch- 
schnittsbildungen, ausgehend  von  den  abgeschlossenen  und  offenen 
Punktmengen  gewonnen  werden,  und  die  wir  als  Boreische  Mengen 
bezeichnen  wollen,  weil  E.  Borel  wiederholt  auf  ihre  Bedeutung 
hingewiesen  hat. 

Sei  'j?(  eine  gegebene  Punktmenge.  Wir  bezeichnen  die  in  % 
abgeschlossenen  Mengen  als  Mengen  "Sj  (in  "il)-),  die  in  )}[  offenen 
Mengen  als  Mengen  58^  (in  91).  Die  Mengen  5)^  und  SSj  bezeichnen 
wir  auch  als  die  Mengen  erster  Ordnung  (in  91). 

Nun  definieren  wir  für  jedes  a  der  ersten  oder  zweiten  Zahl- 
klasse die  Mengen  a-ter  Ordnung,  die  Mengen  'S«  und  S8„  durch 
Induktion.  Wir  nehmen  an.  diese  Begriffe  seien  schon  definiert  für 
alle  ß<ia,  und  zwar  so,  daß  die  Mengen  3)/^  und  3?^,.  zusammen 
die  Mengen  /5-ter  Ordnung  bilden.  Jede  Menge  ß-iev  Ordnung 
{ß<^it)  heißt  v^on  geringerer  als  t^-ter  Ordnung. 

Und  nun  definieren  wir:  Die  Vereinigung  einer  monoton  wachsen- 


^)  Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  uns  auf  den  Fall 
eigentlich  gleichmäßiger  Konvergenz  beschränken. 

*)  Der  Zusatz  „in  91"  wird  weggelassen,  wo  kein  Zweifel  über  die  zu- 
grunde gelegte  Menge  möglich  ist. 
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den  Folge  von  Mengen  geringerer  als  «-ter  Ordnung  heißt,  wenn 
sie  nicht  von  geringerer  als  «-ter  Ordnung  ist,  eine  Menge  58«,  der 
Durchschnitt  einer  monoton  abnehmenden  Folge  von  Mengen  ge- 
ringerer als  ß-ter  Ordnung  heißt,  wenn  er  nicht  von  geringerer  als 
«-ter  Ordnung  ist,  eine  Menge  5)„.  Die  Mengen  93«  und  %„  heißen 
Mengen  «-ter  Ordnung. 

Ist  die  Menge  '>ßl  von  a-ter  oder  geringerer  Ordnung,  so  heißt 
sie  von  höchstens  «-ter  Ordnung;  ist  sie  eine  Menge  SS«  (^a)  oder 
von  geringerer  als  «-ter  Ordnung,  so  sagen  wir,  sie  sei  höchstens 
eine  Menge  58«  (2)«)- 

Die  Mengen  S?,.  und  'S)«  (für  irgendein  «  der  ersten  oder 
zweiten  Zahlklasse)  bezeichnen  wir  als  Boreische  Mengen  (in  Wjy 
oder  Boreische  Teile  von  's)!. 

Satz  I.  Das  Komplement  zu  %  einer  Menge  SS«  (in  31) 
ist  eine  Menge  ®„  (in  'ä)  und  umgekehrt. 

In  der  Tat,  dies  ist  richtig  für  «  =  1.  Angenommen,  es  sei 
richtig  für  «'<«'•     Ist  9.1?  eine  Menge  33«,  so  ist 

5K  =  aiJi  -f  gj?«  4-  •  •  •  +  33J,  4-  •  •  •  . 

wo  {95?,}  eine  monoton  wachsende  Folge  von  Mengen  geringerer  als 
«-ter  Ordnung.     Dann  aber  ist: 

<)t_5m=(5t  — 9j?j-(3(  — gjzj-  ...•  (31  — 5)jg..., 

wo  {%  —  90?,.}  eine  monoton  abnehmende  Folge  von  Mengen  ist, 
deren  jede,  wegen  des  für  «'  <<  «  als  richtig  angenommenen  Satzes  I, 
von  geringerer  als  a-ter  Ordnung  ist. 

Demnach  ist  W  —  dJl  höchstens  eine  Menge  ®„.  Wäre 
% — 91?  von  geringerer  als  «-ter  Ordnung,  so  zufolge  dem  für«'<Cß 
als  richtig  angenommenen  Satz  I  auch  sein  Komplement  zu  3{,  d.  h. 
90?.  Da  aber  90?  nach  Annahme  eine  Menge  ^1^„,  also  nicht  von  ge- 
ringerer als  «-ter  Ordnung  ist,  so  ist  Satz  I  bewiesen. 

Wir  beweisen  nun  durch  Induktion  gleichzeitig    die  drei  Sätze: 

Satz  IP\  Ist  die  Menge  90?  höchstens  eine  Menge  93a(«>l)j 
so  ist  sie  Vereinigung  einer  monoton  wachsenden  Mengen- 
folge.{90?,,},  in  der  jedes  9)?,.  höchstens  eine  Menge  2)«^ («^<«)  ist. 

Satz  III.  Sind  die  abzählbar  vielen  Mengen  90?v(»'=l,  2,  ...) 
höchstens  Mengen  93a>  so  auch  ihre  Vereinigung.  Sind  sie 
'höchstens  Mengen  2)„,  so  auch  ihr  Durchschnitt. 

Satz  IT.  Sind  die  endlich  vielen  Mengen  9)?,.  (»-=  1,  2,  ...,w) 
höchstens  Mengen  93«,  so  auch  ihr  Durchschnitt.  Sind  sie 
höchstens  Mengen  2}„,  so  auch  ihre  Vereinigung. 


*)  Ein  analoger  Satz  gilt,  wenn  9K  höchstens  eine  Menge  '^a  ist. 
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In  der  Tat,  für  «=1  sind  die  Behauptungen  richtig:  Satz  II 
kommt  für  «  =  1  nicht  in  Frage,  Satz  III  und  IV  aber  reduzieren 
sich  auf  Kap.  I,  §  2,  Satz  IV,  V,  VI,  VII. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Behauptungen  von  Satz  II.  III,  IV 
treffen  zu  für  alle  a  <^a,  und  beweisen ,  daß  sie  dann  auch  für  a 
zutreffen. 

Beweis  von  Satz  II:  Die  Behauptung  ist  offenbar  richtig, 
wenn  «  eine  Grenzzahl;  denn  es  ist  zufolge  Definition  der  Mengen  SSa • 

(0)  m=^m,-{-%,  +  . ..  +  %■-}-..., 

wo  {%}  monoton  wachsend,  und  jedes  9?,.  von  geringerer  als  a-ter 
Ordnung.  Ist  etwa  9?v  von  der  Ordnung  /?,, ,  so  ist  wegen  ßy<Ca 
auch  ßyA^l  <C^a  und  9?v  ist  höchstens  eine  Menge  '^ßy  + 1 . 

Ist  hingegen  a  eine  isolierte  Zahl,  so  haben  wir  drei  Fälle 
zu  unterscheiden. 

1.  Fall:  9Ji  ist  höchstens  eine  Menge  %a-\-  Dann  ist  die  Be- 
hauptung richtig;  man  hat  nur  zu  setzen:  ^y  =  '^. 

2.  Fall:  W  ist  eine  Menge  9S„_i.  Dann  ist  die  Behauptung 
richtig;  denn  für  a^2^)  gilt  nieder  (0),  wo  nun  jedes  9?,,  von 
geringerer  als  (a  —  l)-ter  Ordnung  und  mithin  höchstens  eine  Menge 

3.  Fall:  W  ist  eine  Menge  ^ß«.  Wieder  gilt  (0),  wo  nun  jedes 
5Z,.  von  geringerer  als  a-ter  Ordnung.  Gäbe  es  unter  den  9^^  un- 
endlich viele,  die  höchstens  Mengen  '^a  —  i  sind,  so  könnte  (da  {9?,.} 
monoton  wächst)  9)J  als  Vereinigung  dieser  aufgefaßt  werden,  und 
wäre  nach  Satz  III  (der  für  a  —  1  als  gültig  angenommen  ist)  selbst 
höchstens  eine  Menge  58« _i,  entgegen  der  Annahme.  Also  sind  fast 
alle  92v  Mengen  2)«— i-  Indem  man  die  endlich  vielen  9?^,  die  es 
nicht  sind,  wegläßt,  entsteht  aus  {??,.}  die  gewünschte  Folge  {SJJv}, 
und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Beweis  von  Satz  III:    Sei 

9[jt  =  gK^ -f  sjjj^  ^ . . .  4- gii^ -f  . . . , 
wo  jedes  Wy  höchstens  eine  Menge  SSa-    Es  ist  also  nach  Satz  II: 

(00)    .  g«.  =  9«v,i+9».,2+...  +  S!Är.,*4----. 

wo  jedes  9)?^,/^  höchstens  eine  Menge  %ay  («v,/<  <C«)-  Wir  bezeichnen 
mit  W.^  die  Vereinigung  der  Mengen  Wy,fi{v=  1,  2, ...,  ä;;  /i=  1,  2,  ,..,/c). 
Nach  Satz  IV  (der  für  a'  <i  cc  als  gültig  angenommen  wurde)  ist  dann 
3Jl^  von  geringerer  als  a-ter  Ordnung.     Ferner  ist: 

Tl  =  Tl,  +  ^,  +  ...  +  Wl,  +  .... 

^)  Im  Falle  a  =  2  reduziert  sich  die  Behauptung  auf  Kap.  I,  §  3,  Satz  IV. 
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Und  da  die  Mengenfolge  {Tl^}  monoton  wächst,  ist  90?  von  höchstens 
«-ter  Ordnung.     Damit    ist    die  eine   Hälfte   von   Satz  III    bewiesen. 
Analog  beweist  man  die   andre. 
Beweis  von  Satz  IV:    Sei 

wo  jedes  ?li,,  höchstens  eine  Menge  5.v-  Wieder  gilt  (00),  und  dabei 
kann  nach  Satz  II  stets  angenommen  werden,  jedes  ?[)?,.,„  sei  höch- 
stens eine  Menge  5)„  ,  wo  «,.,„<C«-  Also  ist  nach  Annahme  für 
alle  /<•=!,  2,...  der  Durchschnitt  9}?i,/,,  •  9J?2., „,-...•  50?«., „„  von  ge- 
ringerer als  ß-ter  Ordnung.  Nun  ist  aber  3R  die  Vereinigung  aller 
Durchschnitte  9)?i..»,  •  9J?2,/<j  •  •  •  •  •  9J?„,/,  und  mithin  nach  Satz  III  höch- 
stens eine  Menge  '^u.  Damit  ist  die  eine  Hälfte  von  Satz  IV  be- 
wiesen.    Analog  beweist  man  die  andre. 

Gemäß  ihrer  Definition  waren  die  Mengen  9?«  Vereinigungen 
monoton  wachsender  Folgen,  die  Mengen  ^„  Durchschnitte  mo- 
noton abnehmender  Folgen  von  Mengen  geringerer  als  «-ter  Ord- 
nung. Nun  sehen  wir,  daß  die  Beschränkung  auf  monotone  Mengen- 
folgen ohne  weiteres  wegbleiben  kann. 

Satz  Y.  Die  Vereinigung  (der  Durchschnitt)  5JJ  einer 
Folge  {3Jf,}  von  Mengen  geringerer  als  «-ter  Ordnung  ist 
höchstens  eine  Menge  3?„  (bzw.  ®a)-^) 

In  der  Tat,  da  jede  Menge  3Jly  von  geringerer  als  «-ter  Ord- 
nung, ist  sie  höchstens  eine  Menge  95„  (bzw.  'S«),  und  Satz  V  ist  in 
Satz  III  enthalten. 

Daraus  folgt  sofort: 

Satz  VI.  Die  Vereinigung  (der  Durchschnitt)  abzählbar 
vieler  Borelscher  Mengen  in  31  ist  eine  Boreische  Menge 
in  31. 

Sei  in  der  Tat: 

90J  =  9l?i  4- 51JJ.2  4- •  •  •  4- 5Jf,- +  •  •  • , 

wo  jedes  91?,.  eine  Boreische  Menge,  und  zwar  sei  9D^  von  «,,-ter 
Ordnung.  Nach  Einleitung  §  4,  Satz  XIII  gibt  es  ein  «  der  ersten 
oder  zweiten  Zahlklasse,  das  größer  als  alle  «,.  ist.  Dann  sind  aUe 
9Kv  von  geringerer  als  «-ter  Ordnung;  nach  Satz  V  ist  also  Tl  höch- 
stens eine  Menge  5>a,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 


*)  Aus  Satz  V  entnimmt  man  sofort:  „a- Vereinigung  in  St"  heißt  dasselbe 
wie:  „höchstens  Menge  %  in  3(";  „o- Durchschnitt  in  ^Jl"  heißt  dasselbe  wie: 
„höchstens  Menge  2).2  in  ^Jl". 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  22 


338  I*'*'  Baireschcn  Funktionen. 

Wegen  einer  künftigen  Anwendung  zeigen  wir  noch: 
Satz    VII.    Ist   58-<'-?l  und  (J  höchstens  eine  Menge   3)„(S5„) 
in  58,  8o  ist: 

wo  S*  höchstens  eine  Menge  S)„  (SSj  in  SS.. 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  «  =  1  (Kap.  I,  §  3,  Satz  XII). 
Angenommen  sie  sei  richtig  für  alle  a'<^a.    Es  ist: 

g^e^-e^.....^,,...., 

wo  alle  Sv  von  geringerer   als  (\'-ter  Ordnung    in  !i3  sind,    und  daher 
die  Form  haben: 

g,.  =  58-e*      (6*  von   geringerer  als   «-ter  Ordnung    in  31). 
Setzen  wir  also: 

g*=6*.e2*- ...  -e*- ..., 

so  ist  g*  höchstens  eine  Menge  ^a  in  \?L  und  da: 

e  =  $8-ei-  (£2-  ...•e*-...  =  «-6*, 

ist  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Satz  "NTII.  Ist  93  höchstens  eine  Menge  2)„  in  '».>{  und  g 
höchstens  eine  Menge  2)„  in  93,  so  ist  S  auch  höchstens  eine 
Menge  'S«  in  91. 

In  der  Tat,  dies  folgt  vermöge  Satz  III  unmittelbar  aus  (^ ) 
von  Satz  V^II,  da  darin  nun  sowohl  93  als  S*  höchstens  Mengen 
'S)«  (in  31)  sind. 

Wie  wir  in  Kap.  I,  §  8,  Satz  IX  sahen,  ist  jeder  0- Durchschnitt 
in  einer  separablen  vollständigen  Menge  abzählbar  oder  von  der 
Mächtigkeit  c.  Wir  wollen  nun  zeigen^),  daß  dasselbe  für  alle 
Boreischen  Mengen  gilt  (unter  denen  ja  die  0  -  Durchschnitte  als 
Spezialfall  enthalten  sind).     Wir  zeigen  zunächst: 

Satz  IX.  In  einer  separablen  und  vollständigen  Menge 
besitzt  jede  nicht  abzählbare  Boreische  Menge  einen  (nicht 
leeren)  perfekten  Teil. 

Sei  zunächst  93  irgendeine  Bore  Ische  Menge  von  einer  Ordnung 
a  ^  1 ,     Sie  kann  in  folgender  Form  dargestellt  werden : 

93.  =  93t-f  93^-i-...  +  93"  +  ..., 
wo  jede  Menge  93v   eine,  Boreische  Menge   von  geringerer  als   «-ter 

»)  F.  Hausdorff,  Math.  Ann.  77  (1916),  430. 
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Ordnung  und  S3v^93r^^.'  In  der  Tat,  dies  ist  richtig,  wenn  $8  eine 
Menge  T*«,  denn  dann  können  schon  die  93,.  von  geringerer  als  «-ter 
Ordntnig  angenommen  werden,  und  man  kann  dann  93"  =  93,.  setzen; 
es  ist  aber  auch  richtig,  wenn  93  eine  Menge  93«,  denn  dann  kann 
man  93,.  =  93  setzen,  und  sodann  die  93"  von  geringerer  als  c-ter 
Ordnung  wählen. 

Ist  58  von  erster  Ordnung,  so  gilt  wieder  eine  Darstellung  (*), 
wo  nun  die  ^"  offene  Mengen  bedeuten;  in  der  Tat,  da  die  Menge  93 
von   erster   Ordnung,    ist   sie   offen    oder   abgeschlossen.      Im    ersten 

Falle  kann  man  setzen  93  =  58,.  =  93v,  im  zweiten  kann  man  nach 
Kap.  I,  §  3,  Satz  III  für  die  58,.  offene  Mengen  wählen,  und  sodann 

93"  =  93v  setzen. 

Sei  nun  9t  irgendeine  Boreische  Menge.  Nach  (*)  kann  sie  in 
der  Form  dargestellt  werden: 

%  =  %■%,-...■  \n,-... 
(**)  •"         • 

3i.,  =  9ij.  +  ^:>e+...  +  C  +  ..., 

wo  (falls  nicht  9t  von  erster  Ordnung)  jedes  9t"  von  geringerer  Ord- 
nung als   9t  und: 

(***)  '       9t"<9trv 

Für  jede  einzelne  der  Mengen  91",  etwa  für  9t"i,  gilt  wieder  nach  (*): 

(V)  C  =  <\i-C2-...-9t";..-... 

^i':i  r  =  ^Cr  +  <':'  +  •  •  •  +  ^v?;^  + . . . , 

wo  (falls  nicht  9tC/  von  erster  Ordnung)  jedes  9tv,\';!'  von  geringerer 
Ordnung  als  91"^'  und: 

Für  jede  einzelne  dieser  Mengen  9t",V,'.',  etwa  für  9t",\",'.^'  gilt  wieder 
eine  Darstellung  durch  Mengen  'äv^'y^Jy'  "s^- 

Sind  die  beiden  Indizesfolgen  {/<„},  {>'„}  beliebig  gegeben,  so 
können  auf  diese  Weise  die  Mengen  gebildet  werden: 

Wir  behaupten:  In  jeder  solchen  Folge  sind  fast  alle  Mengen 
offen.  In  der  Tat,  ist  a^,  die  Ordnung  von  9tv,V  >'!!..,>■'""  ?  ^o  ist 
f!„  !>  <fn-i-i^  wenn  nicht  «„  =  1.  Also  muß  a^=l  sein  für  fast 
alle  n,  da  wir  sonst  eine  stets  abnehmende  Folge  von  Ordinal- 
zahlen  hätten,   entgegen   der    Tatsache   (Einleitung   §  4,    Satz  VIII), 

22* 
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daß  die  Ordinalzahlen  <;  «i  eine  wohlgeordnete  Menge  bilden.  Ist 
aber  «,,=  1,  so  ist  9l",\';'^V...!'v''+t^  offen;  dasselbe  gilt  dann  für  alle 
folgenden  Mengen,  und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 

Bemerken  wir  noch,  daß  alle  möglichen  Indizeskombinationen 
(v  ,  v.^,  .. .,  rj  in  eine  Folge  geordnet  werden  können  nach  wach- 
sender Indizessumme  \): 

(1);  (2),  (1,1);  (3),  (2,1),  (1,2),  (1,1,1);  ... 
Nach  Annahme  ist  5(  nicht  ab  zähl  bar.     Wegen  (**)  ist: 

':i  =  31 5q  =  3t?ij  -j-  mti  -j- . . .  4-  sistj  +  . . . 

Es  ist  also  auch  mindestens  eine  der  Mengen  ')H')}1[  nicht  abzählbar, 
etwa  ^1%^.  Nach  Kap.  I,  §7,  Satz  XIV,  XVII  gibt  es  in  21 2(^  ge- 
wiß  zwei   Kondensationspunkte   a^^   und   a^.     Dann   gibt    es    ein   q^: 

so  daß  die  abgeschlossenen  Umgebungen  U  (oq;  ^j),  Ufffi;  pj  die  fol- 
genden Eigenschaften  haben: 

1.  Sie  sind  fremd; 

2.  falls  ?((i  offen  ist,  liegen  sie  in  W;^. 
Wir  schreiben  abkürzend: 

ü(ao;ei)  =  ^o;     Ü(a,;gJ=Ti[i. 

Wir  unternehmen  nun  den  zweiten  Schritt  unsres  Verfahrens, 
in  den  solche  Mengen  (j)  eingehen,  bei  denen  die  untere  Indizes- 
summe 2  ist. 

Da  jede  der  beiden  Mengen: 

11.9(5(^1  (i  =  0,l) 

nicht  abzählbar  ist,  und  da  nach  (**) 

Ui  ■  91  •  9ti>  =  Ür  9(  ■  9(^  •  %  =  lli  ■  5(  •  W^  ■  ^ll  4-  Üi  •  51  •  9l^  •  W^  -f  . . . 

so  ist  wieder  mindestens  eine  der  Mengen  U^ •  '?t  •  W,^  ■  91';  nicht  ab- 
zählbar, etwa  U,- •  W  •  9li»  •  51^  (wobei  wegen  (***)  offenbar  A.,  für  die 
beiden  Fälle  ?==:0,1   gemeinsam  gewählt  werden  kann). 

In   ganz   derselben   Weise   erschließt    man  aus   (***),    daß  auch 
mindestens  eine  der  Mengen: 

U,-  •  91  •  9ti»  •  ^l'  •  9li>  •/■ 

^)  Die  endlich    vielen  Kombinationen    gleicher    Summe    können  dabei   in 
beliebiger  Reihenfolge  angeschrieben  werden. 
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nicht  abzählbar  ist,  etwa:  n.-%'n\^-%l*-'ä\\'^^'''  (wobei  wegen  (A) 
wieder  A^  ^  für  i  =  0  und  1  geraeinsam  gewählt  werden  kann).  Es 
gibt  also  wieder  in  n^-%-'H\^-W.,^-S!l\^'^"'  zwei  Kondensationspunkte 
a,.  Q,  0,.,^.     Dann  gibt  es  ein  ().^: 

so  daß  die  abgcsehlo.'5senen  Umgebungen  U(a,-,j;^<.)  {i,j  =  0,l)  die 
folgenden  Eigenschaften  haben: 

1.  Sie  sind  fremd; 

2.  sie  gehören  jeder  der  beiden  Mengen  9I^s  9(|'/»'»  an,  die 
etwa  offen  ist; 

3.  Ü(«i,,;^.)<U(a,;>,). 
Wir  schreiben  abkürzend: 

n,,^.  =  Ü(a,..;e,). 

Nun  unternehmen  wir  in  derselben  Weise  den  dritten  Schritt 
unsres  Verfahrens,  in  den  solche  Mengen  (t)  eingehen,  bei  denen 
die  untere  Indizessumme  3  ist.    Wir  finden  so  Mengen: 

11 .    91  •  ^r-'i .  Af-'-a .  ipi  >  ''•1 . 1 .  or-'-.i .  op-2  ■  '-2 . 1 .  'OF-i  •  ''•1  •  2 .  <)[^i ,  /-i .  1  •  /-i  - 1  •  1      (i  1  =  0,1), 

"».J  ^^     "4      "^2      "4,1  "^3      "^2.1  "4,2  1,1,1  ^ '-'  '        ' 

die  nicht  abzählbar  sind,  und  eodann  Kondensationspunkte  a,-,j,k 
(i,j,k=^ 0,1)   in   diesen   Mengen    mit    abgeschlossenen    Umgebungen 

^i^i-j-k'Qs)    (o<£*3^2»)'  ^^^  folgenden  Bedingungen  genügen: 

1.  Sie  sind  fremd; 

2.  sie  gehören  jeder  der  Mengen  %^k  '^(i^-/^-',  %\':^-^",  W^i-^'Y'^^'^'"^ 
an,  die  etwa  offen  ist; 

3.  UK,;..;?3)<Ü(V/,..;^,). 
Wir  setzen  wieder: 

In  dieser  Weise  fortfahrend  erhält  man  zu  jeder  Folge  i^,  i^,  ... ,  i„ 

von   Ziffern   0,  1    eine   Menge    U,-,,,-^ ,„.     Wir   bezeichnen    mit   U„ 

die  Vereinigung  aller  dieser  Mengen  \li^,i^,...,i„  öiit  n  Indizes,  und 
bilden  den  Durchschnitt: 

(tt)  2)  =  ii,-n.,-...-iT„... 

Wie  beim  Beweise  von  Kap.  I,  §  8,  Satz  VI  sehen  wir,  daß  X  per- 
fekt ist.     Es  bleibt  also  nur  mehr  zu  zeigen,  daß: 
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Sei  zu  dem  Zwecke  a  ein  nicht  zu  'üt  gehöriger  Punkt.  Wegen  der 
ersten  Formel  (**)  gehört  er  dann  auch  mindestens  einer  Menge  \?l,. 
nicht  an.  etwa  der  Menge  '>Jl,.j.  Wegen  der  zweiten  Formel  (**)  ge- 
hört er  dann  keiner  Menge  '^{'y^,  insbesondere  aucli  nicht  der  beim 
Vj-ten  Schritte  unsres  obigen  Verfahrens  auftretenden  Menge  ?( ;*'i  an. 
Daher  geliört  er,  wegen  der  ersten  Formel  (*^*)  mindestens  einer 
Menge  "i)!''«     nicht  an,  etwa  %'''^    ,   und   daher   gehört  er  \vegen  der 

zweiten  Formel  (*^*)  keiner  der  Mengen  '5(,,'i;."  an,  insbesondere  auch 
nicht  der  beim  (v^  -[-  j'.,)-ten  Schritte  unsres  Verfahrens  auftretenden 
Menge  5(''"'i-'''i'''2 .  Indem  man  so  fort  schließt,  erhält  man  eine 
unendliche  Folge  von  Mengen 

f  ffj)  S)(  '••  1  <0(  ^'1  -  '»1  .  '2         0(  '-'l  ,  ^'1  .  '2  ,  ^»1 .  >2  .  )g 

\  /  "    >1       ■      "    '1  .  »■.  '      "    >i,  Vjj,  )'3  5    •  •  •  ? 

denen  der  Punkt  a  nicht  angehört.  Die  Folge  (tft)  ist  nun  eine 
Folge  (t\  fast  alle  ihre  Glieder  sind  also  offene  Mengen.  Wegen 
Eigenschaft  2.   der   von   uns   benutzten   U,-,,,-„ ,„    ist   demnach   für 

fast  alle  n  U„  Teil  einer  Menge  aus  (ttt)-  In  allen  diesen  U„  ist 
mithin  a  nicht  enthalten,  und  daher  wegen  (rf)  auch  nicht  in  'S). 
Ein  nicht  in  '•!{  enthaltener  Punkt  ist  also  auch  in  1;  nicht  enthalten, 
d.  h.  es  ist  'S  -<  "?(  wie  behauptet.  Damit  aber  ist  Satz  IX  be- 
wiesen. 

Nach  Kap.  I,  §  8.  Satz  IX  und  Kap.  I,  §  7,  Satz  I  ist  damit  zu- 
gleich gezeigt: 

Satz  X.  In  einer  separablen  und  vollständigen  Menge 
ist  jede  Boreische  Menge  entweder  abzählbar  oder  von  der 
Mächtigkeit  c. 

§  5.    Die  Ordnung  einer  Baireschen  Funktion,  charakterisiert 
durch  Boreische  Mengen. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  wie  die  Ordnung  einer  Baireschen 
Funktion  durch  gewisse  Boreische  Mengen  charakterisiert  werden 
kann^).  Wir  werden  dabei  mit  9((/"^2>)  die  Menge  aller  Punkte 
von  %  bezeichnen,  in  denen  f^p  ist.  Analoges  bedeuten  Symbole 
wie  %if<p),  W>v),  '^i{f=p),  '^t{p<f<q)  usw.  Wir  gehen  aus 
von  der  Bemerkung: 


M  Vgl.  W.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)  12  (1912),  279.  Von  einem  all 
gemeineren  Gesichtspunkte  aus  werden  die  in  §§  5 — 8  besprochenen  Fragen 
behandelt  in  einer  während  der  Drucklegung  erschienenen  Abhandlung  von 
F.  Hausdorff,  Math.  Zeitschr.  5  (1919),  298. 
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Satz  I.  Ist.  lli  höchstens  eine  Menge  9S„  in  1>(,  und  ist 
t=\  auf  'iSl  und  /■=0  auf  ''K  —  9)i,  so  ist  /'  höchstens  eine 
Funktion  G^  auf  "K.  Ist  1W  höchstens  eine  Menge  'S),,  in  SU, 
und  ist  /■=  1  auf  i)3?  und  /'=0  auf  ''Jf  —  'lüJ.  so  ist  /'  höchstens 
eine  Funktion  g^  auf  '■K^}. 

In  der  Tat,  die  Behauptung  ist  richtig  für  (t  =  1 ,  da  die  Mengen 
"i^ij  und  1)^  offen  bzw.  abgeschlossen  in. 'S?!,  die  Funktionen  G^  und 
<7j   unterhalb  bzw.  oberhalb  stetig  auf  \'(  sind. 

Angenommen,  die  Behauptung  sei  richtig  für  alle  <i'<^a.  Ist 
3J2  höchstens  eine  Menge  5.1. .  so  gibt  es  eine  monoton  wachsende 
Folge  {"M,}  von  Mengen  geringerer  als  «-ter  Ordnung,  so  daß: 

m  =  ^n^  -j-  m.,  -f  •  •  •  4-  ^^-'^^  +  •  •  • 

Wir  bilden  die  Funktion: 

/:=l  auf  m,.;     f,.  =  0  auf  ^  —  m,.. 

Nach  Annahme   ist   sie   von    geringerer    als   a-ter  Ordnung.     Ferner 
ist  {/,,}  monoton  wachsend,  und  es  ist: 

/•=lira/;.. 

Also  ist  f  höchstens  eine  Funktion   G^.     Damit   ist   die   eine  Hälfte 
von  Satz  I  bewiesen.     Analog  beweist  man  die  andre. 

Satz  IL  Damit  /'  höchstens  eine  Funktion  Ga  auf  %  sei, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  jedes  p  die  Menge 
'"^i(f^p)  höchstens  eine  Menge  58«  sei"). 

Der  Satz  ist  richtig  für  « =  1 ,  da  er  sich  dann  auf  Kap.  II. 
§  9.  Satz  IV  reduziert;  in  der  Tat  ist  dann  /'  unterhalb  stetig,  die 
Menge  '■K(f<p)  abgeschlossen  in  %,  die  Menge  'il(f^p)  demnach 
offen  in  ".?(.  d.  h.  eine  Menge  SS^. 

Wir  nehmen  nun  den  Satz  sowie  den  entsprechenden  Satz  für 
Funktionen  g,^  (Fußn.  2)  als  richtig  an  für  alle  «'<^«,  und  zeigen, 
daß  er  dann  auch  für  a  gilt. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  /'  höchstens 
eine  Funktion  Ga  und  {/'»,}  eine  monoton  wachsende  Folge  von 
Funktionen  geringerer  als  «-ter  Ordnung  mit 

lim  /;.  =  /■. 


^)  Die  Zahlen  0  und  1  sind  dabei  nur  der  Einfachheit  halber  gewählt 
Es  kann  0  ersetzt  werden  durch  irgendeine  Zahl  a,  und  1  durch  irgendeine 
Zahl  fc  >  a . 

*)  Den  entsprechenden  Satz  für  Funktionen  g^  erhält  man,  indem  mau 
'i^[t'>p)  durch  'ä{f<p)  ersetzt. 
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Nach   §  3,   Satz  VIII   können   wir   annehmen,    /",.  sei   höchstens   eine 

Funktion   ^„,  («»,<«)•     Indem    wir    noch    /;.   ersetzen    durch    /; ;, 

können  wir  annehmen,  die  Folge  {/',}  sei  stets  wachsend^).    Dann  ist: 

n{f<p)==^l{t\<p)-^i{f,<p)-"--^Hfr<P)---- 

Da  aber  für  alle  «'<C«  der  dem  Satz  II  analoge  Satz  für  Funk- 
tionen ga-  als  richtig  vorausgesetzt  wurde,  ist  jede  Menge  9r(f,.  <Cjp) 
von  geringerer  als  c-tev  Ordnung,  und  somit  S!lif<p)  höchstens 
eine  Menge  'S)«,  und  endlich  (§  4,  Satz  I)  'ü{f^p)  höchstens  eine 
Menge  5ß„. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.  Vermöge  der  Schränkungstransformation  (§  3,  Satz  III) 
können  wir  /  als  beschränkt  annehmen: 

><<f<v. 

Wir  teilen  das  Intervall  [u,v]  in  v  gleiche  Teile  durch  Einschalten 
der  Teilpunkte: 

0  1  •  ^      r  — 1      ^       V  ' 

und  setzen: 

/;.  =  M<.')  auf  W  (w(':\  <  f<  m(»'))       {i=l,2,...,v). 

Dann  konvergiert  {/,.}  gleichmäßig  gegen  /'. 

Nach  Voraussetzung  ist  jede  der  Mengen  5(  (/  ^  w'.'')  (i  =  0. 1 ,  . . . , 
V  —  1 )  höchstens  eine  Menge  SB„ .     Die  durch : 

/;,!  =  <>     auf  %; 
f^_i  =  ul^•)  —  ^c<:2,      auf  9t(/>M;'jJ;     fr,i  =  0     auf  31  (/•<«.;.':) j) 

definierten  Funktionen  sind  also  nach  Satz  I  höchstens  Funktionen  (?„; 
also  ist  auch 

/;.=/;,i  +  /;..  2 +  ...  +  /;... 

höchstens  eine  Funktion  G,,  (§  3,  Satz  IX)  und  somit  auch  f  (§  3, 
Satz  XII). 

Satz  III.  Damit  f  eine  Funktion  G«  auf  3t  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  für  jedes  p  die  Menge  %{f^p) 
höchstens  eine  Menge  58«  sei,  während  für  kein  ß<Z^  alle 
Mengen  9((/'>p)  und  ebenso  für  kein  ß  <Ca  alle  Mengen 
^{f<ip)  höchstens  Mengen  3?/}  sind"). 

^)  Dabei  sind  die  fv  als  endlich  vorausgesetzt,  was  durch  die  Schrän- 
kungstransformation stets  erreicht  werden  kann. 

^)  Den  entsprechenden  Satz  für  Funktionen  g^  erhält  man,  indem  man 
die  Mengen  'ii(f^p)  und  ?( (/  <  p)  miteinander  vertauscht. 
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Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  f  eine  Funk- 
tion Ga.  Nach  Satz  II  ist  jede  Menge  9((/'>p)  höchstens  eine 
Menge  ^„.  Angenommen  nun,  es  gäbe  ein  ß,  so  daß  alle  Mengen 
%{f^p)  auch  höchstens  Mengen  58/j  wären,  so  wäre  nach  Satz  II  f 
höchstens  eine  Funktion  0,1  entgegen  der  Annahme.  Gäbe  es  ferner 
ein  /Ö<«,  so  daß  alle  Mengen  %{f<ip)  höchstens  Mengen  33/^,-  wären, 
so  wäre  nach  Satz  II  (Fußn.  2)  /"  höchstens  eine  Funktion  gß  ent- 
gegen der  Annahme. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  ist 
f  zunächst  nach  Satz  II  höchstens  eine  Funktion  Ga-  Wäre  nun  /' 
nicht  wirklich  eine  Funktion  G„,  so  wäre  /'  für  ein/5<<«  eine  Funk- 
tion Gß  oder  g^.  Nach  Satz  II  wären  dann  alle  Mengen  5((/'>>  p) 
bzw.  alle  Mengen  %{f<Cp)  höchstens  Mengen  58^?,  entgegen  der  An- 
nahme.    Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Wir  lassen  hier  noch  einen  Hilfssatz  folgen,  den  wir  weiterhin 
brauchen  werden,  und  der,  für  den  Fall,  daß  u  eine  isolierte  Zahl 
ist,  eine  Ergänzung  zu  Satz  I  bringt. 

Satz  IV.  Ist  a  eine  isolierte  Zahl>l,  und  W  höchstens 
eine  Menge  ^„  in  5(,  so  gibt  es  eine  Funktion  /',  die  höch- 
stens eine  Funktion  ^„  —  i  ist,  so  daß: 

/'=0    auf  m-,     0<f£l    auf  'li  —  W. 

In  der  Tat,  da  5(  —  93?  höchstens  eine  Menge  58„  ist  (§  4,  Satz  I), 
so  gibt  es  eine  Darstellung  (§  4,  Satz  II): 

^S  —  Tl  =  Tl^'{'m.^-\ f-  9)?.  H , 

wo  jedes  Tl,.   höchstens  eine  Menge  2)«  - 1 .    Nach  Satz  I  ist  also  die 
Funktion    /",,,    die    gegeben  ist  durch: 

fy  =  ~   auf  93?,.;     /;=0    auf  <)(  — 9J?v 

höchstens   eine   Funktion  ga  —  i-     Nach    §  3,  Satz  XII   ist  also  auch: 

00 

f=2fy 

r    ~1 

höchstens  eine  Funktion  ga  —  i,  womit  Satz  IV  bewiesen  ist. 

§  6.    Zusammenhang  zAvischen  Klasse  und  Ordnung  einer 
Bairesehen  Funktion. 

Nunmehr  sind  wir  in  der  Lage,  den  Zusammenhang  zwischen 
Klasse  und  Ordnung  einer  Bairesehen  Funktion  festzu8telj[en^). 


^)  Vgl.   zum   Folgenden  VV.  H.  Young,  Lond.  Proc.  (2)   12  (1912),   283. 
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Satz  I.  Die  Gesamtheit  aller  Funktionen  höchstens 
«-ter  Klasse  besteht  aus  allen  Funktionen  höchstens  «-ter 
Ordnung,  und  allen  Funktionen  (rt-j-l)-ter  Ordnung,  die 
sowohl  Funktionen  Ga+i  als  auch  Funktionen  ga  +  i  sind. 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  a  =  0;  denn  die  Gesamtheit  der 
Funktionen  0-ter  Klasse  (d.  h.  der  stetigen  Funktionen)  ist  iden- 
tisch mit  der  Gesamtheit  jener,  die  sowohl  Funktionen  G^  als  ^j, 
d.  h.  sowohl  unterhalb  als  oberhalb  stetig  sind. 

Wir  nehmen  nun  die  Behauptung  als  richtig  an  für  alle  «'  <C  'f . 
und  zeigen,  daß  sie  dann  auch  für  «  gilt. 

1.  Teil  des  Beweises.  Sei  /'  von  höchstens  a-ter  Klasse. 
Dann  ist: 

/•=lim/-,, 

wo  jedes  /,,  von  geringerer  als  «-ter  Klasse.  Wir  bezeichnen  mit 
fy^i  den  größten  unter  den  k -\- 1  Funktionswerten  /,,,  f.+i,  .••,  fv-rk- 
Nach  §  1,  Satz  VIII  ist  auch  fy^k  von  geringerer  als  «-ter  Klasse, 
und  daher,  da  Satz  I  für  a'  <^a  als  richtig  angenommen  ist,  höchstens 
eine  Funktion  G«. 

Da  die  Folge  fy^i,  fv,  2,  •  •  •,  fv.k^  •••  monoton  wächst,  ist  nach  §  3, 
Satz  VII  auch 

/;  =  lim  /;,;!; 

höchstens  eine  Funktion  G^,  und  da  die  Folge  {/V}  monoton  ab- 
nimmt, ist: 

f=limf~ 

j'  =  00 

höchstens  eine  Funktion  ga-ri- 

Bezeichnet  man  mit  fy^^  d^^i  kleinsten  unter  den  Funktions- 
werten   fy,  fyj^i,  . . .,  fyj^ic    uiid   sctzt    f,,  =  Um /,. .  jfc ,    SO    beweist    man 

*  =  «- 

ebenso,  daß  /'  höchstens  eine  Funktion  Gn-i-i  ist. 

Ist  also  f  nicht  von  höchstens  «-ter  Ordnung,  so  ist  es  sowohl 
eine  Funktion  Ga^i  als  auch  eine  Funktion  ga^i,  wie  zu  be- 
weisen war. 

2,  Teil  des  Beweises.  Wir  haben  nun  noch  die  Umkehrung 
zu  beweisen,  und  haben  dabei  die  beiden  Fälle  zu  unterscheiden: 
Fall  a).  Die  Funktion  /"  ist  von  höchstens  «-ter  Ordnung.  Fall  b).  Die 
Funktion  /ist  sowohl  eine  Funktion  Ga-^i  als  auch  eine  Funktion  (ja  r  \- 

Fall^a).     Da  /"  von  höchstens  «-ter  Ordnung,  ist 

/'=lim  /,,, 
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wo  jedes  fy  von  geringerer  als  a-ter  Ordnung.  Da  aber  für  alle 
«'  <  «  Satz  I  als  richtig  angenommen  ist,  so  ist  dann  jedes  fy  auch 
von  geringerer  als  <^ter  Klasse,  und  mithin  /"  von  höchstens  <i-ter 
Klasse,  wie  zu  beweisen  war. 

Fall  b).  Da  nun  /  sowohl  eine  Funktion  Ga^i  als  auch  eine 
Funktion  ^«-i?  so  ist  nach  ^  5,  Satz  II  jede  Menge  %it"_>q)  und 
jede  Menge 'M(/"<Cjp)  höchstens  eine  Menge  SS„^i,  mithin  jede  Menge 
'?((/"^(/)  und  jede  Menge  9t(/"^p)  höchstens  eine  Menge  ^a+i; 
und  wegen: 

'ii{P  £  f  £  q)  =  ^{f^p}-'ii(J' £  q) 

ist  (§  4,  Satz  III)  auch  '"^iip  £  f  £  q}  höchstens  eine  Menge  ®a+i- 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  f  als  be- 
schränkt annehmen: 

Wir  teilen  das  Intervall  [  w,  v  ]  in  v  gleiche  Teile  durch  Einschalten 
der  Teilpunkte: 

u  =  u  J  <'  u'  <C  . . .  ^  u      ^<  u    =v 


«1     <•••<«,._!<«,,     = 


Da,  wie  eben  gezeigt,  die  Menge  ^(u._    £f£u!')    höchstens    eine 


(■•) 


Menge    "Sa—i    ist,   gibt  es  nach   §  5.  Satz  IV  eine  Funktion  f.''  ,  die 
höchstens  eine  Funktion  g,^  ist,  so  daß: 

/^•'^  =  0     auf     '$i(u^:\<f<u^r^) 

'  t  \     t  —  1  :=  '   =        »     / 

0<f;.^^<l      auf     31  (/•<<!., )  +  3r(/-><'). 

Wie    wir    schon    unter   Fall  a)    sahen,    ist    f.  ,    weil  höchstens  eine 
Funktion  Qa,  auch  von  höchstens  a-ter  Klasse. 
Wir  setzen  nun^): 


»'), 


<^=l, 

^M_^.).^.).  _ 

'  '  i—l 

(t  =  2,3, 

y^'-C.- 

■  fi:'  (i=i,2...., 

>'-iy, 

Wy  —1; 

(»=1,2, 

und  es  ist: 

aM  =  0    auf    S^y^ui-li); 

h^r^=l     auf     %[f^u^^)', 
O^Äi"^^!     auf     ^i{u^il^<f^u^{^). 

*i  Nach  H.  Lebesgue,  Journ.  de  math.  (6)  1  (1904),  168. 


348  I^'C  Bairesclicn  Funktionen. 

Nach  §  1,  Satz  VII  ist  auch  hi^  von  höchstens  «-ter  Klasse.  Wir 
setzen  weiter: 

V 

k  =  l 

Dann  ist  auch  /<,.  von  höchstens  «-ter  Klasse,  und  es  ist: 

«i  - 1  ^  '*"  ^  "i''     ^"^     '^^  ( '*i  -  i^f^  ^?) . 

Es  konvergiert  also  {/;,.}  gleichmäßig  gegen  f,  und  somit  ist  nach 
§  1,  Satz  X  /"  ebenso  ^^•ie  die  //,,  von  höchstens  «-ter  Klasse.  Damit 
ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  II.  Ist«  eine  isolierte  Zahl,  so  besteht  die  Gesamt- 
heit aller  Funktionen  «-ter  Klasse  aus  allen  Funktionen 
Ga,  die  nicht  zugleich  Funktionen  ^a  sind,  allen  Funktionen 
(/„,  die  nicht  zugleich  Funktionen  G^  sind,  und  allen  Funk- 
tionen, die  zugleich  Funktionen  Ga-\.i  und  ö'«+i  sii^t^-  —  Ist 
«  eine  Grenzzahl,  so  besteht  die  Gesamtheit  aller  Funk- 
tionen «-ter  Klasse  aus  allen  Funktionen  Ga,  allen  Funk- 
tionen ga  und  allen  Funktionen,  die  zugleich  Funktionen 
Ga+i  und  ga^i  sind. 

Sei  in  der  Tat  /'  eine  Funktion  «-ter  Klasse.  Nach  Satz  I  ist 
sie  entweder  sowohl  eine  Funktion  G^  +  i  als  auch  eine  Funktion  ga+i, 
oder  sie  ist  von  höchstens  «-ter  Ordnung.  Im  letzteren  Falle  kann 
sie  nicht  von  geringerer  als  a-ter  Ordnung  sein,  da  sie  sonst  nach 
Satz  I  auch  von  geringerer  als  «-ter  Klasse  wäre,  entgegen  der  An- 
nahme. Also  ist  sie  von  a-ter  Ordnung,  d.  h.  eine  Funktion  G„  oder 
eine  Funktion  g^ .  Ist  nun  a  eine  isolierte  Zahl,  so  kann  die  Funk- 
tion /',  wenn  sie  eine  Funktion  G,,  ist,  nicht  gleichzeitig  eine  Funk- 
tion </„  sein,  und,  wenn  sie  eine  Funktion  y„  ist,  nicht  gleichzeitig 
eine  Funktion  Ga  sein,  da  sie  sonst  nach  Satz  I  von  höchstens 
(((■  —  l)-ter  Klasse  wäre,  entgegen  der  Annahme.  Damit  ist  die  eine 
Hälfte  der  Behauptung  bewiesen. 

Wir  haben  noch  die  Umkehrung  zu  beweisen.  Ist  die  Funk- 
tion /'  sowohl  eine  Funktion  Ga+i  als  auch  eine  Funktion  ga+i,  so 
ist  sie  nach  Satz  I  von  höchstens  «-ter  Klasse.  Wäre  sie  von  ge- 
ringerer als  «-ter  Klasse,  so  wäre  sie  nach  Satz  I  von  höchstens 
«-ter  Ordnung,  entgegen  der  Annahme.  Sie  ist  also  genau  von  «-ter 
Klasse. 

Ist  endlich  f  eine  Funktion  (?„  (oder  gr«),  so  ist  sie  nach  Satz  I 
von  höchstens  «-ter  Klasse.  Sie  kann  nach  Satz  I  von  ß-tov  Klasse 
'/^<«)  »ur  sein,  wenn  /i -}- 1  =: «   (und  somit  «  eine  is  licrte  Zahl) 
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und  /■  gleichzeitig  eine  Funktion  </„  (bzw.  (?„).  Ist  dies  nicht  der 
Fall,  so  ist  also  wieder  f  genau  von  (C-ter  Klasse.  Damit  ist  Satz  II 
vollständig  bewiesen. 

§  7.    Die  Klasse  einer  Baireschen  Funktion  charakterisiert  durch 

Boreische  3Iengen. 

Die' Sätze  von  §  6  ermöglichen  es  uns,  von  der  in  §  5  gegebenen 
Charakterisierung  der  Ordnung  einer  Baireschen  Funktion  durch 
gewisse  Borelsche  Mengen  zu  einer  analogen  Charakterisierung  ihrer 
Klasse  überzugehen'». 

Satz  I.  Damit  /'  eine  Funktion  höchstens  «-ter  Klasse 
sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  für  alle  p  und  q 
die  Menge  W(jJ</'<g)  höchstens  eine  Menge  2)„4-i  sei. 

Die  Behauptung  ist  richtig  für  a  =  0;  denn  dann  ist  f  stetig, 
und  die  Mengen  'S)]   sind  die  abgeschlossenen  Mengen.     Und  da: 

(0)  'H{p<f£q)  =  ^{f>p)-Hf£Q) 

ist,  folgt  die  Behauptung  aus  Kap.  II,  §  4,  Satz  VI. 

Wir  nehmen  sie  nun  als  richtig  an  für  alle  cc  <^a,  und  be- 
weisen sie  für  a. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  f  von  höchstens 
«-ter  Klasse.  Nach  §  6,  Satz  I  ist  dann  f  höchstens  eine  Funktion 
Ga+i  und  gleichzeitig  höchstens  eine  Funktion  Qa+i-  Nach  §  5, 
Satz  II  sind  also  die  Mengen  9l(/-< p)  und  9((/">>  q)  höchstens  Mengen 
^a+i,  ihre  Komplemente  "^t (f^i?)  nnd  Sä{f^q)  also  höchstens  Mengen 
©a+i-  Also  ist  nach  (0)  ihr  Durchschnitt  'ä{p^f^q)  auch  höch- 
stens eine  Menge  ^„+i,  wie  behauptet. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.  Wählt  manp  =  — oo  oder  q  =  ~\-oo,  so  sind  daim  alle 
^{f<q)  und  9t f /■>!;)  höchstens  Mengen  Sa+i,  mithin  alle  %{f^q) 
und  ^Ä{f<Cp)  höchstens  Mengen  9Sa+i,  und  aus  §  5,  Satz  II  folgt,  daß 
f  höchstens  eine  Funktion  G^+i  und  gleichzeitig  höchstens  eine  Funk- 
tion ga+i  ist.  Nach  §  6,  Satz  I  ist  f  also  auch  von  höchstens  «-ter 
Klasse,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Ist  a  eine  isolierte  Zahl,  so  ist,  damit  f  von 
«-ter  Klasse  sei,  notwendig  und  hinreichend,  daß  alle 
'il(.P^f^q)  höchstens  Mengen  2„^i.  aber  nicht  alle  höchstens 
Mengen  'S«  seien.  —  Ist  a  eine  Grenzzahl,  so  ist,  damit  f 
von  fi-ter  Klasse  sei,  notwendig  und  hinreichend,  daß  alle 


^)  Vgl.    zum   Folgeaden:    H.  Lebesgue,    Journ.    de    math.    (6)    1   (1904), 
156fif.    W.  Sierpinski,  Bull.  Crac.  1918,  168. 
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^{p<f^q)  höchstens  Mengen  D„hi.  aber  für  kein  ß<_a 
höchstens  Mengen  S)^  seien. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  /'  von  «-ter 
Klasse.  Nach  Satz  I  sind  alle  3i(i></"^3)  höchstens  Mengen  ®„  +  i. 
Ist  a  isoliert,  und  sind  alle  'ä{p<f^q)  auch  Mengen  2)„,  so  wäre 
nach  Satz  I  (angewendet  auf  a  —  1)  f  höchstens  von  (<; — l)-ter 
Klasse  entgegen  der  Annahme.  Ist  a  Grenzzahl,  und  sind  alle 
9t(p<f<(^)  höchstens  Mengen  ©^^  {ß<^a),  so  wäre  nach  Satz  I  /' 
von  höchstens  /^-ter  Klasse,  entgegen  der  Annahme.  Damit  ist  die 
Behauptung  bewiesen. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat,  sie 
sei  erfüllt.     Nach  Satz  I  ist  dann  f  von  höchstens  «-ter  Kla.'^se. 

Sei  a  eine  isolierte  Zahl;  wäre  dann  /von  höchstens  (a  —  l)-ter 
Klasse,  so  wären  nach  Satz  I  alle  'ä  {p  <  f  i^  q)  höchstens  Mengen  ®„, 
entgegen  der  Annahme.  Sei  sodann  cc  eine  Grenzzahl;  wäre  /"  von 
»/-ter  Klasse  {a' <^a),  so  wären  nach  Satz  I  alle  'ä{p^f<q)  höch- 
stens Mengen  '^a'+i,  was,  wegen  «'-[-!-<«,  wieder  der  Annahme 
widerspricht.    Also  ist  f  von  «-ter  Klasse,  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Die  Sätze  I  und  II  können  noch  ein  wenig  anders  formuliert  werden: 

Satz  III.  Ist  f  endlich,  so  können  in  den  Sätzen  I  und 
II  die  Mengen  "il^p  <f^q)  durch  die  Mengen  %(p  <if<Cq) 
ersetzt  werden,  wenn  gleichzeitig  die  Mengen  2)  durch  die 
entsprechenden  Mengen  $8   ersetzt  werden. 

Zum  Beweise  genügt  es,  zu  zeigen:  Ist  /'  endlich,  und  sind  alle 
^^((i?^/'^2)  höchstens  Mengen  5)„,  so  sind  alle  >H  [p  <i.  f  <C  q) 
höchstens  Mengen  $ß„,  und  umgekehrt. 

Seien  also  alle  ''}l(p<f<q)  höchstens  Mengen  %,.  Dies  gilt 
dann  insbesondere  auch  von  den  beiden  Mengen  'il{q<f^-\-oo), 
91  ( — co</<p),  und  mithin  (§4,  Satz  IV)  auch  von  deren  Ver- 
einigung. Da  aber  die  Menge  %{p  <if<^Jl)  tlas  Komplement  dieser 
Vereinigung  zu  %  ist,  so  ist  sie  i§  4,  Satz  I)  höchstens  eine  Menge 
^a,  wie  behauptet. 

Seien  umgekehrt  alle  'ilip  <Z.f<^g)  höchstens  Mengen  ^8«.  Dies 
gilt  dann  insbesondere  auch  von  den  beiden  Mengen  9t  (g  <C  /  <C  -f"  oo), 
21  ( —  oo  <^  f<Cp)  und  daher  auch  von  deren  Vereinigung  (§  4,  Satz  III), 
Da  aber  die  Menge  %{p^f^q)  das  Komplement  zu  9(  dieser  Ver- 
einigung ist,  so  ist  sie  höchstens  eine  Menge  ^„,  wie  behauptet. 
Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Wir  können  nun  leicht  eine  für  alle  Baireschen  Funktionen 
charakteristische  Bedingung  aufstellen^). 


»)  H.  Lebcsgue,  a.  a.  O.  168. 
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Satz  lY.  Damit  /eine  Bairesche  Funktion  sei,  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  alle  Mengen  '?l(p^/'<  3)*) 
Boreische  Mengen  seien. 

Die  Bedingung  ist  notwendig:  dies  ist  in  Satz  I  enthalten. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Vermöge  der  Schränkungs- 
transformation  können  wir  beim  Nachweise  /  als  endlich  annehmen. 
Sei  [r'j /•',']  (»'=1,2,...)  die  Gesamtheit  der  (abzählbar  vielen) 
Intervalle  des  M^  mit  rationalen  Endpunkten.  Nach  Annahme  sind 
dann  alle  5[(r'.^f  ^  r'.')  Boreische  Mengen;  sei  etwa  9t(rt^/"^?v) 
von  der  Ordnung  a,..  Dann  gibt  es  (Einleitung  §  4,  Satz  XIII)  ein  a 
der  ersten  oder  zweiten  Zahlklasse,  das  größer  als  alle  Uy  (>'=  1,  2, . . .) 
ist.     Alle  Mengen  3t(r'v^/'^r'/)  sind  dann  höchstens  Mengen  "Sa- 

Sei  nun  das  endliche  Intervall  [p,  q]  beliebig  gegeben.  Unter 
den  [r'..  n'J  gibt  es  dann  eine  Folge  [r'.  ,r''],  so  daß 

[p,i]  =  [r:,,r:\].[r',,,r':^-....[r:.,r':;\.... 

Dann  ist  auch: 

^l(p£f£q)  =  'ä{r:.,£r£r':,)-^{K,<f£r':,)-...-Sil{K<f£r':^)....^ 

und  somit  ist  auch  ?l  (p  ^  f^  q)  höchstens  eine  Menge  ®a  (§  4,  Satz  III). 
Nach  Satz  I  ist  also  /'  von  höchstens  c-ter  Klasse,  und  somit  eine 
Bairesche  Funktion.     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Aus  Satz  IV  folgern  wir  leicht: 

Satz  y.  Ist  %  separabel.  so  hat  die  Menge  aller  Borel- 
schen  Teile  von  91  höchstens  die  Mächtigkeit  c. 

In  der  Tat,  sei  S  ein  Borelscher  Teil  von  St.  Wir  setzen  /'=  1 
auf  93,  /'=0  auf  9( — 93.  Nach  Satz  IV  ist  f  eine  Bairesche  Funktion 
auf  \>(.  Nach  §  1,  Satz  I  aber  hat  die  Menge  aller  Baireschen  Funk- 
tionen auf  %  die  Mächtigkeit  c.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Als  Anwendung  von  Satz  I  beweisen  wir: 

Satz  TI-).  Ist  f^O  überall  auf  51,  abgesehen  von  einer 
abzählbaren  Punktmenge,  so  ist  /'  von  höchstens  zweiter 
Klasse  auf  31. 

In  der  Tat,  jeder  Punkt  von  \H  ist  eine  Menge  ^^,  jeder  ab- 
zählbare Teil  von  9(  daher  höchstens  eine  Menge  9S., ,  sein  Komple- 
ment somit  höchstens  eine  Menge  'D.,.  Für  unsere  Funktion  /'  nun 
ist  jede  Menge  'ii{p<f<q)  abzählbar,  oder  die  V^ereinigung  einer 
abzählbaren  Menge  mit  dem  Komplement  einer  abzählbaren  Menge, 

*)  Bei  endlichem  /"  kann  es  statt  dessen  auch  heißen:  alle  Mengen 
SI(p  <r /"<  9).     Vgl.  den  BeAveis  von  Satz  III. 

•')  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  72. 
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also  nach  dem  Gesagten  Vereinigung  zweier  Mengen  von  geringerer 
als  dritter  Ordnung  und  mithin  höchstens  eine  Menge  ^.j.  Nach 
Satz  I  ist  also  /'  von  höchstens  zweiter  Klasse,  wie  behauptet. 

Satz  VIP).  Ändß^rt  man  die  Werte  einer  Funktion  liöchstens 
«c-ter  Klasse  («  ^  2)  in  abzählbar  vielen  Punkten  ab,  so  ent- 
steht wieder  eine  Funktion  höchstens  a-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  die  Werte  von  f  in  abzählbar  vielen  Punkten  ab- 
ändern, heißt  so  viel  wie-):  zu  /'  eine  Funktion  /*  addieren,  die 
überall  =  0  ist,  abgesehen  von  einer  abzählbaren  Punktinenge.  Nach 
Satz  VI  nun  ist  f*  von  höchstens  zweiter  Klasse,  mithin  wegen  «  ^  2 
auch  von  höchstens  cc-ter  Klasse.  Also  ist  nach  §  1,  Satz  VII  auch 
f-\-f*  von  höchstens  a-ter  Klasse,  wie  behauptet. 

§  8.     Charakteristische  Eigenschaften   der  Funktionen   höchstens 

«-ter  Klasse. 

Wir  beweisen  nun  eine  Reihe  von  Sätzen,  die  von  Wichtigkeit 
sind,  weil  sie  in  vielen  Fällen  zum  Nachweis  verwendet  werden 
können,  daß  eine  gegebene  Funktion  von  höchstens  «-ter  Klasse  ist. 
Wir  schicken  den  Satz  voraus ''): 

Satz  I.  Sind  /'^, /!,....,  f^j,  ...  Funktionen  höchstens  a-ter 
Klasse  [cc^l]  auf  ^,  ist 

21  =  m,  4-  9Jt  +  •  •  •  +  5??n  +  •  •  •  . 
wo  jedes  9J?^  höchstens  eine  Menge  l)«  in  31,  und  ist:    - 

f=f,  auf  m,; 

/•=f„auf  (9??,4-aJ?,-}-...-{-93?J-(9JZ,4-9^2+-  +  9^„-i)  (^»>l). 
so  ist  f  von  höchstens  fi-ter  Klasse  auf  21. 

Zum  Beweise  setzen  wir  abkürzend: 

^,  =  m,;    ^i,=m,-\-'m,'\~...-\-Ti„   (n>i), 

so  daß  auch  jedes  9J?„  höchstens  eine  Menge  'S!«  ist,  und  zeigen  zu- 
nächst: Zu  jeder  Menge  9!)?„  gibt  es  eine  Folge  /(„,  i,  /i«,  2;  •  •  •  j  ^n,  >■  >  •  •  • 
von  Funktionen  geringerer  als  a-ter  Klasse,  so  daß: 

(0)  l! 


0 

auf 

^K 

für  alle  v, 

1 

auf 

2t- 

-  ^K 

für  fast  alle  v. 

1)  R.  Baire,  Acta  math.  30  (1906),  32. 

*)  Dabei  ist  f  als  endlich  vorausgesetzt,  was  vermöge  der  Schränkungs- 
transformation  zulä.ssig  ist. 

*)  Ein  Spezialfall  dieses  Satzes  wurde  bewiesen  von  R.  Baire,  Acta 
math.  30  (1906),  31. 
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Sei,  um  dies  einzusehen,  zunächst  «=1.  Jede  Menge  9Ji„  ist 
dann  abgeschlossen  in  ')H.     Wir  setzen: 

h^y[cr)=  der  kleineren  der  beiden  Zahlen  1  und  V'r(a,  5KJ. 

Nach  Kap.  II,  §  4,  Satz  I  und  Kap.  II,  §  3,  Satz  VIII  ist  dann  h„^y 
stetig,  und  mithin  von  0-ter  Klasse,  und  die  Forderungen  (0)  sind 
offenbar  erfüllt. 

Sei  sodann  «^1.     Dann  gibt  es  eine  Darstellung: 

^„  =  9)?„. i-g}?„. 3-.. .-^Wn.. .•..., 

wo  {9)?n,v}  eine  monoton  abnehmende  Folge  von  Mengen  geringerer 
als  rt-ter  Ordnung.     Wir  setzen: 

hn.r  =  0     auf     gj?„,,;  Ä„,.=  l     auf     9(_gfj?„_,.. 

Nach  §  5.  Satz  I  ist  dann  /(„.,,  von  geringerer  als  «-ter  Ordnung, 
mithin  nach  §  6,  Satz  I  auch  von  geringerer  als  «-ter  Klasse.  Die 
Forderungen  (0)  sind  wieder  erfüllt.  Die  gewünschte  Funktionen- 
folge {ä„,,.}  ist  also  in  jedem   Falle  hergestellt. 

Da  nun  f^  von  höchstens  fi-ter  Klasse,  gibt  es  eine  Darstellung: 

(00)  tn=limfn,y, 

V  =  00 

wo  jedes  fn,y  von  geringerer  als  ß-ter  Klasse.  Vermöge  der  Schrän- 
kungstransformation  können  wir  dabei  alle  f^  und  alle  /"„,,,  als  end- 
lich annehmen.     Wir  setzen: 

K  =  A,  V  -|-  (/2,  V  fl,  v)  ^1,  V  -{-  {h,  y  /s,  v)  Az,  V  +  •  • . 

~\~(fv,  y  /v  — l,v)  hy  —  \,y 

Nach  §  1,  Satz  VII  ist  auch  hy  von  geringerer  als  «-ter  Klasse.  Aus 
(0)  folgt  sofort: 

auf  3\  ist  hy  =  /i,  y     für  alle  v 

auf  äJirt  —  SJ^n-i  ist  hy  =  f„^y     für  fast  alle  v. 

Wegen  (00)  ist  also: 

f=\im  hy, 

und  mithin  ist  f  von  höchstens  «-ter  Klasse.  Damit  ist  Satz  I 
bewiesen. 

Nunmehr  sind  wir  in  der  Lage,  folgende  charakteristische  Eigen- 
schaft der  Funktionen  höchstens  «-ter  KJasse  zu  beweisen^): 

Satz  II.  Damit  die  auf  5t  endliche  Funktion  f  von 
höchstens  «-ter  Klasse  sei  (a^l),    ist  notwendig    und    hin- 


^)  H.  Lebesgue,  Journ.  de  math.  (6)  1  (1905),  173. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  23 


354  l^it^  Bairesclien  Funktionen. 

reichend,  daß  es  zu  jedem  e>0  eine  Folge  von  Teilen  {W,.} 
von  ''?(  und  eine  Folge  von  Funktionen  {/;,}  auf  '>>(  gibt,  mit 
folgenden  Eigenschaften: 

1.  Jedes  93?,.  ist  höchstens  eine  Menge  ®,<  in  "ii. 

2.  %  =  ai(\  4-  m.,  + . . .  +  'i^'.'  +  •  •  • 

3.  Jedes  /',.  ist  von  geringerer  als  <;-ter  Klasse  auf  '){. 

4.  f—  /;.  \£e     auf  9.1?,,     (r  =  1 ,  2 ,  . . .) • 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  /  von  höchstens 
a-ter  Klasse  auf  ?(.     Dann  gibt  es  eine  Darstellung: 

(*)  f=limf,., 

wo  die  /,.  von  geringerer  als  «-ter  Klasse.  Indem  wir  (nach  §  1, 
Satz  Villa)  alle  Werte  von  /;,,  die  ^  v  sind,  durch  v  ersetzen,  alle 
Werte,  die  <  —  r  sind,  durch  — v,  sehen  wir,  daß  wir  die  /",,  als 
endlich  annehmen  können.  Sei  e  >•  0  beliebig  gegeben.  Wir  setzen 
zur  Abkürzung: 

und  setzen  weiter: 

m,.  =  m,.,  1  •  w,,  2  • . . .  •  9.ii\,  „  • . . . 

Da  {ft,  —  fy+/iY  von  geringerer  als  <\'-t er  Klasse,  ist  nach  §  7,  Satz  I 
Wv, ,1  höchstens  eine  Menge®,,,  und  daher  ist  nach  §  4,  Satz  III 
auch  W,.  höchstens  eine  Menge  'S),,,  wie  Eigenschaft  1.  es  verlangt. 
Da  nach  Voraussetzung  /'  endlich  ist,  so  ist  {/',}  überall  auf  ■?( 
eigentlich  konvergent,  und  mitTiin  ist: 

(***)  9t  =  3\  4-  ^\  +  •  •  •  4-  ^J^'  4-  ■  •  • » 

wie  Eigenschaft  2.  es  verlangt. 

Da  jedes  /',,  von  geringerer  als  <^ter  Klasse,  ist  Eigenschaft  3. 
erfüllt.     Und  wegen  (**)  ist 

I /i'  —  fv+/ii^£     auf  Wiy  für  alle  /<; 

Der  Grenzübergang  fx — >-oo  ergibt  daraus  das  Bestehen  von  Eigen- 
schaft 4.,  womit  die  Behauptung  bewiesen  ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Angenommen  in  der  Tat, 
sie  sei  erfüllt.  Wir  bezeichnen  mit  (p  die  Funktion,  die  =  /^  ist  auf 
gjZj  und  =  /;,  auf  ( iTf^  _]_  gjj^  ^  . . .  _]_  gj?,,)  _  (gjj^  _]_  gr)?^  4. . . .  _i_  9jj,,_j) 
(für  v^l).  Nach  Satz  I  ist  sie  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  91, 
und  es  ist  auf  ganz  %: 

\<p-f\£e. 

Ist  {f^}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit  lirae^j  =  0,  so  können 
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wir  dies  für  jede«  f^^  machen,  und  erhalten  so  zu  jedem  n  eine 
Funktion  </  ^  höchstens  <j-ter  Klasse,  so  daß  auf  ganz  9(: 

Die  Funktionenfolge  {7  „}  konvergiert  also  gleichmäßig  auf  '^K  gegen 
/',  somit  ist  nach  §  1,  Satz  X  auch  /'  von  höchstens  a-ter  Klasse  auf 
■•vi.  und  Satz  II    ist  bewiesen. 

Satz  III').  Damit  die  auf  ■?(  endliche  Funktion  /'  von 
höchstens  «-ter  Klasse  sei  («^1),  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  es  zu  jedem  £>>  0  eine  Folge  von  Teilen  {SR,.} 
von  91  gibt  mit  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Jedes  9J?,,  ist  höchstens  eine  Menge  'S«   in  V(. 

2.  ^n  =  m,  -[-  m,_  + . . .  +  m,.  + . . . 

3.  Für  die  Schwankung  von  /'  auf  W,,  (Kap.  III,  §  2)  gilt: 

«;(/•,  W,.)<e. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Sei  in  der  Tat  /"  von  höchstens 
(r-tcr  Klasse.  Nach  Satz  II  gibt  es  Teile  9i,,  von  ^i(,  die  höchstens 
Mengen  'D«  sind,  und  Funktionen  /,,  von  geringerer  als  a-ter  Klasse, 
so  daß: 

<)(  =  9?^  4-  9?.,  -^  . . .  4-  g?„  -j-  . . . 
und: 


f—fr\<~     auf  %.. 
o 


Wir  setzen  nun: 


9?..,,  =  9((i|^/;<(t  +  l)-|)     (i  =  0,+l,+2,...). 

Nach  §  7,  Satz  I  ist  jede  der  Mengen  9?,,,  höch.stens  eine  Menge 'S)«- 
Dasselbe  gilt  daher  von  jeder  der  Mengen  91t,,  ^=  9?,.,  i-9?.-  Wir  be- 
zeichnen die  abzählbar  vielen  Mengen  3Ry,i  (i'=  1,  2,  . . . ;  j  =  0, 
■4- 1 ,  +  2 ,  . . .)  mit  9)?i ,  9J?., ,  . . . ,  W, ,  . . .  und  erkennen  ohne  weiteres, 
daß   die   Eigenschaften   1.,  2.,   3.  erfüllt    sind. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  sie  erfüllt, 
so  gibt  es  wegen  3.  eine  Konstante,  von  der  /'  sich  auf  9J?,.  um 
weniger  als  (■  unterscheidet.  Und  da  (wegen  «^1)  eine  Konstante 
eine  Funktion  geringerer  als  a-ter  Klasse  ist,  folgt  die  Behauptung 
aus  Satz  II. 

In  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  der  Erweiterung  einer 
stetigen  Funktion  (Kap.  II,  §  5,  Satz  X)  zeigen  wir: 

')  H.  Lebesgue,  a.a.O. 
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Satz  IV.  Ist  «^1,  und  ist  der  Teil  iö  von  ^  höchstens 
eine  Monge  'Sia  in  9(,  so  kann  jede  Funktion  f,  die  auf  93 
von  höchstens  «-ter  Klasse*ist,  zu  einer  Funktion  erweitert 
werden,  die  auch  auf  %  von  höchstens  «-ter  Klasse  ist, 
indem  man  setzt: 

/■=0  •  auf     >?(  — 93. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  /"  als  end- 
lich annehmen.  Nach  Satz  III  gibt  es  eine  Folge  {yjl',}  von  Teilen 
der  Menge  '$>,  die  höchstens  Mengen  'S)«  in  58  sind,  deren  Vereinigung 
93  ist,  und  auf  denen: 

es  gibt  also  eine  Konstante  fl,  so  daß: 

|f— fvK«     auf  Tlr. 

Nach  §  4,  Satz  VIII  ist  Tl'r  auch  höchstens  eine  Menge  2)„  in  %. 

Da  S  höchstens  eine  Menge  %„ ,  ist  %  —  93  höchstens  eine  Menge 
95«  in  91,  und  es  ist  daher: 

9(  —  58  =  9)?;' -f  ?w;' 4- •  •  • + 9X' + . . ., 

wo  jedes  931'.'  von  geringerer  als  «-ter  Ordnung^),  also  höchstens  eine 
Menge  'S«. 

Wir  setzen 

9X=93i2v_i,  9)r;=%r, 

verstehen  unter  f^r-i  die  Konsttyite  fy,  unter  /'2„  die  O.Anwendung 
von  Satz  II  ergibt  dann  sofort  die  Behauptung  von  Satz  IV. 

§  9.    Verhalten   Bairescher   Funktionen   in   der   Umgebung   eines 
Punktes.     Erweiterung  einer  Baireschen  Funktion. 

Wir  definieren'-):  Die  (endliche)  Funktion /' heißt  im  Punkte  a 
von  91  mit  der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  auf  9t,  wenn 
es  eine  Umgebung  U  (a)  von  a  in  9t  und  eine  Funktion  f*  höchstens 
«-ter  Klasse  auf  9(  gibt,  so  daß'"^): 

\f~f*\<€     auf  U(a). 


')  Dies  gilt,  wenn  a  >-  1 .  Ist  a  =^  1 ,  so  ist  5B  abgeschlossen  in  91,  also 
'il  —  93  offen  in  3(,  und  für  die  3)2^  können  in  2(  abgeschlossene  Mengen  ge- 
wählt werden  (Kap.  I,  §  3,  Satz  IV). 

*)  Diese  Definition,  sowie  der  gesamte  Inhalt  dieses  Paragraphen  bis  ein- 
schließlich Satz  VI  stammt  von  H.  Lebesgue,  a.a.O.  174  ff. 

*)  Für  a  -^0  ist  dann  auch 
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Es  gibt  dann  sicher  auch  eine  abgeschlossene  Umgebung  U  (a) 
von  a  in  91,  so  daß: 

\f—r\^e     auf  \\{ay). 

Die  beschränkte  Funktion  /"  heißt  im  Punkte  a  von  91  von 
a-ter  Klasse  auf  9{,  wenn  sie  für  jedes  t\>- 0  im  Punkt  a  mit 
der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  auf  9t  ist. 

Die  beliebige  Funktion  /'  heißt  im  Punkte  a  von  ß-ter  Klasse 
auf  91,  wenn  die  aus  ihr  durch  die  Schränkungstransformation  ent- 
stehende Funktion  im  Punkte  a  von  ß-ter  Klasse  auf  91  ist^). 

Satz  I.  Ist  f  in  jedem  Punkte  der  separablen  Menge  9t 
mit  der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  auf  9(,  so  gibt  es 
auf  91  eine  Funktion  F  höchstens  «-ter  Klasse,  so  daß  auf 
ganz  9(: 

\f—F\<e. 

In  der  Tat,  für  a  =  0  reduziert  sich^)  die  Behauptung  auf  Kap.  III, 
§  2,  Satz  XVII.  Sei  also  a  ^  1.  Zu  jedem  Punkte  a  von  9(  gibt  es 
eine  abgeschlossene  Umgebung  Ufa)  in  91,  und  eine  Funktion  höchstens 
a-ter  Klasse  /'*,  so  daß: 

1/"— f*|^e     auf  Ü(a). 
Nach    dem    verallgemeinerten  Boreischen  Theorem  (Kap.  I,  §  6, 
Satz  III)  gibt  es  unter  diesen  \\{a)  abzählbar  viele,  etwa: 

Ü(aJ,Ü(a2),  ...,Ü(a,),  ..., 
so  daß: 

9t  =  Ü(a.J+Ü(a„)-h...-}-Ü(a,)  +  ... 

Wir  bezeichnen  die  zu  U(a„)  gehörige  Funktion  /■*  mit  /;,  und 
setzen : 

F=t\     auf  Ü(aJ; 

F=f,.     auf)  (ü(aj-f  ...+  Ü(a..))  — (lI(aj4-...  +  ÜK_0)-        ; 

Die  II  (a>,)  sind,  weil  abgeschlossen  in  9t,  höchstens  Mengen  "3)^; 
nach  Annahme  ist  fy  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  9t.  Also  ist 
(§8,  Satz  I)  F  von  höchstens  ß-ter  Klasse  auf  9t,  und* Satz  I~i8t 
bewiesen. 


*)  In  der  Tat,  man  hat  nur  e  >  0  so  klein  zu  wählen,  daß  Ü  (g;  aX  U  (a) 
und  kann  dann  Ü(a)  =  Ü(e;  o)  setzen. 

'^)  Die  Aussage:  „/"  ist  in  a  von  0-ter  Klasse  auf  31"  ist  also  gleich 
bedeutend  mit:  „f  ist  in  o  stetig  euf  91". 

«)  Wegen  Fußn.  3,  S.  356. 
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Satz  II.  Ist  eine  Funktion  /'  in  jedem  Punkte  der 
separablen  Menge  )}[  von  <;-ter  Klasse  auf  "ül,  so  ist  sie  von 
höchstens  a-tev  Klasse  auf  ^?(. 

Dies  ist  trivial  für  «  =  0.  Sei  also  «^  1.  Vermöge  der 
Schränkungstransforniatiou  genügt  es,  den  Beweis  für  beschränkte  / 
zu  führen.     Ist   [e,}  eine  Folge  positiver  Zahlen   mit   limt-,.  =  0,    so 

r       X 

ist  /■  in  jedem  Punkte  von  91  mit  der  Annäherung  e,.  von  «-ter 
Klasse,  es  gibt  also  nach  Satz  I  .eine  Funktion  F,.  höchstens  r^ter 
Klasse,  so  daß  auf  ganz  IH: 

(*)  \f—F.\<e,.. 

Es  konvergiert  also  {F,.}  gleichmäßig  auf  •?{  gegen  /,  also  ist  nach 
§  1,  Satz  X  auch  /'  von  höchstens  a-ter  Klasse  auf  IH,  und  Satz  II 
ist  bewiesen.  • 

Ist  nun  die  beschränkte  Funktion  f  nicht  von  höchstens  «-ter 
KJasse  auf  der  separablen  Menge  91,  so  gibt  es,  wie  Satz  II  lehrt, 
gewiß  einen  Punkt  «  von  9t,  in  dem  sie  nicht  von  a-ter  Klasse  auf 
9t  ist.  Für  jedes  hinlänglich  kleine  ^  ^  0  ist  dann  /'  in  a  auch 
nicht  mit  der  Annäherung  e  von  «-ter  Klasse. 

Wir  stellen  zunächst  fest: 

Satz  III.  Die  Menge  aller  Punkte  von  9t,  in  denen  die 
beschränkte  Funktion  /'  nicht  mit  der  Annäherung  e  von 
«-ter  Klasse  auf  9t  ist,  ist  abgeschlossen  in  9t. 

In  der  Tat,  es  ist  zu  zeigen:  die  Menge  33  aller  Punkte  von  9t, 
in  denen  /'  mit  der  Annäherung  e  von  rc-ter  Klasse  auf  9t  ist,  ist 
offen  in  9t.  Sei  a  ein  Punkt  von  53,  d.  h.  es  gibt  eine  Umgebung 
\l{a)  von  a  in  9t  und  eine  Funktion  /*  höchstens  a-ter  Klasse, 
80  daß: 

\f—f*\^e     auf  U(a). 

Daraus  aber  folgt:  Auch  in  jedem  Punkte  von  U  (a)  ist  /'  mit  der 
Annäherung  e  von  ß-ter  Klasse  auf  9t;  es  gehört  also  auch  jeder 
Punkt  von  U  (a)  zu  S5,  und  mithin  ist  93  offen  in  9t.  Damit  ist 
Satz  III  bewiesen. 

Satz  IV.  Ist  die  beschränkte  Funktion  /  nicht  von 
höchstens  a-ter  Klasse  (r:^  1)*)  auf  der  separablen  Menge  9t, 
und  ist  £  >- 0  so  klein  gewählt,  daß  die  in  9t  abgeschlossene 
Menge  W  aller  Punkte  von  9t,  in  denen  f  nicht  mit  der  An- 


*)  Für  a  —  0  gilt  dieser  Satz  nicht,  wie  jede  Funktion  zeigt,  die  auf  einer 
abgeschlossenen  Menge  ^^  1 ,  son^t  =^  0  ist. 
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näherung  f  von  a-ter  Klasse  auf  '?(  ist,  nicht  leer  ausfällt, 
so  ist  /■  in  keinem  Punkte  von  Tl  mit  der  Annäherung  f. 
von  ((-ter  Klasse  auf  9JJ. 

Angenommen  in  der  Tat,  im  Punkte  a^  von  9}i  wäre  f  mit  der 
Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  auf  311.  Dann  gibt  es  eine  Um- 
gebung II  («o)  von  «0  in  9(,  und  eine  Funktion  f^,  die  auf  3Jl  von 
höchstens  a-ter  Klasse  ist,  so  daß: 

(t)  \f—fo\<^     auf  aK-U(aJ. 

Erweitern  wir  die  Definition  von  /^  auf  ganz  "-K  durch  die  Fest- 
setzung: 

f^  =  0    auf    %  —  m, 

so  ist,  da  M  eine  Menge  ®^  in  51,  nach  §  8,  Satz  IV  /„  von  höchstens 
«-ter  Klasse  auf  ^. 

Ferner  gibt  es  zu  jedem  Punkte  a  von  'X  —  'DJi  eine  abgeschlos- 
sene Umgebung  11  (a)  in  %,  und  eine  Funktion  /*  höchstens  «-ter 
Klasse  auf  >}[,  so  daß: 

|/"_/*|<e     auf     ü(a). 
Da  ~:\^i  abgeschlossen  in  ^[,  können  wir  ohne  weiteres  annehmen: 

Nach  dem  verallgemeinerten  Boreischen  Theorem  (Kap.  I,  §  6,  Satz  111) 
gibt  es  unter  diesen  11  («)  abzählbar  viele,  etwa: 

Ü(aJ,  Ü(a,),...,Ü(a,),  ..., 
so  daß: 

s)t_W  =  Ü(aJ-f  n(a,)-f...  +  Ü(a,)-j-... 

Die  zu  U  (a,,)  gehörige  Funktion  /'*  bezeichnen  wir  mit  /",,.    Es  ist  also: 

(tt)  \f—fr\<s     auf     lf(a,). 

Nun  haben  wir: 

s!i  =  m  +  u  K)  4-  ü(a,)+ . . .  4-  n K) 4-  •  •  •, 

wo  rechts  jeder  Summand  eine  Menge  "3)^  in  '•>(  ist.  Ferner  ist  jede 
der  Funktionen  f^,  t\,  ...,  /",,,  ...  von  höchstens  a-ter  Klasse  auf  9t, 
Wir  setzen: 

F=to     auf     9JJ;        F=t\     auf     Ü(aJ; 

F==f,.     auf     (Ü(aJ+...+  Ü(a,))-(Ü(aJ-i-...  +  Ü(a,_i)). 

Nach  §  8,  Satz  I  ist  F  von  höchstens  r^-ter  Klasse  auf  "?(.  und  es  ist 
wegen   (■f)  nnd  (ff) 

;_ii'l<,^     auf     U(aJ. 
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Es  wäre  also  f  in  a^  mit  der  Annäherung  e  von  «-ter  Klasse  auf '*)t, 
entgegen  der  Definition  von  9.1? .  Somit  ist  Satz  IV  bewiesen. 
Wir  können  nun  Satz  III  noch  weiter  präzisieren : 
Satz  y.  Ist  «>1,  so  ist  die  Menge  W  aller  Punkte  der 
separableu  Menge  9L  in  denen  die  beschränkte  Funktion  f 
nicht  mit  der  Annäherung  e  von  «-ter  Klasse  auf  91  ist, 
perfekt  in  ^J(. 

In  der  Tat,  da  die  Menge  9[R  nach  Satz  III  abgeschlossen  in 
91  ist,  so  ist  nur  mehr  zu  zeigen,  daß  sie  insichdicht  ist,  d.  h.  daß 
sie  keinen  isoherten  Punkt  enthält.  Das  aber  folgt  unmittelbar  aus 
Satz  IV.  Denn  in  einem  isoherten  Punkte  wäre  f  stetig  auf  SIK,  mit- 
hin auch  von  a-ter  Klasse  auf  SJl,  was  nach  Satz  IV  nicht  der 
Fall  ist. 

Satz  VI.  Damit  die  Funktion  /  auf  der  separablen 
Menge  %  von  höchstens  rt-ter  Klasse  sei  («^1),  ist  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  es  auf  jedem  (nicht  leeren) 
in  91  perfekten  Teile  ^  von  9(  einen  Punkt  gebe,  in  dem  / 
von  «-ter  Klasse  auf  %  ist. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  ist /' von  höchstens  «-ter 
Klasse  auf  9t,  so  auch  auf  jedem  Teile  von  91. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  /'  nicht  von  höchstens 
ß-ter  Klasse  auf  91,  so  gibt  es,  wie  Satz  IV  und  V  lehren,  einen  in  91 
perfekten  Teil  9JJ  von  9t  derart,  daß  f  in  keinem  Punkte  von  Wl  auf  5K 
von  «-ter  Klasse  ist. 

Sei  nun  33  ein  in  9(  dichter  Teil  von  21.  Wir  wollen  untersuchen,  unter 
welchen  Umständen  eine  Funktion  höchstens  u-tnv  Klasse  auf  S  zu  einer 
FuÄktion  höchstens  ß-ter  Klasse  auf  21  erweitert  werden  kann.  Wir  definieren: 
Die  auf  23  gegebene  und  endliche  Funktion  f  heißt  im  Punkte  o  von  91  mit 
der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  21,  wenn  es  eine  Umge- 
bung U  (a)  und  eine  Funktion  /*   höchstens  a-ter  Klasse  auf  2t  gibt,   so  daß: 

f—P    £f  auf  U(a)-93. 

Die  auf  23  gegebene  und  beschränkte  Funktion  f  heißt  im  Punkte  a  von  Sl 
von  a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  2t,  wenn  sie  für  jedes  £>0  im  Punkte  a 
mit  der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  2t  ist. 

Die  beliebige  auf  93  gegebene  Funktion  f  heißt  im  Punkte  a  von  2t  von 
a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  2t,  wenn  die  aus  ihr  durch  die  Schränkungs- 
transformation  entstehende  Funktion  im  Punkte  a  von  a-ter  Klasse  erweiter- 
bar auf  2t  ist. 

Satz  VII.  Ist  93  'in  in  2t  dichter  Teil  der  separablen  Menge  2t, 
und  ist  die  auf  58  gegebene  Funktion  /"  in  jedem  Punkte  von  21  mit 
der  Annäherung  f  von  a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  2t,  so  gibt  ee 
auf  2t  eine  Funktion  F  von  höchstens  a-ter  Kla.spe,  so  daß: 

f—F   <:e     auf     93. 
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Der  Beweis  ist  derselbe  wie  für  Satz  I'). 

Satz  VIII.  Ist  93  ein  in  91  dichter  Teil  der  separablen  Menge  ®, 
und  ist  die  auf  93  gegebene  Funktion  /"  in  jedem  Punkte  von  ?(  von 
a-terKlasso  erweiterbar  auf  91,  so  gibt  es  eine  Funktion  i^  höchstens 
a-ter  Klasse  auf  91,  so  daß: 

F=f    auf     99. 

In  der  Tat,  für  «  =  0  reduziert  sich  dies  auf  Kap.  II,  §  5,  Satz  VI.  Für 
a^l  ist  der  Beweis  zunächst  derselbe,  wis  für  Satz  II,  nur  daß  die  dortige 
Ungleichung  (*)  hier  nur  auf  93  gilt: 

(X)  f—Fyi£s^   auf    99. 

X 

Dabei  können  wir  annehmen,  die  e^  seien  so  gewählt,  daß  ]^  e^  eigentlich  kon- 
vergiert. ''=1 

Wir  ersetzen  nun  in  F.,  jeden  Wert  ^  F^-}-  e^  durch  F^-^-  e^,  jeden  Wert 
<C  Fl  —  Ci  durch  F^  —  e^,  wodurch  eine  Funktion  F*  höchstens  a-ter  Klasse 
entsteht  (§  1,  Satz  VIII).    Da  wegen  (x): 

Fi-e^^f^Fi-j-E,    auf    93, 
ist: 

\F*  —  f'^^F.,  —  f     auf    93, 
und  somit  wegen  (x): 

,F*  —  f\£e.,   auf    ^. 

In  derselben  Weise  fortfahrend  bilden  wir  F^,  indem  wir  alle  Werte  von 
Fs,  die  >  F*-\-e2  sind,  durch  F*-^e^,  alle  Werte,  die  <  F*  —  e^  sind,  durch 
F*  —  Ej  ersetzen  usf.    Wir  erhalten  so  eine  Folge  {F*\  von  Funktionen  höch- 
stens a-ter  Klasse  auf  9t,  so  daß: 
(XX)  1^*,  JF*    <e     auf    91, 

(XXX)  \F*_f.^,^    auf    93. 

X 

Wegen  (xx)  umj  Jer  eigentlichen  Konvergenz  von  2^v   konvergiert   {F^\ 

V  —  1 

gleichmäßig  auf  9t  gegen  eine  Greuzfunktion  F  höchstens  a-ter  Klasse  (§  1, 
Satz  X).    Wegen  (xxx)  jgt  f=^F  auf  <8,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Ist  nun  f  eine  auf  93  gegebene,  beschränkte  Funktion,  die  nicht  zu  einer 
Funktion  höchstens  a-ter  Klasse  auf  91  erweitert  werden  kann,  so  gibt  es, 
wie  Satz  VIII  lehrt,  einen  Punkt  a  von  91,  in  dem  sie  nicht  von  a-ter  Klasse 
erweiterbar  auf  9(  ist.  Für  jedes  hinlänglich  kleine  £  >•  0  ist  dann  f  in  a  auch 
nicht  mit  der  Annäherung  e  von  a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  9(.  Wie  oben 
Satz  III,  so  beweist  man  hier: 

Satz  IX.  Ist  93  ein  in  9t  dichter  Teil  der  separablen  Menge  9t, 
so  ist  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen  die  auf  93  gegebene  und 
beschränkte  Funktion  f  nicht  mit  der  Annäherung  e  von  a-ter 
Klasse  erweiterbar  auf  "Jt  ist,  abgeschlossen  in  9t. 

An  Stelle  von  Satz  IV  tritt  nun: 

Satz  X.  Ist  93  ein  in  9t  dichter  Teil  der  separablen  Menge  9t, 
und    ist  /"eine    auf  93   gegebene,    beschränkte   Funktion,    die    nicht 


^)   Im  Falle  a  =  0   wende   man   Kap.  III,  §  2,  Satz  XVII    auf    diejenige 
Funktion  an,  die  =f  ist  auf  93,  und  =G(a;/',  93)  auf  •^{  —93. 
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7.  u  e  i  n  e  r  F II  n  k  t  i  o  n  t;  t  c  r  1\.  1  a  s  s  o  («  ^  1 )  a  ii  f  '31  e  i  w  c  i  1 1  r  t  w  o  r  d  c  n  kann, 
ist  ferner  e  >0  so  kloin  gewählt,  daß  die  in  ?(  abgeschlossene 
Menge  'iOi  aller  Punkte  von  31,  in  denen  /"nicht  niit  der  Annäherung  s 
von  c<r-tor  Klasse  erweiterbar  ist  auf  SU,  nicht  leer  ausfällt,  so  ict 
^  dicht  in  9K,  und  /'ist  in  keinem  Punkte  von  5JJ  mit  der  Annäherung 
f  von  «-ter  Klasse  erweiterbar  auf  ^l'J. 

Angenommen  in  der  Tat,  SQ  sei  nicht  dicht  in  9Ji.  Dann  gibt  es  in  '■M 
einen  Punkt  a^  mit  einer  Umgebung  U(a,i),  die  keinen  Punkt  von  W53  ent- 
hält. Zu  jedem  Punkte  a  von  9(  —  W  gibt  es  eine  abgeschlossene  Umgebung 
Ü  (a)  und  eine  Funktion  f*  höchstens  a-ter  Klasse  auf  'ä,  so  daß: 

/■—/■*    ^f     auf     U(a)-«. 
Indem  wir  nun  ganz  so  weiter  schließen,    wie  beim  Beweise  von  Satz  IV,  wo- 
bei  wir  nur  unter  /"(,  dio  Funktion  verstehen,  die  =0  ist  auf  ganz  ?(,  kommen 
wir  zu  einer  Funktion  F  höchstens  a-ter  Klasse  auf  3(,  so  daß: 

(*)  f-F£r     auf     UK)-93. 

Es  wi:rc  al-!o  /'  in  a,j  mit  der  Annäherung  s  von  a-ter  Klasse  erweiterbar  auf  IM, 
entgegen  der  Definition  von  TO.     Also  ist  33  dicht  in  5Ji. 

Angenommen  nun,  es  wäre  f  im  Punkte  a^  von  tÜt  mit  der  Annäherung  f 
von  ß-ter  Klasse  erweiterbar  von  93 •9J?  auf  3Jf.  Dann  gibt  es  eine  Umgebung 
U  (Oq)  und  eine  Funktion  /^  höclistens  «-tor  Klasse  auf  9JJ,  so  daß 

f-  fo   £e     auf     U«-93?li. 

Erweitern  wir  die  Definition  von  f^  auf  ganz  SI,  indem  wir  setzen: 

fo  =  0     auf     -?( —  ?)^ 

so  ist  wie  beim  Beweise  von  Satz  IV  /"„  von  höchstem  ci-ter  Klasse  auf  '^l. 
Indem  wir  wieder  in  derselben  Weise  weiter  schließen,  wie  beim  Beweise  von 
Satz  IV,  gelangen  wir  zu  einer  Funktion  F  höchstens  «-ter  Klasse  auf  91, 
die  (*)  erfüllt,  womit  wir  abermals  bei  einem  Widerspiuche  angelangt  sind. 
Und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Wie  vorhin  die  Sätze  V  und  VI  erhält  man  mm  die  Sätze: 
Satz  XI.     Ist  93  ein  in  ?I  dichter  Teil  der  separablen  Menge  "il, 
so  ist  die  Menge  aller  Punkte  von  9(,   in  denen  die  auf  93  gegebene 
und  beschränkte  Funktion  f  nicht  mit  der  Annäherung  e  von  a-ter 
Klasse  (a^l)  erweiterbar  ist  auf  y{,  perfekt  in  31. 

Satz  XII.  Ist  58  ein  in  31  dichter  Teil  der  separablen  Menge  •?(, 
so  ist,  damit  die  auf  93  gegebene  Funktion  /"  zu  einer  Funktion 
höchstens  a-ter  Klasse  (a^U  auf  2(  erweitert  worden  könne,  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  es  auf  jedem  (nioht  leeren)  in  31  per- 
fekten Teile  <ß  von  3t,  in  dem  93  dicht  ist,  einen  Punkt  gebe,  in 
dem  f  von  c-ter  Klasse  erweiterhar  auf  ^  ist. 

Und  nun  können  wir  das  Schlußresultat  dieser  Untersuchung  aussprechen: 
S:»tz  XIII.  Sei  der  metrische  Raum  K  separabel.  Damit  die 
auf  der  .^Iengc33  gegebene  Funktion /"  zu  einer  Funktion  erweitert 
werden  könne,  die  im  ganzen  Räume  5?  von  höchstens  f.-tor  Klasse 
(a^l)  ist,  ist  notwendig  und  hinrr^ichend,  daß  es  auf  jedem  per- 
fekten Teile  von  93^  in  dem  S  dicht  ist,  einen  Punkt  gebe,  in  dem 
f  von  a-ter  Klasse  erweitorbar  auf  95°  ist. 

In  der  Tat,  nach  Satz  XII  iit  die  Bedingung  notwendig  und  hinreichend 
dafür,  dafi  /"  zu  einer  Funktion  höchstens  a-ter  Klasse  auf  93°  erw'^it'^vt  werden 
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könne.  Da  aber  93"  abgeschlossen,  mithin  höchstens  eine  Menge  Ta  ist,  kann 
nach  S  '^,  Satz  IV  diese  Funktion  zu  oinc'  Funktion  orweitoit  wordr-n,  die  im 
ganzen   Kaume  \on  höchstous  «-ter  Klas.ie  ist. 

'     §  10.     Funktionen  erster  und  zweiter  Klasse. 

Beispiele  von  Funktionen  erster  Klasse  können  unschwer  ge- 
bildet werden:  Nach  §  6,  Satz  I  ist  z.  B.  jede  oberhalb  oder  unter- 
hali)  .stetige  Funktion,  die  nicht  zugleich  stetig  ist,  eine  Funktion 
erster  Klasse. 

Satz  1.  Auf  einer  abzählbaren  Menge  'il  ist  jede  Funktion 
von  höchstens  erster  Klasse. 

In  der  Tat,  bestehe  91  aus  den  Punkten  a^,  a,^.  . . ..,  a,.,  . . ..  und 
sei  /■  eine  beliebige  Funktion  auf  %.  Wir  bezeichnen  mit  9}?,,  die 
Menge,  die  nur  aus  dem  Punkte  a,.  besteht.     Dann  ist: 

9t  =  9Ki+ g)L-f  . . .  +  gj?.-f . . ., 

und  es  ist  jedes  3J?,.  eine  Menge  ^i^;  ferner  ist: 

Also  ist  nach  §  8,  Satz  III  /"  von  höchstens  erster  Klasse  auf  %  und 
Satz  I  ist  bewiesen. 

Ist  %  relativ  vollständig,  so  kann  für  Funktionen  erster  Klasse 
Satz  VI  von  §  9  wesentlich  verschärft   werden: 

Satz  11^).  Ist  die  separable  Menge  %  relativ-vollständig, 
so  ist,  damit  /'  von  höchstens  erster  Klasse  sei  auf  91,  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  f  punktweise  unstetig  sei  auf 
jedem  in  5(  perfekten  Teile  von  "-}{. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  ist  /'  von  höchstens  erster 
Klasse  auf  2(,  so  auch  auf  jedem  in  91  perfekten  Teile  ^  von  ".?(. 
Also  ist  f  nach  Kap.  IV',  §  7,  Satz  V  punktweise  unstetig  auf  ^. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  gibt 
es  in  jedem  in  9(  perfekten  Teile  von  %  einen  Punkt,  in  dem  f 
stetig  auf  ^.  d.  h.  von  nullter  Klasse  auf  ^,  mithin  auch  von  erster 
Klasse  auf  ^  ist.  Also  ist  nach  §  9,  Satz  VI  /'  von  höchstens  erster 
Klasse  auf  91,  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

'j  Dieser  Satz  wurde  zuerst  bewiesen  von  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3) 
8  (1899),  16  (für  Funktionen  einer  reellen  Veränderlichen);  Bull.  soc.  math. 
28  (1900'!.  173  (für  Funktionen  mehrerer  reeller  Veränderlicher).  Andere  Be- 
weLse  H.  Lebesgue,  C.  R.  128  (1899),  811;  Bull.  soc.  math.  32  (1904),  229; 
Journ.  de  math.  (6)  1  (1905),  182;  C.  A.  Dell'-Agnola,  Atti  Ven.  68  (1909), 
IIb;  R^nd.  Lomb.  41  (1908).  287,  676. 
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Aus  Satz  II  entnehmen  wir: 

Satz  III.  Hat /*  auf  der  separablen  relativ-vollständigen 
Menge  'il  nur  abzählbar  viele  Unstetigkeitspunkte,  so  ist 
f  von  höchstens  erster  Klasse  auf  21. 

Sei  in  der  Tat  ^  ein  in  9t  perfekter  Teil  von  ?(.  Es  gibt  nur 
abzählbar  viele  Punkte  von  '^,  in  denen  f  unstetig  auf  ^  ist.  Die 
Menge  i8  aller  dieser  Punkte  ist  also  von  erster  Kategorie  in  ^ 
(Kap.  I,  §  4,  Satz  XXIIl.  Da  ^  relativ-vollständig,  ist  also  nach 
Kap.  I,  §  8,  Satz  XV  die  Menge  ^  —  58,  d.  h.  die  Menge  aller  Stetig- 
keitspunkte von  /'  auf  '^  dicht  in  ^,  d.  h.  /'  ist  punktweise  unstetig 
auf  ^.  Nach  Satz  II  ist  also  f  von  höchstens  erster  Klasse  auf  % 
und  Satz  III  ist  bewiesen. 

Ganz  gleichbedeutend  mit  der  Forderung,  /"  sei  punktweise  un- 
stetig auf  jedem  in  2t  perfekten  Teile  von  %,  ist  die  Forderung, 
in  jedem  in  2t  perfekten  Teile  ^  von  2t  gebe  es  einen  Punkt,  in 
dem  /'  stetig  auf  ''^,  d.  h.  von  nullt  er  Klasse  auf  '^  ist.  Man 
sieht  so,  wie  die  Aussage  von  Satz  II  über  den  Spezialfall  a  =  1 
von  §  9,  Satz  VI  hinausgeht,  wo  nur  die  Forderung  auftritt,  in  ^ 
gebe  es  einen  Punkt,  in  dem /"von  erster  Klasse  auf  ^.  Für  «  ^  1 
ist  eine  solche  V^erschärfung  von  §  9,  Satz  VI  unmöglich.  Denn  sei 
/'  eine  Funktion  (;:-ter  Klasse  auf  2t,  und  sei  a>l.  Dann  gibt  es 
kein  ß  <Cci  derart,  daß  auf  jedem  in  2t  perfekten  Teile  ^  von  2t  ein 
Punkt  a  läge,  in  dem  f  von  /^-ter  Klasse  auf  ^  ist.  Denn  gäbe  es 
auf  jedem  ^  einen  solchen  Punkt,  so  wäre  nach  §  9,  Satz  VI  /" 
von  höchstens  /S-ter  (/?  >  l),  und  somit  nicht  von  a-ter  Klasse 
auf   2t.  ~ 

Nun  kann  in  analoger  Weise  auch  Satz  XII  von  §  9  für  u=  1  verschärft 
werden: 

Satz  IV').  Sei  2t  separabel  und  relativ- vollständig,'  und  sei  93 
ein  in  2t  dichter  Teil  von  21.  Damit  die  auf  53  gegebene  Funktion  f 
zu  einer  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auf  2t  erweitert  werden 
könne,  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  es  auf  jedem  in  2t  per- 
fekten Teile  ^  von  2t,  in  dem  53  dicht  ist,  einen  Punkt  gebe,  in  dem: 

(0)  to(a; /•,  1ß93)  =  0. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  ist  die  Funktion  f  von  höchstens 
erster  Kla-sse  auf  2t,  so  ist  sie  nach  Satz  II  punktweise  unstetig  auf  <ß.  E& 
gibt  also  in  ^  einen  Punkt,  in  dem: 

0}{a;  f,  «ß)  =  0, 
und  da: 

ft)(a;  f,  <ß99)^o;(a;  f,  %), 

ist  in  diesem  Punkte  auch  (0)  erfüllt. 


*)  Auf  andrem  Wege  zuerst  bewiesen  von  R.  Bai  re.  Acta  raath.  30  (1906),  17. 
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^  Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Vermöge  der  Schränkungsformation 
kann  f  als  beschränkt  angenommen  werden.  Ist  im  Punkte  a  von  5}J  (0)  erfüllt, 
80  gibt  es  zu  jedem  e  >  0  eine  Zahl  c  und  eine  Umgebung  U  (a) ,  so  daß : 

f—c'<E     auf     U(a)<ßg3. 

Da  die  Konstante  c  von  nullter  Klasse  auf  ^  ist,  so  ist  f  im  Punkte  a  für 
jedes  f  >-  0  mit  der  Annäherung  e  von  erster  Klasse  orweiterbar  auf  ^,  d.  h. 
f  ist  in  a  von  erster  Klasse  erweiterbar  auf  ^.  Nach  §  9,  Satz  XII  kann 
also  f  zu  einer  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auf  ?t  erweitert  werden,  und 
Satz  IV  ist  bewiesen. 

Wir  lassen  ein  Beispiel  einer  Funktion  folgen,  die  auf  einer  Menge  33  von 
erster  Klasse  ist,  aber  nicht  zu  einer  Funktion  erweitert  werden  kann,  die  auf 
93°  von  erster  Klasse  ist.  Sei  %  eine  nirgends  dichte  perfekte  Menge  des  9?i, 
und  sei  4^  die  Menge  ihrer  Punkte  erster  Art.    Dann  ist  (Kap.  I,  §  9,  Satz  IV^) 

?l  --  83°, 
und  es  ist  (Kap.  I,  §  9,  Satz  III)  93  abzählbar.  Wir  definieren  die  Funktion  f 
auf  58  durch  die  Vorschrift:  /"=  1  in  den  rechten,  ^^  —  1  in  den  linken  End- 
punkten der  zu  91  komplementären  Intervalle.  Nach  Satz  I  ist  /"  von  erster 
Klasse  auf  S;  da  aber  jede  Funktion  auf  91,  die  auf  93  mit  f  übereinstimmt, 
auf  21  total  unstetig  ist,  kann  nach  Satz  II  f  nicht  zu  einer  Funktion  erster 
Klasse  auf  %  erweitert  werden. 

Satz  V.  Unterscheidet  sich  f  von  einer  Funktion 
höchstens  erster  Klasse  auf  3(  nur  in  einer  abzählbaren 
Punktmenge,  so  ist  /'  von  höchstens  zweiter  Klasse  auf  %. 

In  der  Tat,  da  jede  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auch  von 
höchstens  zweiter  Klasse  auf  %  ist,  ist  Satz  V  für  « =  2  enthalten 
in  Satz  VII  von  §  7. 

Ist  z.  B.  /■=  1  in  allen  rationalen,  =  0  in  allen  irrationalen  Punkten 
des  Stj,  so  ist  f  von  zweiter  Klasse  im  'Si^.  In  der  Tat,  da  f  sich 
von  der  stetigen  Funktion  ä  =  0  nur  in  den  abzählbar  vielen  ratio- 
nalen Punkten  unterscheidet,  ist  nach  Satz  V  f  von  höchstens  zweiter 
Klasse,  und  da  f  total-unstetig  ist,  kann  nach  Satz  II  f  nicht  von 
höchstens  erster  Klasse  sein,  ist  also  wirklich  von  zweiter  Klasse  im 
Slj,  wie  behauptet^). 

Ein  andres  Beispiel  einer  Funktion  zweiter  Klasse  im  9?^  ist 
dieses:  Sei  ^  eine  nirgends  dichte  perfekte  Punktmenge  im  91^ .  Die 
Funktion  A,  die  =1  ist  auf  ^  und  =  0  auf  9?^ — ^  ist,  weil  ober- 
halb stetig,  von  erster  Klasse.  Daher  ist  nach  Satz  V  von  höchstens 
zweiter  Klasse    die  Funktion  /',  die  aus  h  entsteht,  indem  man  den 


*)  Es  hat  keinerlei  Schwierigkeit,  f  explizit  durch  zweifachen  Grenzüber- 
gang aus  stetigen  Funktionen  herzustellen,  z.  B.  (nach  A.  Pringsheim, 
Encykl.  d.  math.  Wiss.  II  Ai,  7): 

/■(x)^lim    (lim  cos2»n  w!  ^a;); 
n=  =0    jn  =  oo 

Vgl.  hierzu  auch  L.  Galvani,  Rend.  Lomb.  (2)  44  (1911),  947. 
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Wert  von  /(  in  den  abzahlbar  vielen  Punkten  erbter  Art  \on  ''^ 
in  0  verwandelt.  Und  da  /'  total-unstetig  ist  auf  'S}?,  mithin  nach 
Satz  II  nicht  von  höchstens  erster  Klasse  im  dl^  sein  kann,  ist  / 
von  zweiter  Klasse  im  $Rj ,  wie  behauptet. 

Auf  (irund  von  Satz.  V  ist  es  von  Interesse,  die  Funktionen  näher  zu 
betrachten,  die  .«ich  von  einer  Funktion  höchstens  erster  Klasse  nur  in  einer 
abzahlbaren  Punktmenge  unterscheiden. 

Wir  delinieren:  Die  auf  §1  endliche  Funktion  /'  heißt  im  Punkte  a  von  ?( 
mit  der  Annäherung  f  von  erster  Klasse  auf  'ii  bei  Vernachlässigung  abzähl- 
barer Mengen,  wenn  es  eine  Umgebung  U  (a),  einen  abzahlbaren  Teil  5?  von  ^ 
und  eine  Funktion  f*  höchstens  erster  Klasse  auf  31  gibt,  so  daß: 

f—f*£s    auf    lt'a)-(«  — 9J). 

Die  auf  31  beschränkte  Funktion  f  heißt  im  Punkte  a  von  3(  von  erster 
Klasse  auf  31  bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen,  wenn  sie  für  jedes 
f  >>  0  im  Punkte  a  mit  der  Annäherung  e  von  erster  Klasse  ist  auf  31  bei 
Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen. 

Die  beliebige  Funktion  f  heißt  im  Punkte  a  von  erster  Klasse  auf  31 
bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen,  wenn  die  aus  ihr  durch  die  Schränkungs- 
transformation  entstehende  Funktion  in  a  von  erster  Klasse  ist  auf  31  bei  Ver- 
nachlässigung abzählbarer  Mengen. 

Satz  VI.  Ist  f  in  jedem  Punkte  der  separablen  Menge  3t  mit 
der  Annäherung  e  von  erster  Klasse  auf  31  bei  Vernachlässigung 
abzählbarer  Mengen,  so  gibt  es  eine  Funktion  F  höchstens  erster 
Klasse  auf  31  und  einen  abzählbaren  Teil  92  von  31,  so  daß: 

(0)  \f—F\£^     auf  3(  — 9t. 

In  der  Tat,  zu  jedem  Punkte  a  von  31  gibt  es  eine  abgeschlossene  Um- 
gebung U  (a)  in  31,  eine  Funktion  höchstens  erster  Klasse  /'*  und  einen  abzähl- 
baren Teil  S^a  von  U(a),  so  daß: 

\f—f*\£s    aufU(a)  — 5?„. 
Wieder  gibt  es  (vgl.  den  Beweis  von  §  9,  Satz  I)  unter  diesen  U  (a)  abzahlbar 
viele  \\{a  )  (v=  1,  2, .  .  .),  deren  Vereinigung  31  i.st.    Die  zugehörigen  /'*  nennen 
wir  fr,   die   zugehörigen  S^^  nennen  wir  ^v.     Bilden  wir  die  Funktion  F,   wie 
beim  Beweise  von  §  9,  Satz  I,  und  setzen: 

5fj  =  gj^  +  %^  +  .. .4-9^,4-..., 
so  ist  9i  abzählbar,  und  es  gilt  (0),  womit  Satz  VI  bewiesen  ist . 

Satz  VII.  Ist  die  Funktion  f  in  jedem  Punkte  der  separablen 
Menge  31  von  erster  Klasse  auf  3t  bei  Vernachlässigung  abzähl- 
barer Mengen,  so  unterscheidet  sie  sich  von  einer  Funktion  höch- 
stens erster  Klasse  auf  31   nur  in   einer  abzählbaren   Punktmenge. 

Der  Beweis  ist  zunächst  derselbe  wie  für  §  9,  Satz  II,  nur  daß  an  Stelle 
der  dortigen  Ungleichung  {*)  nunmehr  tritt: 

(00)  If—Fy    <^y     auf3(  — ?J,,, 

wo  9J,,  ein  abzählbarer  Teil  von  3[ .    Dabei  können  wir  annehmen,  die  f ,  seien 

CO 

80  gewählt,  daß  ^Cy  eigentlich  konvergiert. 
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Wir  ersetzen  nun  in  F.,  jeden  Wert  >  F^  -f- f j  durch  J<\-(-^i>  jt;den  Wert 
<_  ^j  —  fj  durch  Fl  —  f, ,  wodurcli  eine  Funktion  F.^*  höchstens  erster  Klasse 
entsteht  (§  1,  Satz  VIII).     Da  wegen  (00) 

F,  —  t,£f<.F,  +  e,     auf  91  —  91, , 
ist: 

I  F.*  —  f  <    F.,  —  f      auf  %  —  %, 

und  somit  wegen  (00): 

\F^  —  f£  f,     auf  '•ä  —  (%  -i-  %) . 

In  derselben  Weise  fortfahrend,  bilden  wir  F*,  indem  alle  Werte  von  /".,, 
die  >  jF^  -['  ^-2  sind,  durch  F*  -\-  e., ,  alle  Werte,  die  <  /'f  —  f._,  sind,  durch  F^  —  e^ 
ersetzt  werden  usf.  Wir  erhalten  so  eine  Folge  {F*y  von  Funktionen  höchstens 
erster  Klasse  auf  91,  so  daß: 

10%)    ■  i^.%i-i^;i^^.     auf5(,       ' 

(%«)  \F*-f    £e,.     auf  9f-(g?,+9?,-f  •■•4-9?,.)- 

X 

Wegen    (o^o)    ^^'^    ^^^    eigentlichen    Konvergenz    von    ^  ^v    konvergiert 

{Ft\  gleichmäßig  auf  -ä   gegen   eine  Funktion  F  höchstens  erster  Klasse  (§  1, 
Satz  X).     Wegen  (Oq")  ist 

f=  F    auf  ^n-i%'i-%  +  ...-\-%-\-.. .), 
und  da  (9?i  -j-  9?.2  -]-•••  +  ^v  ~i~  ••  •)  abzählbar,  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Gibt  es  nun  keine  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auf  ?t,  von  der  sich 
die  Funktion  f  nur  in  einer  abzählbaren  Punktmenge  unterscheidet,  so  gibt  es, 
wie  Satz  VII  lehrt,  gewiß  einen  Punkt  von  21,  in  dem  sie  nicht  von  erster 
Klasse  auf  ?(  bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen  ist.  Für  jedes  hin- 
länglich kleine  e  >  0  ist  dann  /'  in  a  auch  nicht  mit  der  Annäherung  e  von 
erster  Klasse  bei  Vernachlässigung  abzahlbarer  Mengen. 

Wie  Satz  III  von  §  9  wird  bewiesen: 

Satz  VIII.  Die  Menge  aller  Punkte  von  9(,  in  denen  die  be- 
schränkte Funktion  /"nicht  mit  der  Annäherung  e  von  erster  Klasse 
auf  5(  ist  bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen,  ist  abge- 
schlossen in  21. 

Wie  Satz  IV  von  §  9  zeigt  man  dann^): 

Satz  IX.  Gibt  es  keine  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auf 
der  separablen  Menge  2t,  die  sich  von  der  beschränkten  Funktion  /' 
nur  in  einer  abzählbaren  Punktmenge  unterscheidet,  und  istf>0 
so  klein  gewählt,  daß  die  in  2t  abgeschlossene  Menge  9Ji  aller  Punkte 
von  2t,  in  denen  /'  nicht  mit  der  Annäherung  s  von  erster  Klasse 
auf  21  ist  bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen,  nicht  leer 
ausfällt,  so  ist  f  in  keinem  Punkte  von  5Jc  mit  der  Annähe- 
rung £  von  erster  Klasse  auf  9K  bei  Vernachlässigung  abzählbarer 
Mengen. 


^)  Der  Beweis  entsteht  aus  dem  Beweise  von  §  9,  Satz  IV  durch  ganz 
dieselben  Abänderungen  wie  der  Beweis  von  Satz  VI  aus  dem  Beweise  von 
§  9,  Satz  I. 
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Daraus  folgt  nun  weiter  (wie  Satz  V  und  VI  in  §  9): 
Satz  X.     Die  Menge  55?   aller  Punkte  der   separablen   Menge  "?1, 
in  denen   die   beschränkte  Funktion  f  nicht  mit  der  Annäherung  e 
von    erster    Klasse    auf    31     ist    bei    Vernachlässigung    abzählbarer 
Mengen,  ist  perfekt  in  '>^l . 

Satz  XL  Damit  es  auf  der  separablen  Menge  'i'l  eine  Funktion 
höchstens  erster  Klasse  gebe,  die  sich  von  /"  nur  in  einer  ab  zähl- 
baren Punktlucnge  unterscheidet,  ist  notwendig  und  hinreichend, 
daß  es  auf  jedem  (nicht  leeren)  in  2t  perfekten  Teile  ^  von  21  einen 
Punkt  gebe,  in  dem  f  von  erster  Klasse  auf  %  ist  bei  Vernachlässi- 
gung abzählbarer  Mengen. 

Nunmehr  können  wir  zeigen: 

Satz  XU^).  Damit  es  auf  der  separablen,  relativ-vollständigen 
Menge  91  eine  Funktion  höchstens  erster  Klasse  gebe,  die  sich  von  f 
nur  in  einer  abzählbaren  Punktmenge  unterscheidet,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  f  punktweise  unstetig  sei  bei  Vernachlässi- 
gung abzählbarer  Mengen^)  auf  jedem  in  9t  perfekten  Teile  von  2t. 

Die  Bedingung  ist  notwendig:   dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  II. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend:  denn  ist  sie  erfüllt,  so  gibt  es  in  jedem 
in  21  perfekten  Teile  ^  von  2(  Punkte,  in  denen  f  stetig  und  mithin  auch  von 
erster  Klasse  ist  auf  ^  bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen,  und  die  Be- 
hauptung folgt  aus  Satz  XI. 

Vermöge  Satz  V  folgt  aus  Satz  XII: 

Satz  Xni.  Ist  9(  separabel  und  relativ-vollständig,  und  ist  f 
punktweise  unstetig  bei  Vernachlässigung  abzählbarer  Mengen  auf 
jedem  in  2(  perfekten  Teile  von  21,  so  ist  /"von  höchstens  zweiter 
Klasse  auf  2t. 

Wir  haben  bisher  nur  solche  Funktionen  zweiter  Klasse  kennen 
gelernt,  die  sich  von  einer  Funktion  höchstens  erster  Klasse  nur  in 
einer  abzählbaren  Punktmenge  unterscheiden.  Wir  wollen  nun  zeigen, 
daß  es  auch  Funktionen  zweiter  Klasse  gibt,  die  nicht  durch  bloße 
Abänderung  der  Werte  in  einer  abzählbaren  Punktmenge  in  eine 
Funktion  höchstens  erster  Klasse  verwandelt  werden  können. 

Sei  zu  dem  Zwecke  %  eine  separable,  vollständige,  insichdichte 
Menge ,  und  sei  die  abzählbare  Menge  der  Punkte  a^  [v=l,2,  . . .) 
von  ?t  dicht  in  3t.  Sei  9tv  ein  den  Punkt  Oy  enthaltender,  perfekter 
und  in  2t  nirgends  dichter  Teil  von  %  (Kap.  I,  §  8,  Satz  VIII).  Die 
Menge 

S3  =  2ti  +  9l3-f----  +  5tv4-  ••• 

ist  höchstens  eine  Menge  58.,  in  3t.    Sie  selbst  und  ihr  Komplement 
zu  2t  sind  also  höchstens  Mengen  '2)3.     Setzen  wir: 


*)   Auf    andrem   Wege    bewiesen    von    R.   Baire,    Ann.    di    mat.    (3)    3 
(1899),   75. 

«)  Kap.  III,  §  7,  S.  227. 
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/'=laufg3;     /•=0  auf  <)t  — 58, 

80  ist  also  /'  nach  §  7,  Satz  I  von  höchstens  zweiter  Klasse  auf  W. 

Da  jeder  Punkt  r/,,  in  33  vorkommt,  ist  33  dicht  in  ?t.  Da  33 
von  erster  Kategorie  in  2t  ist,  ist  §t  —  93  dicht  in  ?t  (Kap.  I,  §  8, 
Satz  XIV),  also  ist  f  total-unstetig  auf  91,  und  mithin  nach  Satz  II 
wirklich  von  zweiter  Klasse  auf  91. 

Sei  S  irgendeine  offene  Menge,  die  einen  Punkt  von  9t  enthält. 
Jede  der  beiden  Mengen  (133  und  G(9t  —  58)  hat  dann  die  Mächtig- 
keit c  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XII,  XV,  VI).  Ist  also  92  irgendein  abzähl- 
barer Teil  von  9t,  so  sind  33  — 9?93  und  (9t  —  33)  —  92  (9t  —  33)  dicht 
in  9t.  Ändert  man  also  die  Werte  unsrer  Funktion  f  in  einer  be- 
liebigen abzählbaren  Punktmenge  ab,  so  bleibt  sie  total-unstetig  auf  9t, 
kann  also  dadurch  nicht  in  eine  Funktion  höchstens  erster  Klasse 
übergeführt  werden. 

Satz  XIV.  Ist  {fy}  eine  Folge  auf  9t  stetiger  Funktionen, 
80  sind  lim/",,  und  lim/',,   von  höchstens  zweiter  Klasse  auf  9t, 

und    zwar   ist   limf,,   höchstens    eine   Funktion  g^   und    lim/i, 

I'  i^  oo 

höchstens  eine  Funktion  G^. 

In  der  Tat,    daß   limf»,  von  höchstens   zweiter  Klasse   ist,    ist 

(füra  =  l)  enthalten  in  §  1,  Satz  XII.  Bezeichnet /i,,  ^  den  größten 
unter  den  Ä-j-l  Funktionswerten  fy,  fyj^i,  . , .,  f,.^k,  so  ist  fy^k 
stetig  (Kap.  II,  §  3,  Satz  VIII),  und  die  Folge  Ä-.i,  /V, 2,  •..,/!.*,..  •  ist 
monoton  wachsend.     Daher  ist 

fy  =  lim  fy^l, 

höchstens  eine  Funktion  G^,  und  mithin,  wegen 

lim  fy  =  \im  fy  , 

ist,   da  {/",,}   monoton  abnimmt,  lim  f.  höchstens  eine   Funktion  g.^. 

Satz  XV.  Sei  /"(a,^)  für  jedes  <  aus  (0,  1)  eine  auf  91  stetige 
Funktion  von  a,  so  sind  lim /"(a,  i)  und  lim /"(a,  ^)  von  höchstens 

zweiter  Klasse  auf  9t,  und  zwar  ist  limf{a,t)  höchstens  eine 

t~+o 
Funktion  g„  und  limf[a,t)  höchstens  eine  Funktion  G^. 

Sei  in  der  Tat  F{a;i!,f)  die  obere  Schranke  der  Funktions- 
werte f{a,t)  für  alle  t  aus  [l!,f]  (bei  festgehaltenem  a).   Wir  zeigen 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  24 
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zunächst:  F{a;t',t")  ist  eine  auf  9(  unterhalb  stetige  Funktion  von  a. 
Sei  in  der  Tat  p  irgendeine  Zahl: 

(t)  p<F{a;t',t"). 

Dann  gibt   es  ein  t*  in  [t',t"],  so  daß: 

(tt)  f{a,t*)>p. 

Sei  nun  {a,,}  irgendeine  Punktfolge  aus  9t  mit  lim a,,  =  a.    Aus  (ft) 

folgt  wegen  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  von  f: 

f{ay,t*)^p     für  fast  alle  v. 
Also  ist  auch 

F{a,.',t',t")^p     für  fast  alle  v. 
Also  ist: 

\\mF{a,;t',i")>p, 

»<=  CO 

und  da  dies  für  jedes  (f)  erfüllende  p  gilt: 

\SmF{a/,t',i")'^F{a;t',f), 

!•  r^  OD 

d.  h.  F{a\  i!,  f)  ist  als  Funktion  von  a  unterhalb  stetig,  wie  be- 
hauptet. 

'Dd.F{a\t',t")  als  Funktion  von  i'  mit  abnehmendem  t'  monoton 
wächst,  ist: 

lim  F{a;  i!,  i")  =  lim  i^(a ;  - ,  f]   (=  F{a,  i")) 

gleichfalls  unterhalb  stetig  auf  9(  (Kap.  II,  §  10,  Satz  I)  und  mithin 
eine  Funktion  G^.  Und  da  F{a,t")  mit  abnehmendem  f  monoton 
abnimmt ,   ist : 

iim  f{a ,  t)  =  lim F{a ,  t")  =  lim  fU,--) 

höchstens  eine  Funktion  g^  und  somit  (§  6,  Satz  I)  von  höchstens 
zweiter  Klasse,  wie  behauptet. 

§  11.  Funktionen  dritter  Klasse. 

Wir  wollen  nun  ein  Beispiel  einer  Funktion  dritter  Klasse  geben*).  Sei  ''ii 
eine  separable,  kompakte,  vollständige  und  insichdichte  Punktmenge,  und  sei 
die   abzählbare   Menge   der  Punkte  a,,    (vi  =  l,  2,  ...)  von  VI  dicht  in  31.    Wir 


*)  Das  erste  Beispiel  einer  Funktion  dritter  Klasse  wurde  von  R.  Baire 
angegeben  (Acta  math.  30  (1906)  80 ff.);  wir  kommen  darauf  unten  zurück. 
Wie  R.  Baire  mitteilt  (a.  a.  0.  47),  war  V.  Volterra  schon  1898  im  Besitze 
eines  solchen  Beispieles. 
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bezeichnen  mit  St|.'*  (i-i  =  1,2,  .  .  .)  einen  c,,    enthaltenden   perfekten  und  in  \H 
nirgends  dichten  Teil  von  51.     Die  Vereinigung 

Sia)  =  sj,(i)4^,,(i)4....4.5ia)_i.... 

ist  dann  dicht  in  31.     Dabei  können  wir  je  zwei  31*'^  als  fremd  annehmen*). 

Wir  denken  uns  sodann  einen  abzahlbaren,   in  i'l''*  dichten  Teil  von  21**' 

gegeben:  rt,,    ^.  (»'2=  1,  2,  . .  .).    Wir  bezeichnen  mit  «|^*  ^    einen  perfekten  und 

iu  51*"   nirgends  dichten  Teil  von  5(*** .  der  den  Punkt  flv, ,  v,  enthält.    Die  Ver- 
einigung: 

ist  dann  dicht  in  2l'**.     Dabei  können  wir  je  zwei  5i'^'       als  fremd  annehmen. 
Indem  wir  so  fortfahren,  erhalten  wir  Mengen  91*,'^  ,  von  folgenden 

Eigenschaften:  Ks  ist  5l''^„^        ..    „        ein  perfekter  und  in  31*''  nirgends 

dichter  Teil  von  5l'''  „         „  ,  und  es  ist  die  Vereinigung: 

»"l-'S •/  / 

•'S-,,.,,....!,-  ■'S-i,  I2... .,)■..  1      >      'Si.ij y-,2      I      •  •  •     l^''S'i,ij ■;,  .'ju.!  T^  •  •  • 

dicht  in  31*''  ,         „    .     Je  zweilH*'''"         ,.    ,    sind  fremd «). 

Bezeichnen  wir  noch  mit  31*''  die  Vereinigung  aller  31*'^   .  (i\,  r,,  .  . ., 

»',=  1,  2,  .  ..),  so  ist  (Kap.  I,  §  4,  Satz  IX)   jede  xMenge  31*''  dicht  in  3t,   und 
endlich  ist: 

Der  Durchschnitt: 

ist   dann  nicht  leer,  da  nach  Kap.  I,  §  2,  Satz  VIII  die  Folge  abgeschlossener 
Mengen 

mindestens  einen  gemeinsamen  Punkt  enthält. 

*)  In  der  Tat,  man  konstruiere  51 '|'  nach  dem  Verfahren  von  Kap.  I,  §  8, 
Satz  VIII,  indem  man  unsem  Punkt  a^,  falls  er  nach  U  (a,i;  oj  (t,  =  0,  2)  fällt, 
als  Punkt  ati.i  wählt,  ebenso  den  Punkt  a^,  falls  er  nach  U(aji.tg;  ^2) 
(ii,t2  =  0, 2)  fällt,  als  Punkt  ai^,i^,\,  usf.  Dann  3nthält  5(*J'  keinen  der  Punkte 
a.^,a^,...  Der  Punkt  «.^  ^^■t^  ^.Iso  von  3[*J'  positiven  Abstand  q.  Nun  kon- 
struiere man  die  Menge  51*2*  in  11(0,;^),  und  so,  daß  sie  die  Punkte  a^,  a^,  . .  . 
nicht  enthält.  Dann  hat  03  von  3(*^' -|- 5(*2'  positiven  Abstand  a.  Man  kon- 
struiere die  Menge  21 "  in  \S.{a^;a),  und  so,  daß  sie  die  Punkte  a^,a^,. .  .  nicht  ent- 
hält  usf.     Je    zwei    Mengen    9('J'  (v^  =  1,  2, .  .  .)  sind  dann  fremd. 

*)  Es  würde  übrigens  für  das  Folgende  genügen,  wenn  der  Durchschnitt 
je  zweier  dieser  Mengen  in  jeder  von  beiden  von  erster  Kategorie  ist. 

24* 
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Da  ?t"^^'  von  erster  Kategorie  in  'i>l[!'  .,  ..  ist,  und  da  «^'"^ < ?t* "^ ^  ist 
auch  9l'""  von   erster  Kategorie  in  9lf'*  ,. 

Als  Vereinigung  abzählbar  vieler  abgeschlossener  Mengen  ist  jede  Menge  W*' 
höchstens  eine  Menge  SSj,  mithin  Sl^"'^  höchstens  eine  Menge  S),,  und  51  —  Sl^'"^ 
höchstens  eine  Menge  SSg,  also  sind  sowohl  ^t^*"^  als  9(  —  91^'"*  höchstens 
Mengen  5), . 

Definieren  wir  nun  eine  Funktion  f  durch: 

(0)  f=l     auf  31^'"^     f^O    auf2t  — 2l(°'\ 

80  ist  f  nach  j?  7,  Satz  I  von  höchstens  dritter  Klasse  auf  VI.  Wir  wollen 
zeigen,  daß  f  wirklich  von  dritter  Klasse  auf  'H  ist. 

Angenommen,  es  wäre  f  von  höchstens  zweiter  Klasse  auf  VI .    Dann  gibt 
es  eine  Darstellung: 
(00)  f=limf„, 

wo  jedes  f„  von  höchstens  erster  Klasse  auf  9i .  Nach  §  10,  Satz  II  ist  demnach  f„ 
punktweise  unstetig  auf  Sl|,^\  Die  Menge  S3n  aller  Punkte,  in  denen  f„  nicht 
stetig  ist  auf  Sily^ ,  ist  demnach  von  erster  Kategorie  in  2lJ,  (Kap.  III,  §  4, 
Satz  LEI),  und  da  —  wie  wir  schon  sahen  —  auch  91^'"'  von  erster  Kategorie 
in  ?t|.^^  ist,  90  ist  auch  (Kap.  I,  §  4,  Satz  XX): 

33  =  3r|,^^)-9(('"'  4-  33^  -i-  5Ö,  -f  . . .  4-  ©„  4- . . . 

von  erster  Kategorie  in  Sl|.^\    Es  gibt  also  (Kap   I,  §  8,  Satz  XIV)  in  ?l[,^'  einen 
nicht  zu  58  gehörigen  Punkt  b^,  d.  h.  einen  Punkt  b^,  in  dem  alle  f„  stetig  sind 
auf  ■ä[\^  und  der  zu  2t  —  Sl^'"^  gehört. 
Zufolge  (0)  und  (00)  ist  daher: 

lim  /„  (&i)  =  0  ; 

n  =  00 

es  gibt  also  einen  Index  n^,  so  daß: 

und  weil  fm  stetig  auf  9l|,^^  ist  in  &i,  gibt  es  eine  abgeschlossene  Umgebung 
Ü(6i;ei)  von  ft^  in  ?lJ,J',  auf  der: 


fnr 


l 

2  ■ 
Dabei  kann  ohne  weiteres  angenommen  werden: 


^1 


Da  "üifl  dicht  in  9l[,^^  ist,   gibt  es  in  U  (b^;  g^)  auch  Punkte  von  StJ,^'  und 
mithin   auch   Punkte   einer  Menge  ?(■"'  Da  die  f„   auch  auf  2l'^' ,     punkt- 

weise  unstetig  sind,  und  Sl^'"^  auch  in  21^^^ ,,  von  erster  Kategorie  ist,  gibt  es 
in  U  (fci;  (?i)'2t[,"^  ^  einen  Punkt  b^,  in  dem  alle  f„  stetig  sind  auf  S(y^^  ^  ,  und 
der  zu  31  —  ?l^"')  gehört. 
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Wie  vorhin  folgert  man  die  Existenz  einos  Index  n,  powie  einer 'abge- 
Bchlossenen  Umgebung  U^ft.j;^.^)  von  b^  in  St^,^',,  ,  auf  der 

Dabei  kann  ohne  weiteres  angenommen  werden: 

n{b,;g,)<\\{b,;e,);    Q,<^,;    n,>2. 

Indem  wir  so  weiter  schließen,  erhalten  wir  eine  Punktfolgc  •[&<}  und 
eine  Indizesfolge  {»"/},   so   daß  6/  zu   9l|,'^  ,.         y.  gehört;  ferner  zu  jedem  6| 

eine  abgeschlossene  Umgebung  W  {h,;  Qi)  i"^  ?j|.'^  ,.  y  >  ""fl  endlich  eine 
Indizesfolge  {«<},  so  daß: 

/„^<-     auf  Ü(6,;o,). 

Dabei  kann  angenommen  werden: 

"  (^-f  1 ;  ?.+ 1)  <  ö  i^i ied;    e,<  },  >    «'  ^ « • 

Daraus  entnimmt  man  sofort,  daß  •|^6<}  eine  Cauchyeche  Folge  ist 
(Kap.  I,  §  8,  S.  99).    Es  existiert  also,  da  "ä  vollständig  ist,  der  Grenzpunkt: 

6<u^lim6, , 

«■—CO 

und  gehört  zu  ^.     Da  ferner  b^„  allen  Ü^  (6,- ;  g,)  angehört,  ist: 
(000)  f»;{b^)<l     für  alle  i. 

Der  Punkt  b^^  gehört  aber  auch  zu  'ä^"^\  In  der  Tat,  der  Punkt  &,•  ge- 
hört zu  Sn'J^  „  .,  ,  und  somit  auch  zu  •i>li^^  ^l^^^  ,  .  . .,  'Jl^'-^^  ;  d.  h.  in 
der  Folge  {&,}  gehören  alle  Punkte  zu  9l[.^\  alle  von  b..  an  zu  %[^\.  ,  alle 
von  b,  an  zu  W*^  ,,  ^.  .  Und  da  jede  dieser  Mengen  abgeschlossen  ist,  ge- 
hört auch  der  Grenzpunkt  6^_^  von  ^ft,}  zu  allen  diesen  Mengen,  und  somit 
auch  zu  deren  Durchschnitt,  und  somit  auch  zu  'iv'"' . 

Nach  (0)  und  (00)  muß  also  sein: 

lim  f„  (b^)  =  1 , 

fl  —  00 

was  wegen  «j^t  im  Widerspruch  steht  mit  (000).  Die  Amiahme,  f  sei  von 
höchstens  zweiter  Klasse,  führt  also  auf  einen  Widerspruch,  und  somit  ist  f 
von  dritter  Klasse,  wie  behauptet. 

Als  Spezialfall  erhält  man  hieraus  das  erste,  von  R.  Baire  angegebene^) 
Beispiel  einer  Funktion  dritter  Klasse.  Sei  91  das  Intervall  [0,  1^  des  9i,.  Mit 
(cif, ,  «g,  . .  .,  ß^,  .  .  .)  bezeichnen  wir  den  Kettenbruch: 


')  A.  a.  0.,  wo  man  auch  alle  Beweise  der  folgenden  Behauptungen  findet. 
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wobei  die  a,,  natürliche  Zahlen  bedeuten.  Seien  «,  aj,  a.,,  . . .,  a .  beliebige 
natürliche  Zahlen,  nur  sei,  falls  •■  ■~^'  1  ist,  a.  <,i  .    Mit  ^?l(*'  .bezeichnen 

wir  die  Menge  aller  (endlichen  und  unendlichen)  Kettenbrüche  (a^,  a^,  ...,  ccy , 
^r+i'  ßv+2>  •••)'  ^"  denen  alle  Tcilnenner  ß^.^.^,  /?,,^2'  ••'  soweit  vorhanden, 
~>  t  sind.  Bei  gegebenem  i  gibt  es  abzählbar  viele  Mengen  2t||^'  ^^  ^  ^ ,  die 
man  erhält,    indem   man  v,  cc^,  a^,  ...,  a^,  alle   zulässigen   natürlichen  Zahlen 

durchlaufenläßt.  Bei  gleichem  t  können  zwei  verschiedene  Mengen 9([J^^  ^  ^. 
nur  rationale  Punkte  gemein  haben. 

Jede  Monge  9l|j[^  ^        ^  ^  ist  eine  in  [0,  1]  nirgends  dichte,  perfekte  Menge, 

und  unter  den  Mengen  '^[^^^  unsrer  allgemeinen  Theorie  kann  man  nun  die  ab- 
zählbar vielen  Mengen  'ilS^^  ^  verstehen^). 

Ebenso    kann    man   imter    den  Mengen  W-*'  unsrer    allgemeinen 

c  Vj ,  1-, , . . . ,  r^  D 

Theorie  die  Mengen  'ü(;*^  verstehen.    Denn  ist  'i&''   „  ,  eine  dieser 

Mengen,  ist  fi^v,  und  ist  (im  Falle  /ly^r): 

«I- -f  1  >  »,  •  .  .,   a„—i.-i,   «/,  =  / -)- 1 , 

6o  ist  'ii[l^^l         „  )    ein  in  ?l!*/   ^^        ^^  ^  nirgends  dichter    perfekter  Teil    von 

^0?   „         /.    •    Dio  Menge  St^*^"^  besteht  dann  aus  allen  endlichen  Kettenbrüchen 

lOl.  o».  ••■,  «r)  o 

(«1,  ß.,,  ...,  c;^,),  d.  h.  aus  allen  rationalen  Zahlen,  und  allen  denjenigen  un- 
endlichen Kettenbrüchen  (a, ,  a.,,  ...,«,,...),   in  denen  lim   a   =-]-00. 


§  12.  Existenz  von  Funktionen  «-ter  Klasse. 

Wii'  wenden  uns  nun  dem  Nachweise  zu,  daß  es  für  jedes  a 
aus  3i  ~l"  82  wirklich  Funktionen  a -ter  Klasse  gibt.  Wir  führenden 
Beweis  zunächst  für  den  9ij,  d.  h.  für  Funktionen  einer  Veränder- 
lichen.    Dabei  gehen  wir  aus  von  der  Bemerkung: 

Satz  I.     Es  gibt  eine  abzählbare  Menge  in  [0,1]  stetiger 
Funktionen: 
(0)  hJx),KAx),  ...,  hjx),... 

von  folgender  Eigenschaft:  Jede  in  [0,1]  stetige  Funk- 
tion f[x)  ist  Grenzfunktion  einer  (gleichmäßig  konvergen- 
ten) Teilfolge  aus  (0): 

/•(x)  =  hm  Ji„^  (x) . 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  beim  Be- 
weise die  Ungleichungen  ansetzen: 

— 1^/"(^)^1;     -1^/'„(^)^1       («=1,2,...). 

0  Vgl.  S.  371,  Fußn.  «). 
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Wii"  betrachten,  wenn  l  eine  natürliche  Zahl  ist,  die  Menge  aller 
jener    in    [0,1]    stetigen    Funktionen    h''^\x),    die    in    den    Punkten 

-  (i  =  0,  1,...,Z)   rationale  Werte  aus  ( —  1,  1)  annehmen  und  in  den 

Intervallen  r-^— ,  ~  j  (i=  1,  2, .. .  J)  linear  variieren.  Diese  Menge 
ist  gleichmächtig  mit  der  Menge  aller  Belegungen  der  l  -j-  1  Punkte 

-  (i  =  0, 1, . .  .,Z)    mit  der  Menge  der   rationalen  Zahlen  aus   ( — 1,1), 

hat  also  die  Mächtigkeit  f^J~^  =  ^^^,  d.  h,  es  gibt  (bei  gegebenem 
/)  abzählbar  viele  Funktionen  /i^'^(x).  Also  ist  auch  die  Menge  aller 
Funktionen  h^^\x)  (/=1,2,...)  abzählbar  und  kann  also  in  der 
Form  (0)  angeschrieben  werden. 

Sei  nun  k  eine  behebige   natürliche   Zahl,      Nach   Kap.  II,  §  4, 

Satz  IX  gibt  es  ein  l,  so  daß  für  jedes  x  aus  — 7— ,  7  I  '• 
(00)  |^(,)_^(j)i<^, 

insbesondere  also  auch: 

(000)  i^(i^)_^fi)<i 


l    /        '  \l/  .k 
Unter    den    Funktionen  Ä^'^(aj)  gibt   es  solche,  deren  Werte  an  den 
Stellen    j   den  Ungleichungen  genügen: 

i\       , , »  /'  i  \  :     .1 


(V)  kiTJ"^'\Tj'<^  (i  =  o,i,...,0. 

Sei  Ä„^  eine  solche  Funktion.   Aus  (000)  und  (Oq^)   folgt: 

l*4^)-*4l)l<l' 

und  da  A„  (x)  linear  ist  in     — p '  r  I  '  S^^  ^^^    *^^®  •*'   ^i^^^s   Inter- 
valles : 

(oOo)  |^W-\({)l<|- 

Aus  (00),  (0%)  und  {%^)  aber  folgt  für  alle  x  aus  [0,1]: 

\f{^)-K,{^)\<l' 

d.  h.  die  Folge  {/«„   (x)}    konvergiert    in    [0,  1]     gleichmäßig    gegen 
f{x).     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz    n.       Auch    jede    Funktion    f{x)    höchstens    erster 
Klasse  in    [0.1]   ist   Grenzfunktion   einer  Teilfolge  aus    (0). 
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Sei    in  der    Tat    f(x)    von   höchstens    erster    Klasse    in  [0,1]. 

Dann  gibt  es  eine  Folge  {fv{x)}  in  [0,1]  stetiger  Funktionen, 
so  daß: 

(*)  f{x)^\imf,(x). 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  f  und  die  f, 
als  beschränkt  annehmen.  Nach  Satz  I  gibt  es  zu  fy  (z)  in  (0) 
eine  Funktion  hn^{x),  so  daß: 

(**)  \fJx)-K^{x)\<^-       in  [0,1]. 

Aus  (*)  und  (**)  aber  folgt: 

f{x)  =  \\mhn^{x), 
und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Satz  III.  Es  gibt  eine  Bairesche  Funktion  h{x,{)  im 
Einheitsquadrate^)  der  x^Ebene,  aus  der  jede  der  Funk- 
tionen Ä„(ic)  von  Satz  I  erhalten  werden  kann,  indem  man 
der  Veränderlichen  t  einen  festen  Wert  erteilt. 

Sei  in  der  Tat  97„(0  die  Funktion  erster  Klasse,  die  definiert 
ist  durch: 

(p„{t)  =  l  für  t  =  -,     (p„(t]  =  0  für  t-Jr^ 


n  n 


Bo  ist  die  durch: 


Ä(:r,0==2^9^,.(0Ä„(a:) 


definierte    Funktion    eine    Bairesche    Funktion    (höchstens    zweiter 
Klasse),  und  es  ist: 

h^{x)  =  h[x,-j. 

Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Satz  IV.  Es  gibt  eine  Bairesche  Funktion  f{x,t)  im  Ein- 
heitsquadrate der  ar<-Ebene,  aus  der  jede  Bairesche  Funk- 
tion f(x)  von  geringerer  als  «-ter  Klasse  in  [0,1]  erhalten 
werden  kann,  indem  man  der  Veränderlichen  <  einen  festen 
Wert  erteilt. 

Für  den  Beweis  von  Satz  IV  wollen  wir  die  bisherige  Termino- 
logie dahin  abändern,  daß  wir  unter  Funktionen  O-ter  Klasse  nicht 
mehr  alle  stetigen  Funktionen,  sondern  nur  mehr  die  abzählbar 
vielen  Funktionen  (0)  verstehen.      Nach    Satz   II  bleibt   der  Begnff 


')  D.  h.  im  Quadrate  0<ar<  1,     0^t<,\. 
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^Funktion  höchstens  erster  Klasse"  und  damit  für  «>1  auch  der 
BegrifT   „Funktion  a-ter  Klasse"  dabei  ungeändert. 

Wir  führen  den  Beweis  von  Satz  IV  durch  Induktion.  Für 
a  =  1  ist  (in  der  neuen  Terminologie)  die  Behauptung  richtig  zu- 
folge Satz  III.  Wir  nehmen  sie  als  richtig  an  für  alle  ß  <ia  und 
zeigen,   daß   sie  dann  auch  für  a  zutrifft. 

1.  Fall:  a  ist  eine  isolierte  Zahl.  Nach  Annahme  gibt  es 
eine  Bairesche  Funktion  im  Einheitsquadrate  der  XM-Ebene,  g{x,u), 
aus  der  jede  Bairesche  Funktion  g(x)  geringerer  als  (a — l)-ter 
Klasse  in  [0, 1]  erhalten  werden  kann,  indem  man  der  Veränder- 
lichen u  einen  festen  Wert  erteilt. 

Nach  Kap.  II,  §  7,  Satz  IV  gibt  es  eine  Folge  in  [0, 1]  stetiger, 
den  Ungleichungen 

0£ui(t)£  1 

genügender  Funktionen  von  t,  derart,  daß  die  Folge  {u^{t)}  für 
mindestens  einen  Wert  t  aus  [0, 1  ]  übereinstimmt  mit  einer  beliebigen 
Folge  {?/,},  in  der 

0£u.£l  (i=l,2, ...). 

W^ir  bilden  nun  die  Folge  der  Funktionen 

g{x,Ui(t))  (i=l,2,...). 

Nach  §1,  Satz  V  sind  es  Bairesche  Funktionen  im  Einheitsquadrat 
der  xt-Ehene.     Nach  §  1,  Satz  XIV  ist  daher  auch: 

f(x,t)  =  lim  g{x,Ui(t)) 

eine  Bairesche  Funktion.     Wir  behaupten:  es  ist  die  gesuchte. 

Sei  in  der  Tat  f(x)  eine  beliebige  Funktion  geringerer  als 
ß-ter  Klasse  in  [0,1];  es  ist  also: 

(*•*)  f{x)  =  ]img,(x), 

i  =  X 

wo  die  Qi^x)  von  geringerer  als  (« —  l)-tcr  Klasse  in  [0,1].  Ea 
gibt  daher  ein  u^  in  [0,1],  so  daß: 

Es  gibt  weiter  ein  t^  in  [0,1],  so  daß: 

"i  =  «<(U        (i=1.2,...), 
und  somit: 

Nun  geht  (***)  über  in 

f(x)  =  lim  g(z,u^  (g)  =  limg(x,  u-  (g)  =  f{x,Q, 

und  die  Behauptung  ist  bewiesen. 
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2.  Fall:  a  ist  eine  Grenzzahl.  Dann  gibt  es  (Einl.  §4,  Satz  XVII) 
eine  wachsende  Folge  {ßy}  von  Ordinalzahlen,  so  daß 

(%*)  a  =  \imß,.. 

V  -  -■-  X 

Nach  Annahme  gibt  es  eine  Bairesche  Funktion  gy{x,u)  im  Ein- 
heitsquadrate der  .r?^- Ebene,  aus  der  jede  Bairesche  Funktion /"(x) 
geringerer  als  ß,-iev  Klasse  in  [0,1]  erhalten  werden  kann,  in- 
dem   man    der  Veränderlichen    tt    einen    festen    Wert   erteilt. 

Seien  [a,. ,  b,.]  (r  =  1,2,...)  zu  je  zweien  fremde  Intervalle  aus  [0,  1  ]. 
Wir  })ilden  durch: 

t  —  ay 

u  = 

Oy  —  a ,. 

das  Intervall  [ay,by]  ab  auf  [0,1]  und  definieren  eine  Funktion 
f{x,t)  im  Einheitsquadrate  der  a;^-Ebene  durch: 

fix.  t)=  (jy  {  X,  ,-~-^-)  für  0  <  a;  <  1 ;     a»,  ^  /  ^  &,,    {v  =  1,2,.. .); 
\      Oy  —  a,.  / 

f[x,t)=^0  in  den  übrigen  Punkten. 

Wir  erkennen  leicht,   daß    f{x,t)   eine   Bairesche   Funktion    ist; 

in  der  Tat,  nach  §   1,  Satz    V   ist  (/,,  (x,  r ~)     eine     Bairesche 

Funktion.     Also  ist  (§   7,  Satz  IV)  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen 

eine  Boreische  Menge,  daher  ist  auch  die  Menge  aller  Punkte,  in  denen 

V  £  fix,  t)  £  q, 

als  Vereinigung  abzählbar  vieler  Borelscher  Mengen  eine  Boreische 
Menge;  daher  ist  (§  7,  Satz  IV)  fix,t)  eine  Bairesche  Funktion. 

Sei  nun  fix)  eine  Bairesche  Funktion  geringerer  als  ß-ter 
Klasse  in  [0,1].  Wegen  (*^*)  gibt  es  ein  ßy,  so  daß  f(x)  auch  von 
geringerer  als  /9,,-ter  Klasse.  Aus  der  Definition  von  fixj)  folgt 
also  sofort,  daß  für  ein  t  aus  [0, 1]: 

f(x)  =  f{x,l), 

womit  Satz  IV  bewiesen  ist. 

Aus  Satz  IV  nun  schließen  wir  leicht: 

Satz  V^).  Für  jedes  a  aus  3,  +  S-,  gibt  es  Bairesche 
Funktionen  fix)  a-ter  Klasse  in  [0,1]. 


*)    Dieser   Satz   wurde    zuerst    bewiesen    von   H.  Lebesgue,  Journ.    de 
math.  (6)   1   (1905),  205  flf.     Eine   vereinfachte   Darstellung  des   Beweises,   der 
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In  der  Tat,  offenbar  genügt  es,  nachzuweisen,  daß  es  eine 
Bairesohe  Funktion  f\x)  gibt,  die  nicht  von  geringerer  als  «-ter 
Klasse  ist.  Sei  nun  f{x,t)  die  Funktion  von  Satz  IV.  Wir  defi- 
nieren in  [0,1]  eine  Funktion  f[x)  durch: 

fO     wenn/-(a:,a:)  +  0 
^*    *^  '^  ^        U      wenn  /■(a:,a:)  =  0. 

Dann  ist  f{x)  eine  Bairesche  Funktion.  Denn  nach  §1,  Satz  V 
ist  f(x,x)  eine  Bairesche  Funktion;  es  sind  also  die  Mengen  aller 
Punkte  von  [0, 1],  in  denen  f{x,x)  =1=  0  bzw.  =0,  Borelsche  Mengen 
(§  7,  Satz  IV),  also  auch  die  Mengen  aller  Punkte  von  [0,  l],  in  denen 
f[x)  =  0  bzw.  =],  also  ist  f{x)  eine  Bairesche  Funktion  (§  7, 
Satz  IV}. 

Es  kann  aber  f{x)  nicht  von  geringerer  als  a-ter  Klasse  sein, 
denn  sonst  wäre  für  ein  gewisses  t: 

f{x)  =  f{x,t}, 

und  indem  man  hierin  x  =^  t  setzt,  würde  ein  Widerspruch  mit  (^*^) 
entstehen.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Aus  Satz  V  entnehmen  wir  noch  eine  für  das  Folgende  wich- 
tige Tatsache: 

Satz  VI.  Ist  9Ji  die  Menge  aller  jener  Punkte  aus  [0,  1], 
die  nicht  darstellbar  sind  durch  einen  endlichen  System- 
bruch der  Grundzahl  2,  so  gibt  es  für  jedes  a  aus  3i  ~l"  3-2 
auf  9DJ  Bairesche  Funktionen  «-ter  Klasse. 

In  der  Tat,  angenommen  es  gäbe  in  3i  ~l~  3.'  ^^^  /^(^3),  so  daß 
jede  Bairesche  Funktion  auf  ?}t  von  höchstens  /5-ter  Klasse  wäre. 
Sei  nun  3)1'  das  Komplement  von  93?  zu  [0,1].  Die  Menge  Tl'  ist, 
weil  abzählbar,  eine  Menge  S?.^ ,  also  ist  Tl  eine  Menge  2)., ,  und  sowohl 
5D?  als  9)?'  sind  höchstens  Mengen  2)3.  Sei  nun  f  eine  beliebige 
Bairesche  Funktion  in  [0,1];  sie  ist  dann  auch  eine  Bairesche 
Funktion  auf  50?.  Nach  §  10,  Satz  I  ist  sie  auf  9K'  von  höchstens 
erster  Klasse,  nach  Annahme  ist  sie  auf  3)1  von  höchstens  /5-ter 
Klasse;  nach  §  8,  Satz  IV  gibt  es  daher  eine  Funktion  /"^  höchstens 
^-ter  Klasse  in  [0, 1],  die  auf  3)1'  mit  f  übereinstimmt,  und  eine 
Funktion  f^  höchstens  ^- ter  Klasse  in  [0,1],  die  auf  3Jt  mit  f  über- 
einstimmt. Also  ist  f  nach  §  8,  Satz  I  auf  [0, 1]  von  höchstens  ß-ter 
Klasse.  Es  gäbe  also  für  a^ ß  in  [0,1]  keine  Funktionen  a-ter 
Klasse,  entgegen  Satz  V.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 


wir  uns  hier  angeschlossen  haben,  wurde  gegeben  von  Ch.  J.  de  la  Vall6e- 
PouBsin  in:  Integrales  de  Lebesgue,  Fonctions  d'ensemble,  Ciaseos  de  Baire 
(Paris  1916),  145  flF. 
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Nunmehr  gehen  wir  wieder  über  zu  beliebigen  metrischen 
Räumen  und  können  Satz  V  in  folgender  Weise  verallgemeinern: 

Satz  VII.  Auf  jeder  relativ-vollständigen  Menge  ?(, 
deren  insichdichter  Kern  ^  nicht  leer  ist,  gibt  es  für  jedes 
«  aus  3i  ~l~  ^2  Bairesche  Funktionen  a-ter  Klasse. 

Nach  Kap.  I,  §  4,  Satz  VI  ist  Ä  abgeschlossen  in  9(,  also  ein 
o-Durchschnitt  in  9(,  und  da  9(  relativ-vollständig,  ist  ^  ein  o- Durch- 
schnitt in  einer  vollständigen  Menge.  Nach  Kap,  I,  §  8,  Satz  VI 
und  VII  gibt  es  daher  in  Ä,  und  somit  in  91  einen  Teil  ^,  der  um- 
kehrbar eindeutig  und  stetig  auf  die  Menge  9Ti  von  Satz  VI  abge- 
bildet werden  kann.  Zu  jeder  Funktion  f  auf  M  gehört  vermöge 
dieser  Abbildung  eine  Funktion  g  auf  ®,  so  daß  /'  und  g  in  ent- 
sprechenden Punkten  von  9??  und  ^  dieselben  Werte  annehmen. 
Wegen  der  Stetigkeit  der  Abbildung  sowie  ihrer  Umkehrung  sind 
die  beiden  Funktionen  f  und  g  stets  gleichzeitig  stetig  und  daher 
auch  gleichzeitig  von  «-ter  Klasse. 

Da  es  nun  für  jedes  a  aus  3i-|-32  auf  ^  Funktionen  a-ter 
Klasse  gibt  (Satz  VI),  so  auch  auf  S).  Wäre  nun  auf  91  jede 
Bairesche  Funktion  von  geringerer  als  «-ter  Klasse,  so  erst  recht 
auch  auf  %.  Da  dies  aber  nicht  der  Fall  ist,  gibt  es  auf  9(  Funk- 
tionen ß-ter  Klasse,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

§  13.  Unvollständige  Bairesche  Funktionen. 

Ist  {/V}  eine  auf  91  definierte  Funktionenfolge,,  so  bezeichnen 
wir  die  Menge  aller  Punkte  von  9(,  in  denen  {/",.}  konvergiert,  als 
die  Konvergenzmenge  von  {fy}  in  9{. 

Satz  I.  Ist  {/^}  eine  Folge  Bairescher  Funktionen  auf 
91  von  geringerer  als  «-ter  Klasse,  so  ist  die  Konvergenz- 
menge von  {fy}  in  9t  höchstens  eine  Menge  ^a  f  2^)- 

In  der  Tat,  vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir 
{/',.}  als  beschränkt  annehmen.     Nach  §  1,  Satz  XII  sind  lim  fy  und 

V  =  00 

lim  fy  von    höchstens    (ß-}-l)-ter    Klasse;    dasselbe    gilt  dann  auch 

von  der  Differenz: 

{*)  lim/;— lim  f^. 


')  Von  diesem  Satze  gilt  auch  dio  Umkehrung:  let  3Jl  höchstens  ©ine 
Menge  2)„_}.2  >"  51,  fo  gibt  es  eine  Folge  {/V}  von  Funktionen  geringerer  als 
a-ter  Klasse  auf  ?t,  deren  Konvergenzmenge  "Sft  ißt.  Wegen  des  Beweises 
verweisen  wir  auf  H.  Hahn,  Arch.  d.  Math.  u.  Phys.  (3)  28  (1919),  34. 
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Die  Konvergenzmenge  von  {t\,}  in  ?{  aber  ist  die  Menge  aller  Punkte 
von  91,  in  denen  der  Ausdruck  (*)  =0  ist.  Also  ist  sie  nach  §  7, 
Satz  I^)  höchstens  eine  Menge  ^a 4^2,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  IL  Ist  {fy}  eine  Folge  Bairescher  Funktionen  auf 
a,  so  ist  die  Konvergenzmenge  von  {fy}  in  91  eine  Boreische 
Menge. 

In  der  Tat,  ist  /",.  von  ft^-ter  Klasse,  und  «>>«,.  für  alle  v 
fEinl.  §  4,  Satz  XIII),  so  ist  nach  Satz  I  die  Konvergenzmenge  von 
{fy}  höchstens  eine  Menge  'Sia-^o,  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Sei  zunächst  {fy}  eine  Folge  auf  9t  stetiger  Funktionen,  gji  ihre 
Konvergenzmenge  in  9(.  Ist  5!)?  =  91,  d.  h.  ist  {/",.}  auf  ganz  9t  kon- 
vergent, so  hieß  die  Grenzfunktion  f=\imfy  (wenn  sie  nicht  stetig, 

d.  h.  von  nullter  Klasse  auf  9t  ist)  eine  Funktion  erster  Klasse  auf  9t. 
Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  daß  9JJ  echter 
Teil   von   9t  ist,  und  setzen    fest:    Die  auf  ^R    durch  f  ^^  lim  fy  defi- 

V  -=  OD 

nierte  Funktion  heißt  (wenn  nicht  5K  =  9t  und  /"  stetig  auf  9t  ist) 
eine  unvollständige  Bairesche  Funktion  erster  Klasse  auf  9t^). 
Nun  definieren  wir  durch  Induktion  den  Begriff  der  unvoll- 
ständigen B aireschen  Funktion  a-ter  Klasse  für  alle  « >- 1  der 
ersten  und  zweiten  Zahlklasse.  Sei  {fy}  eine  Folge  unvollständiger 
Bairescher  Funktionen  auf  9t  von  geringerer  als  a-ter  Klasse.  Ist 
'är  der  Teil  von  9t,  auf  dem  /„  defiiiiert  ist,  so  ist  die  ganze  Folge  {f,} 
definiert  auf  dem  Durchschnitte 

^  =  91^ .  9(._. . . . . .  9t, . . . 

Ist  3JI  die  Konvergenzmenge  von  {fy}  in  'S),  so  ist  durch  /■^=lim/",. 

auf  3R  eine  Funktion  definiert,  die  wir  (falls  sie  nicht  eine  unvoll- 
ständige Bairesche  Funktion  geringerer  als  a-ter  Klasse  auf  9t  ist) 
als  unvollständige  Bairesche  Funktion  a-ter  Klasse  auf  9t 
bezeichnen  wollen. 

Der  Gleichförmigkeit  halber  setzen  wir  noch  fest:  Eine  unvoll- 
ständige Bairesche  Funktion  0 -ter  Klasse  auf  9t  sei  dasselbe  wie 
eine  Bairesche  Funktion  0-ter  Klasse  auf  9t,  d.  h.  eine  auf  ganz 
51  definierte  und  stetige  Funktion. 


*)  Man  hat  dort  p  ^=  g-  =  0  zu  setzen. 

*)  Wie  man  gieht,  sind  die  Bair eschen  Funktionen  erster  Klasse  als 
Spezialfall  hierin  enthalten,  nämlich  wenn  3!}J  =  2t  und  /"nicht  stetig  auf  2t. 
Auch  im  Falle,  daß  9Ji  leer  ist,  sprechen  wir  —  in  uneigentlichem  Sinne  — 
von  einer  (nirgends  auf  IL  definierton)  unvollständigen  B aireschen  Funktion 
erster  Klasse. 
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Für  a  =  1   gilt: 

Satz  III.  Ist  f  eine  unvollständige  Bairesche  Funktion 
erster  Klasse  auf  21,  so  ist  die  Menge  W.  aller  Punkte,  in 
denen  /'  definiert  ist,  höchstens  eine  Menge  %^  in  %,  und 
es  gibt  eine  Funktion  höchstens  zweiter  Klasse  auf  ?(,  mit 
der  /'auf  9K  übereinstimmt. 

In  der  Tat,  die  Menge  9Ji  aller  Punkte  von  <}(,  in  denen  f 
definiert  ist,  ist  die  Konvergenzmenge  einer  Folge  {/',,}  auf  ^  stetiger 
Funktionen,  und  mithin  nach  Satz  I  höchstens  eine  Menge  2)3.  Und 
auf  9K  ist: 

/•=li^/;,(=lim/i,), 

und  nach   §10,   Satz  XIV  ist  lim /"^   von  höchstens  zweiter  Klasse  auf 

\?L     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 

Für  ß^l  begnügen  wir  uns  mit  dem  Beweise  des  Satzes: 

Satz  IV.  Ist  f  eine  unvollständige  Bairesche  Funktion 
auf  ST,  so  ist  die  Menge  2JJ  aller  Punkte,  in  denen  /  defi- 
niert ist,  eine  Boreische  Menge  in  %,  und  es  gibt  eine 
Bairesche  Funktion  auf  %,  mit  der  /"  auf  5D?  übereinstimmt. 

Nach  Satz  III  ist  die  Behauptung  richtig,  wenn  f  eine  unvoll- 
ständige Bairesche  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auf  5(  ist. 
Allgemein  führen  wir  den  Beweis  durch  Induktion. 

Sei  f  eine  unvollständige  Bairesche  Funktion  c-ter  Klasse, 
und  die  Behauptung  werde  als  richtig  angenommen  für  alle  unvoll- 
ständigen Bair eschen  Funktionen   von  geringerer   als   tc-ter   Klasse. 

Es  ist  auf  SD?: 

/'=lim/;, 

wo  fy  eine  unvollständige  Bairesche  Funktion  geringerer  als  «-ter 
Klasse  auf  5t.  Sei  SÜy  der  Teil  von  9(,  auf  dem  /',,  definiert  ist. 
Nach  Annahme  ist  ST^  eine  Bore  Ische  Menge  in  %.  Nach  §  4, 
Satz  VI  ist  dann  auch  der  Durchschnitt: 

^  =  31^ .  gr^ . . . . .  91^  . . . 

eine  Bore  Ische  Menge  in  91. 

Ferner  gibt  es  nach  Annahme  eine  Bairesche  Funktion  Fy  auf 
3t,  mit  der  /',.  auf  %y  übereinstimmt.  Nach  Satz  II  ist  die  Kon- 
vergenzmenge gi  von  {F,,}  in  21  eine  Borelsche  Menge.     Wegen: 

ist  also  auch  9D?,  als  Durchschnitt  zweier  Borelscher  Mengen,  eine 
Borelsche  Menge,  wie  behauptet. 


Kap.  V,  §  14.    Funktionen  mehrerer  Punkte.  383 

Nach  §  1,  Satz  XIV  ist  Hin  Fy  eine  Bairesche  Funktion  auf 
9(.     Da  aber  '     * 

/  =  limj^,(=limi^^)     auf  m, 

SO  ßtimmt  /'  auf  9Ji  mit  einer  Baireechen  Funktion  auf  %  übercin, 
und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Satz  V.  Ist  /■  eine  unvollständige  Bairesche  Funktion 
auf  %,  80  ist  für  alle  p  und  q  die  Menge  51  (i^  ^ /' ^  (?j ^)  eine 
Boreische  Menge  in  2(. 

In  der  Tat,  ist  /'  definiert  auf  dem  Teile  W.  von  9(,  eo  ist  nach 
Satz  IV  9)2  eine  Bore  Ische  Menge  in  5t,  und  es  gibt  eine  Bairesche 
Funktion  F  auf  S&,  so  daß: 

f=F    auf  m. 

Nach  §  7,  Satz  IV  ist  die  Menge  'ii{p  '^F  -^q)  eine  Boreische 
Menge  in  51.     Infolgedessen  ist  auch  die  Menge: 

als  Durchschnitt  zweier  Borel  scher  Mengen  eine  Bore  Ische  Menge 
in  3{,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

§  14.    Funktionen  mehrerer  Punkte. 

Wir  betrachten  nun  Funktionen,  die  von  den  Punkten  mehrerer 
metrischer  Räume  abhängen^).  Sind  9f{^*^,  SR^^^  . . . ,  Ol^*^  endlich  viele 
metrische  Räume,  und  werden  die  Punkte  von  St^'*  mit  a''^  bezeichnet 
{i=\,2,  . . .,  k),  so  verstehen  wir  unter  dem  Verbindungsraume 

9t  =  SH^i)  X  gt(-^>  X  ...  X  9l<^) 

die  Menge  aller  Ä:-gliedrigen  Folgen: 

(0)  a  =  (a^^\  a^2)^...,a^'^)). 

Wir    machen  9f?    zu    einem    metrischen  Raum    durch    eine  geeignete 
Abstandsdefinition ^),  die  wir  nur  den  Forderungen  unterwerfen: 
1.   Stimmen  in  den  beiden  Punkten 

a  =  (a(i>,  . . . ,  a^^) )■     a'  =  (a'^D ,  . . . ,  a'««) 

von  SR  die  sämtlichen  Koordinaten  überein  mit  Ausnahme  der  i-ten : 

aO-)  =  a'0-)     [j=^i), 

')  Ebenso  die  Menge  2(  (;></'  <  q). 

*)  Vgl.  Kap.  IV,  §  9,  S.  292. 

")  Eine  solche  ist  z.  B.  die  folgende: 


r(a,a')=^yj  (r  (a'^',  a'<^>))^  +  . . .  +  r  («(*',  a'«*')'- 
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80  ist: 

r(a,a)  =  r(aC'),o'<»")). 
2.    Es  ist  stets: 

r{a,  a')>r{a^K  a'«»')    (i  =  1,  2, . . .,  fc). 

Aus  der  Dreiecksungleichung  folgt  dann  sofort: 

r  {a,  a')  £  r  {a^'\  a"^)  -f  r  {a^'\  a"'^)  -f  •  •  •  +  »'  («^''.  «'""). 
Es  ist  also  die  Beziehung: 

lim(a;.^af,...,a*)  =  (a*^a<^^' a^"') 

n  =  00 

völlig  gleichbedeutend  mit  den  Beziehungen: 

lim  ajf»  =  a(i);   lim  ajf  =  a'^);  . . . ;   lim  ajf'  =  a'*' . 

Sei  nun  ?tW  eine  Punktmenge  aus  9^<*'  (i=  1,  2,  . . . ,  fc).  Die  Menge 
aller  Punkte  (0)  von  di,  in  denen  a«»'  zu  9t'''  gehört  (t  =  1,  2, . .. ,  fe) 
bildet  die  Verbindungsmenge: 

91  =  0((i>  X  3t^**  X  . . .  X  9r*> 

der  Mengen  91'''.  Eine  auf  einer  solchen  Menge  2t  definierte  Funktion 
bezeichnen  wir  mit  f{a'-^\  a^"\  . . . ,  a"'').  Halten  wir  alle  a'.''  mit  Aus- 
nahme von  a^"  fest,  so  entsteht  eine  auf  9t'''  definierte  Funktion 
von  a'*'. 

Bekanntlich  können  die  k  so  aus  f{a^^\  a^'-\  ....  a'^^)  entstehenden 
Funktionen  eines  Punktes  a^  (i  =  1,  2,  . . . ,  Zc)  sämtlich  stetig  sein 
auf  der  betrefifenden  Menge  9t''',  ohne  daß  f  stetig  ist  auf  9t.  Ein 
Beispiel  (für  k=2)  ist  das  folgende^):  Sei 

xy 


fix,y) 


für  (x,y)+(0,0) 


0  für  (x,i/)  =  (0,  0). 

Dann  ist  /"  für  jedes  feste  y  eine  stetige  Funktion  von  x,  für  jedes 
feste  X  eine  stetige  Funktion  von  y,  aber  als  Funktion  von  [x,  y) 
unstetig  in  (0,  0). 

Durch  das  Verfahren  der  Verdichtung  der  Singularitäten  (Kap.  IV, 
§  12)  kann  man  ohne  alle  Schwierigkeiten  aus  f[x,  y)  Funktionen 
bilden,  die  analoges  Verhalten  in  einer  abzählbaren,  im  JH«  der  {x,  y) 
dichten  Punktmenge  zeigen"). 


^}  Dabei  bedeutet  2t'"  den  SR,    der  reellen  Veränderlichen  x,  V'l'*'   den  SR, 
der  reellen  Veränderlichen  y,  und  mithin  2(  =  2t'*'  X  21'^'   den  SRg  der  Punkte 

(«» y)- 

*)  Übrigens   kann   nicht   einmal   aus  der  Annahme,   es  sei  /"(«,  y)  stetig 
auf  jeder  Geraden  des  SR^,   oder  sogar  auf  jeder  analytischen  Kurve  des  JR.^, 
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Wir  werden  uns  im  folgenden  überzeugen,  daß  die  Funktionen 

f{a^^\a^-^ a"'^),  die  als  Funktionen  von  jedem  einzelnen  Punkte 

a^\  bei  Festhaltung  aller  übrigen,  stetig  sind,  stets  Bairesche  Funk- 
tionen sind.    Wir  schicken  einige  Hilfsbetrachtungen  voraus. 

Satz  I,    Sei  ?{  eine  separable  Menge,  und  sei: 

(*)  a,,a^,...,a„,... 

ein  in  9(  dichter,  abzählbarer  Teil  von  9t.  Jedem  dieser 
Punkte  a^  sei  eine  reelle  Zahl  t^  zugeordnet.  Dann  gibt  es 
eine  Folge  auf  91  stetiger  Funktionen  {F^},  so  daß: 

Fr{%)  =  t^  {n=l,2,...,v), 

und  80  daß,  wenn  ty  und  t^  größte  und  kleinste  unter  den 
V  Zahlen  t^,t^,  ...,  ty  bedeuten: 

(**)  U^Fy^ü    auf  ganz  9t. 

In  der  Tat,  wir  bezeichnen  mit  9tv  die  Menge  der  v  Punkte  a^, 
a^,  ...,ay  und  erweitern  nach  dem  Verfahren  von  Kap.  II,  §  5,  Satz  VIII 
die  auf  9lv  durch 

{***)  fM  =  tn  (n=l,2,...,v) 

definierte  Funktion  /'  zu  einer  auf  ganz  2t  stetigen  Funktion  Fy. 
Wie  dort  können  wir  ohne  weiteres  annehmen,  daß  alle  t  der  Un- 
gleichung  genügen: 

O^^n^l  (n=l,2,...). 

Ist  nun  a  ein  beliebiger  Punkt  von  9t — 9tv.,  so  gilt  für  die 
a.  a.  0.  durch  (4)  definierte  Funktion  f^: 

0£faM£Ty  (n=l,2,....v), 

daher  auch  für  ihre  obere  Schranke  auf  91^: 

und  aus   der  durch  (5)  a.  a.  0.  gegebenen  Definition  von  Fy   folgt: 

(%*)  Fy^Ty     auf  ganz  9t. 

Sei  wieder  a  ein  beliebiger  Punkt  von  9t  —  9tv,  und  sei  a^  einer 
der  V  Punkte  a^,a^,  . . ,,  Uy,  der  a  am  nächsten  liegt: 

r(a,9lv)  =  r(a,aj. 

Aus  (3)  und  (4)  a.  a.  0.  folgt  sofort: 

auf  die  Stetigkeit  von  f{x,  y)  im  5Ra  geschlossen  werden.  Vgl.  H.  Lebesgue, 
Journ.  de  math.  (6)  1  (1905),  199. 
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mithin : 

G{f„,  ^ir)'^U, 

und  daher  weiter: 

(,%)  Fr'^ty      auf  ganz  91. 

Durch  (*»*)  und  (^%)  aber  ist  (**)  bewiesen,    und   der  Beweis  von 
Satz  I  ist  beendet. 

Satz  II,    Genügen    die   t^   in  Satz  I    den  Ungleichungen: 
0<^„^1  (n  =  l,2,...), 

und  ersetzt  man  sie  durch  Zahlen  i'„,  die  den  Ungleichungen 
genügen: 

n  l'n-tjKe;  0<fn<l  («=1,2,...), 

wodurch  F^  in  J^^  übergehen  möge^),  so  ist: 

(^^)  Fy  —  F,\<e     auf  ganz  9(. 

In  der  Tat.  habe  wieder  /"die  Bedeutung  (***).  und  sei  f  definiert 
auf  3Ir  durch: 

fiaj  =  f„  (n=l,2,...,r). 

Sowohl  aus  f  als  auch  aus  f'  leiten  wir  nach  (4)  a.  a.  0.  eine  Funk- 
tion /^  bzw.  fa  her.    Aus  (^)  folgt  offenbar: 

\f^  —  fa'<e     auf  ganz  9t,. 

Daraus  aber  folgt  weiter: 

und  daraus  weiter  (^^),  womit  Satz  11  bewiesen  ist. 

Satz  III.  Ist  f  eine  auf  91  stetige  Funktion,  und  setzt 
man  in  Satz  I: 

ßo  gilt  auf  ganz  ^ü: 

f  =  \imFr. 

Beim  Beweise  können  wir,  vermöge  der  Schränkungstransformation, 
/■  als  endlich  annehmen.  Sei  a  ein  Punkt  von  91.  Ist  e  ^  0  beliebig 
gegeben,  so  gibt  es  wegen  der  Stetigkeit  von  f  ein  q^O,  so  daß 
für  alle  a'  der  Umgebung  U(a;^)  von  a  in  9t: 

(0)  f(a')-f{a)\<e. 

Bezeichnet  wieder  9tv  die  Menge  der  v  Punkte  0^,0.,,...,»,.,  so  ist, 


')  Hier,  wie  im  Folgenden,  bedeutet  {-^V}  die  im  Beweise  von  Satz  I  aus 
den  t„  konstruierte  FunktionenfoJge,  {i^,'}  die  in  derselben  Weise  aus  den  t„' 
konstruierte  Funktionenfolge. 
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weil  die  Menge  der  Punkte  (*)  dicht  in  "ä: 

r(a,§I».)<;^     für  fast  alle  v. 
3 

Für  alle  außerhalb  U(a;ß)  liegenden  Punkte  a"  von  21  ist  aber  dann: 

r(a,a")>3r(a,9g. 

Nach  (3)  von  Kap.  II,  §  5,  Satz  VIII  haben  daher  die  Werte  <„  =  f{aj, 
die  f  in  den  außerhalb  U(a;o)  gelegenen  Punkten  (*)  annimmt,  auf 
den  Wert  Fy{a)  gar  keinen  Einfluß;  sie  können  also,  ohne  daß  sich 
Fy{a)  irgendwie  ändert,  durch  beliebige  andere  ersetzt  werden,  ins- 
besondere   also    auch    durch   solche,    die  der  Ungleichung   genügen: 

(00)  |<^_ /•(«)!<£. 

Wegen  (0)  liefern  aber  auch  alle  nach  U(a;  o^^)  fallenden  Punkte  (*) 
Werte  f„,  die  (00)  genügen.     Wegen  (**)  von  Satz  I  ist  also: 

'  Fy{a)  —  f{a)  I  «<  £     für  fast  alle  v. 

Damit  aber  ist  Satz  III  bewiesen. 

Satz  IV.  Ersetzt  man  in  Satz  I  die  t^^  durch  Funktionen 
f,^{b),  die  stetig  sind  auf  einer  Punktmenge  "53,  so  werden  aus 
den  Fy  Funktionen  F,(a,b)  die  stetig  sind  auf  51X33. 

In  der  Tat,  wir  haben  zu  beweisen:  ist  {a^}  eine  Punktfolge, 
a'  ein  Punkt  aus  5(,  und  {h'k}  eine  Punktfolge,  6'  ein  Punkt  aus  i8, 
und  ist: 

lim  ai  =  a';     \imhk  =  b', 

SO  ist  auch: 

(t)  lim  Fy{a',,h',)  =  Fy{a',b'). 

*=co 

Wir  können,  wie  beim  Beweise  von  Kap.  11,  §  5,  Satz  VIII  an- 
nehmen, daß  alle  f^(b)  der  Ungleichung  genügen: 

(tt)  0</-„(6)^l. 

Ist  6^0  beliebig  gegeben,  so  ist  dann  für  fast  alle  k: 

i/n(&*)-/"n(Ö').<^  (.  =  l,2,...,r), 

also  nach  Satz  II  auch: 

I  Fy{a,bi)  —  F,{a, 6') .  <  «     auf  5{, 

d.  h.  die  Folge  der  Fy(a,b'ii)  (k=l,2,...)  konvergiert  gleichmäßig 
auf  9t  gegen  Fy{a,b').  Nach  Kap.  IV,  §  3,  Satz  III  ist  sie  daher 
auch  stetig  konvergent  in  a'  auf  5r,  und  aus  Kap.  IV,  §  2,  Satz  IV 
folgt  das  Bestehen  von  (j).     Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

25* 
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Satz  V.  Ersetzt  man  in  Satz  I  die  t^^  durch  Funktionen 
f  (b),  die  von  höchstens  «-ter  Klasse  auf  58  sind,  so  werden 
aus  den  Fy  Funktionen  Fy(a,b),  die  von  höchstens  a-ter  Klasse 
auf  %X^  sind. 

Die  Behauptung  ist  nach  Satz  IV  richtig  für  o:  =  0.  Wir  be- 
weisen sie  allgemein  durch  Induktion,  wobei  wir  wieder  annehmen 
können,  die  f^(b)  genügen  der  Ungleichung  (ff)- 

Angenommen,  die  Behauptung  sei  richtig  für  alle  a  <C'^-  Da 
die   fn(b)  von   höchstens   «-ter  Klasse   auf   58,    gilt   eine  Darstellung: 

/■„(6)  =  lim/;.,,(ö), 

wo  die  fu,ir  ^'On  geringerer  als  «-ter  Klasse  auf  93  sind  und  der  Un- 
gleichung genügen: 

0</'„.t(6)<l. 

Ist  h  ein  gegebener  Punkt  von  93,  und  ist  6^0  beliebig  gegeben, 
so  ist  für  fast  alle  k: 

\fnA^)-fn{f>)\<^         {n  =  l,2,-..,r). 
Wegen  Satz  II  ist  daher,  wenn  mit  Fy,)^(a,b)  die  Funktion  bezeichnet 
wird,    die    entsteht,    wenn    man   bei   Bildung   von   JF',,(a,6)    die   /"„(&) 
durch  f„,k{b)  ersetzt: 

i  Fy^ic(a, b)  —  Fy(a., b)\<Ce     für  fast  alle  k; 

d.  h.  es  ist: 

(•j-j-j-)  Fy{a,b)  =  lim  Fy,k{a,b)- 

Nun  waren  die  )■  Funktionen  fn,k(p)  (w=  1,  2,  . . .,  v)  von  geringerer 
als  a-ter  Klasse,  höchstens  etwa  von  a^-ter  Klasse  (afe<C«)-  Nach 
Annahme  ist  aber  dann  auch  Fy^]c{a,b)  von  höchstens  a,.-ter  Klasse 
auf  2t  X  58.  Wegen  (fft)  ist  daher  Fy{a,  b)  von  höchstens  «-ter  Klasse 
auf  21X58,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Satz  VI.  Ist  die  Funktion  f{a!^^\a^'^)  für  jedes  a<'^'  aus  5a^^> 
eine  auf  der  separablen  Menge  2t<^>  stetige  Funktion  von 
a^^),  und  für  jedes  a'^^  aus  2t<^*  eine  auf  21'^*  stetige  Funktion 
von  a'-',  so  ist  sie  auf  der  Verbindungsmenge  2I'^'X2t<^*  von 
höchstens  erster  Klasse. 

Sei  in  der  Tat 
(0)  a'/',4^...,ai^... 

ein  in  2('^'  dichter,  abzählbarer  Teil  von  21'^*.  Wir  setzen  abkürzend: 
Nach  Voraussetzung  ist  dann  /"„(a'^')  stetig  auf  2t*^'. 
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Nach  Satz  IV  ^)  bilden  wir  nun  aus  den  /„(«'-')  die  Folge  auf 
31(1)  X  31(2)  stetiger  Funktionen  Fy{a^^\  a^^^).  Da  für  jedes  feste  a<2> 
die  f„{p}^^)  die  Werte  in  den  Punkten  (0)  der  nach  Voraussetzung 
auf  ^^l<i'  stetigen  Funktion  /'(a'i»,  a'^))  sind,  ist  nach  Satz  III: 

(00)  lim  Fy  (a<i),  a('-'>)  =  /"(ad),  a<2)). 

Da  aber  2^,  (a<^',  a*^))  stetig  auf  'ä  ist,  so   besagt  (00),   daß  /"(a«!»,  a<2)) 
von  höchstens  erster  Klasse  auf  5(  ist,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Satz  VII.    Ist  die  Funktion  f (y^',  a*^))  für  jedes  a^^)  ausSl*^). 
eine    auf    der    separablen  Menge  3t<^'    stetige  Funktion    von 
a<i>    und    für    jedes    a<^>    aus  9t'^'    als    Funktion    von   a*'"    von 
höchstens  f:-ter  Klasse  auf  31'",    so    ist    sie   auf   der  Verbin- 
dungsmenge 5t<^*X9l'^'  von  höchstens  {a-\-l)-\>cr  Klasse. 

In  der  Tat,  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI  gelangen  wir  zur 
Beziehung  (00).  Nur  sind  darin  die  J'M  {a^^\  a<2))  nicht  mehr  stetig, 
sondern  nach  Satz  V  von  höchstens  ß-ter  Klasse  auf  5t'^'  X  21*'-*.  Also 
ist  zufolge  (00)  /"(a'i),  a<2))  von  höchstens  (« -j-  1  )-ter  Klasse,  und  Satz  VII 
ist  bewiesen. 

Satz  YIII-l  Ist  jede  der  Mengen  3t<»)(i=  1,  2,. .  .,ä)  separabel, 
und  ist  die  Funktion  f  («'^'' «''''•••' "***)  ^^^  Funktion  von  a""* 
stetig  auf  21'*',  wenn  die  übrigen  Punkte  a'J'  (^'4=*)  fest- 
gehalten werden,  so  ist  sie  als  Funktion  von  (a'^',  a'^*,  . . . ,  a*) 
von  höchstens  (Ä  —  l)-ter  Klasse  auf  der  Verbindungsmenge 
31(1)  X  3j(2)  X ...  X  2t<*^ 

Die  Behauptung  ist  nach  Satz  VI  richtig  für  ä;  =  2.  Wir  be- 
weisen sie  allgemein  durch  Induktion.  Angenommen,  sie  sei  richtig 
für  k — 1.     Wir  setzen: 

a'  =  (a<2U'3),  ...,a*)- 
Dann  ist  die  Funktion: 

/■(a(i>,  a')  =  f{a^'\  a<^\  . . . ,  a<*') 

für  jedes  a'^*  aus  W^^  als  Funktion  von  a'  von  höchstens  [k  —  2)-ter 


*)  Die  dort  mit  a  und  b  bezeichneten  Punkte  sind  hier  a'^'  bzw.  o"". 

»)  Dieser  Satz  wurde  (für  Funktionen  von  k  reellen  Veränderlichen)  zuerst 
bewiesen  von  H.  Lebesgue,  Bull.  sei.  math.  (2)  22  (1898),  284;  Journ.  de 
math.  (6)  1  (1905;,  201.  Vgl.  auch  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899), 
87flf.;  H.  Lebesgue,  Bull.  soc.  math.  32  (1904),  234.  —  H.  Lebesgue  hat 
weiter  bewiesen  (Journ.  de  math.  (6)  1  (1905),  202):  Ist  f{t)  eine  Funktion 
{k — l)-ter  Klasse  der  reellen  VeränderHchen  t,  so  gibt  es  stets  eine  Funktion 
f(Xi,  x^,  ...a-fc)  von  k  reellen  Veränderlichen,  die  als  Funktion  jeder  einzelnen 
ihrer  Veränderlichen  stetig  ist,  und  für  die: 

f{t,t,...,t)^f(t). 
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und  für  jedes  a'  aus  91'  stetig  auf  91'^'  als  Funktion  von  a<^'.  Also 
ist  sie  nach  Satz  VII  als  Funktion  von  (a'^',  a)  von  höchstens  (/c —  l)-ter 
Klasse  auf  »Jt«!' X %\  d.  h.  es  ist  f{a^^\  a^^\  ...,  a<^^')  von  höchstens 
(Ä  — l)-ter  Klasse  auf  5I'^>  X 'üi'^)  x  . . .  X  9f<*',  und  Satz  VIII  ist  be- 
wiesen. 

Wir  kehren  zurück  zur  Betrachtung  von  Funktionen  /"(a'^',  a'-'),  die  stetig 
sind  nach  a''*  für  jedes  a<-',  stetig  nach  «'-'  für  jedes  a'*'.  Nach  Satz  VI  ist 
eine  solche  Funktion  von  höchstens  erster  Klasse  und  mithin  (§  10,  Satz  II) 
punktweise  unstetig*).     Wir  können  diese  Tatsache  noch  waiter  präzisieren. 

Wir  führen  zunächst  folgende  Definition  ein:  Ist  93  ein  Teil  der  Vsrbin- 
dungsmenge  Sl^'x'JC-',  so  verstehen  wir  unter  der  Projektion  von  93  in  ?t<" 
die  Menge  aller  in  den  Punkton  fa'",  a<'^')  von  93  auftretenden  o'".  Dann  gilt: 
Satz  IX'-j.  Sei  9l<''  relativ-vollständig,  9('-'  kompakt  und  abge- 
schlossen, und  sei  f{a^^\  rt'^')  stetig  auf  W^  als  Funktion  von  a'*> 
für  jedes  a'-'  aus  W^\  beschränkt  und  stetig  auf  9('-^'  als  Funktion 
von  a'-'  für  jedes  o'*'  aus  W^\  Ist  58  die  Monge  aller  Punkte  (a'*>, 
a'->),  in  denen  die  Schwankung  von  f  auf  '?(<*' x  lU'** : 

«(«('),  a'-';  f,  5I<"  X  Sl'2')  >  »? 
ist  (»?>0),  so  ist  die  Projektion  von  iö  in  21'*'  nirgends  dicht  in  3['*>. 
Sei  in  der  Tat  5U*'  ein  (nicht  leerer)  in  2I<"  oflfener  Teil  von  W^K    Nach 
Kap.  II,  §  4,  Satz  IX  gibt  es  zu  jedem  a'*'  von  91^*'  ein  g  >  0,  so  daß: 

I  /•(«(«,  a''«>)  —  /"(a'i»,  a"<^>)  |  ^  | ,     wenn  r  (a'<-',  a"'->)  <  ^. 

Bezeichnen  wir  mit  ß„  die  Menge  aller  Punkte  von  91^,",  in  denen  6^~  ge- 
wählt werden  kann,  so  ist: 

9j^i)^e,-f  g,-f  ..._}-g„-f ... 

Hierin  können  nicht  alle  (S„  nirgends  dicht  in  91^*'  sein,  da  sonst  91^*'  von 
erster  Kategorie  in  91',*'  wäre,  entgegen  Kap.  I,  J}  8,  Satz  XVI.  Es  gibt  also 
einen  nicht  leeren,  in  9ti"  (und  mithin  in  91'*')  offenen  Teil  91^*.'  von  9t'.*'  und 
ein  e„,  so  daß  (!„  dicht  in  9l<,*,'.     Wir  behaupten:  Es  ist 

0)  9{t*'<6«. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gäbe  in  91^*,'  einen  Punkt  ä'*',  der  nicht  zu  6„ 
gehört.     Dann  gibt  es  in  91'"'  zwei  Punkte  a'^'^\  a"'-',  so  daß: 

I  f  (ö<*',  a"2')  —  /•  (a'*',  a"<'^') :  >  | ;      r  (a'«'-",  o"'"^')  <  ^  . 

*)  Allgemein  ist  jede  Funktion  /"(a'*',  a'"',  . .  . ,  a'*'),  die  stetig  ist  als 
Funktion  jeder  einzelnen  ihrer  Veränderlichen  bei  Festhaltung  der  übrigen, 
punktweise  unstetig  als  Funktion  von  (a'*',  a'*',  . .  . ,  a'*').  Dies  wurde  für  A;  =  3 
gezeigt  von  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  95,  allgemein  von  H.  Hahn, 
Math.  Zeitschr.  4  (1919),  306. 

^)  R.  Baire,  Ann.  di  mat.  (3)  3  (1899),  94.  E.  B.  Van  Vleck,  Am.  Trans. 
8  (1907),  200. 
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Wegen    der    Stetigkeit    von  f  als  Funktion    von   a'*'    gibt    es   eine    Umgebung 
U(a'")  von  ä'"  in  ^Jl<",  so  daß  auch: 

I  f{a^^\  a''«>)  —  /•(a<»',  a"<«>)  \  >  ^     für  alle  a'"  von  U  («<i>) . 

Da  (£„  dicht  in  ^^V.  gäbe  es  in  U(ä'")  Punkte  von  (£„,  was  der  Definition  von 
6„  widerspricht.     Damit  ist  (1)  nachgewiesen. 
Setzen  wir  noch : 

n 

80  können  wir  also  sagen:  Ist  a''*  Punkt  von  31^^,  so  ist  : 

(2)  !  f{a^'\  a'<«')  —  /"(a"»,  a"'->)  j  ^  | ,    wenn   r  (a"",  a"'-')  <  (J. 

Sei  nun  (ä'^',  ö<-')  ein  beliebiger  Punkt  von  St^V  X  ^t*^'-    Wegen  der  Stetig- 
keit von  /"nach  a'^'  gibt  es  eine  Umgebnng  U  (ö**')  von  ä<"  in  'iM"*,  so  daß; 

(3)  i  /■(o'«,  o<-')  —  /"(ö"',  ä'*')  I  ^1    für  alle  a'"  von  U  (ä<'>j, 
und  da  31^'  offen  in  2t*'*,  können  wir  annehmen: 

Dann   gilt   für   jedes  a<"  von  U  (ä<^')  Ungleichung  (2),    insbesondere    gilt    alao, 
wenn  a'^'  zu  U  (ä'^'j  und  a<-'  zu  31'*'  gehört: 

(4)  I  f{a^'\  a'";  —  f{a^'\  ä<»')  I  ^  ^,    wenn    r  (a<-^>,  a<'«)  <  <3. 

Bezeichnen  wir  noch  mit  U(ä'^')  die  Umgebung  6  von  ö<-'  in  31'^',  so  folgt  aus  (3) 
und  (4):  Für  jeden  Punkt  (a<",  o'^')  aus  U  (ä'^')  X  U  (ä<^')  ist: 

Infolgedessen  ist  die  Schwankung  von  f  auf  U  (ä'^')  X  U  (ä'*'): 

und  da  U  (ä<^')  x  U  (ä***)  eine  Umgebung  von  (ö'",  ä<*>)  in  ?[<"  x  21'*'  ist,   so  ist 
erst  recht: 

(5)  co(ä<",  ä'";  /",  2l<>' X  2(<*')  ^  V  • 

Li  jedem  Punkte  von  St^i' X  21'*'  gilt  also  (5).  Kein  Punkt  der  Menge 'ö 
von  Satz  IX  fällt  also  nach  2liV  X  2t"",  und  daher  enthält  21^^'  keinen  Punkt 
der  Projektion  von  93  in  2l<". 

Wir  haben  bewiesen:  In  jeder  in  21'*'  offenen  Menge  2(1*'  gibt  es  eine  in 
2t'*'  offene  Menge  2tiV,  die  zur  Projektion  von  S  in  2('*'  fremd  ist.  Das  aber 
heißt:  Die  Projektion  von  ^  in  21'*'  ist  nirgends  dicht  in  2('",  und  Satz  IX  ist 
bewiesen. 

Satz  X*).  Sei  2t'*'  relativ-vollständig,  2t'^'  kompakt  und  abge- 
echloesen,  und  sei  /"(a'*',  a'"')  stetig  auf  2t'*^  als  Funktion  von  o'*'  für 
jedes  a'-'  aus  2t'^',  stetig  auf  2t'^'  als  Funktion  von  a'*'  für  jedes  a'*' 
aus  2t'*'.  Dann  gibt  es  einen  in  2t'*'  dichten  Teil  9Jf  von  2t'*',  so  daß 
/'(a<*>,  a'*')  in  allen  Punkten  von  5Jl  x  2t'*'  stetig  ist  auf  2t'*' x  2('*'  als 
Funktion  von  (a<*',  a'*'). 

1)  E.  B.  Van  Vleck,  a.a.O.  Vgl.  auch  R.  Baire.  a.a.O.   27. 
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Vermöge    der    Schränkungstransformation    können   wir  f  als    beschränkt 
vorausßetzen.    Sei  9?«  die  Menge  aller  Punkte  von  51'"  >;  9l<*',  in  denen: 

cü(a<»',  a"«';  f,  91<"  X  51'*')  > -. 
w 

und  sei  %,  die  Projektion  von  93„  in  91'".    Nach  Satz  IX  ist  ?ß„  nirgends  dicht 
in  9I'*>.     Also  ist: 

^  =  5ßj-}- ?,  +  ... +*--+-••• 
von  erster  Kategorie  in  91'*'.    Setzen  wir  also: 

so  ist  nach   Kap.  I,  §  8,   Satz  XV    SD?    dicht  in    91'".     In    jedem    Punkte    von 
3}fx91'*'  aber  ist: 

<o{a^^\a''''^;  f,  9l<"  X  91'*')  =  0 , 

d  h.  in  jedem  Punkte  von  9JJ  x  9l'->   ist   f  stetig   auf  9I'"x9P>.     Damit   ist 
Satz  X  bewiesen. 


Sechstes  Kapitel. 
Die  absolut-additiven  Mengenfunktionen. 

§  1.   Additive  und  absolut-additive  Meugenfunktionen. 

Wir  haben  uns  bisher  mit  Funktionen  beschäftigt,  die  jedem 
Punkte  einer  Punktmenge  2t  eines  (metrischen)  Raumes  dt  eine  Zahl 
zuordnen.  Wir  können  sie  als  Punktfunktionen  bezeichnen,  im 
Gegensatze  zu  den  nun  zu  behandelnden  Mengenfunktionen. 

Sei  M  irgendein  S3'stem  von  Mengen.  Ist  jeder  Menge  2{  aus 
M  eine  Zahl  95  (3()  zugeordnet,  so  sagen  wir,  es  sei  in  M  eine  Mengen- 
funktion definiert  \). 

Das  System  M  heißt  ein  Körper-),  wenn  neben  je  zwei  Mengen 
51  und  i8,  die  in  M  vorkommen,  auch  ihre  Vereinigung  W-|-93,  und 
—  wenn  93  -<  3t  —  auch  das  Komplement  3t  —  93  in  M  vorkommt. 
Es  kommt  dann  offenbar  auch  die  leere  Menge,  sowie  der  Durch- 
schnitt 5t -^  je  zweier  Mengen  aus  M  in  M  vor^). 

Ist  M  ein  Körper,  so  heißt  eine  in  M  definierte  Mengenfunktion, 
unter  deren  Werten  es  nicht  zwei  unendliche  von  entgegengesetzten 
Zeichen  gibt*),    additiv,   wenn   für   je  zwei   fremde  Mengen  5t  und 
93  aus  M: 
(0)  «?^(5t  +  93)  =  9?(5t)4-(^(S8). 

Satz  I.     Ist    die    Mengenfunktion    fp    additiv,    und    sind 
ihre    Werte    nicht    durchweg    unendlich*),    und    ist    £    die 
leere  Menge,  so  ist: 
(00)  (pi2)  =  0. 


^)  Der  Begriff  der  Mengenfunktion  stammt  von  H.  Lebesgue,  Ann.  fic. 
Norm.  (3)  27  (1910),  380. 

*)  Nach  F.  Hausdorf f,  Grundz.  d.  Mengenlehre  15. 
')  Denn  es  ist: 

9(-93  =  3t  — ((?l-i-33)  — 93). 

*)  Diese  Voraussetzung  wird  gemacht,  damit  in  (0)  die  rechte  Seite  stets 
einen  Sinn  habe. 

*)  Es  sei  ein  für  allemal  festgeuetzt,  daß  wir  Mengenfunktionen,  die  über- 
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In  der  Tat,  aus  (0)  folgt,  indem  man  unter  9t  eine  Menge  ver- 
steht, für  die  q)  {%)  endlich  ist,  und  33  =  S  setzt: 

Avoraus  weiter  (00)  folgt. 

Satz  II.  Ist  9;  additiv  im  Körper  M,  und  gibt  es  in  der 
Menge  '^il  aus  N\  einen  zu  M  gehörigen  Teil  93,  für  den: 

(*)  ,p(g3)  =  -)-co     (oder  =  —  00), 

so  ist  auch: 

(♦*)  <p{^)  =  -\-cx>     (bzw.  =  —  00). 

In  der  Tat.  es  ist: 

(*♦*)  «?)(9l)==  95(95) +  9^(91  — 93). 

Gilt  nun  (*),  so  ist  nach  Annahme: 

so  daß  aus  (***)  die  behauptete  Gleichung  (**)  folgt. 

Satz  III.  Ist  die  nicht-negative  Mengenfunktion  (p  ad- 
ditiv im  Körper  M.  so  folgt  aus  99-<9I* 

9^  (93)  <  9^  (5t). 
In  der  Tat,  aus: 

9t  =  S9  -f-  (2t  —  93) 
folgt: 

9,(5t)  =  9)(93)-f  95(9t— 93) 
und  somit,  wegen 

9'(9t  — 93)^0, 

die  Behauptung  von  Satz  III. 

Der  Körper  M  heißt  ein  0 -Körper^),  wenn  neben  jeder  Mengen- 
folge {9t„}  aus  M  auch  die  Vereinigung  ^t^ -f- 2t2 -j- •••-}- ^»' H"  ••  • 
in  M  vorkommt.  Es  kommt  dann  neben  jeder  Mengenfolge  {?l,,} 
auch  der  Durchschnitt  ^t^ -^to-. .  .-^t,. •. . .  in  M  vor.  In  der  Tat,  da 
M  ein  Körper  ist,  kommt  der  Durchschnitt  je  zweier,  und  daher 
auch  der  Durchschnitt  endlich  vieler  Mengen  aus  M  in  M  vor.  Es 
gehören  also  alle  Mengen: 

zu  M.     Nun  ist  aber: 

haupt    keine    endlichen    Werte    annehmen,    von    unseren    Betrachtungen    aus- 
flchließen. 

»)  F.  Hausdorff,  a.a.O.  23. 
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Äj  -  3[j  •  .  .  .  •  9lr  '  .  .  •  =  »1  •  Zl,  •  •  .  .  •  TU  •  .  •  • 

=  «,-{«i-«5)4-Ä  — ^)-f  •••+(«'  — «--i)-^---}- 

woraus  man  die  Behauptung  unmittelbar  abliest. 

Ist  M  ein  rj-Körper.  so  kommen  neben  jeder  Mengenfolge  (ä,} 
auch  deren  obere  und  untere  Gemeinschaftsgrenze  lim  Ä,  und 
lim  31»  in  M  vor.     In  der  Tat.  setzt  man:  '^" 

so  ist  CEinleitung  §  1.  Satz  IV): 

("^"^^  lim31,.=  2i— 2,  —  ...  — I,  — .... 

woraus  wieder  die  Behauptung  unmittelbar  folgt. 

Eine  in  einem  o-Körper  M  definierte  additive  Mengenfunktion 
heißt  absolut-additiv^  .  wenn  für  jede  Folge  {31,}  zv.  je  zwei«i 
fremder  Mengen  aus  M  die  Gleichung  gi't" 

(f  (31,  -^  X.  —  . . .  —  ^(.  —  . . .  =  r  ^Ii   —         .    —  . . .  —  r  ^^  —  •  ■  ■ 

Satz  IT.  Ist  rf  absolut-additiv  im  '7-Körper  M.  und  ist 
Ä  die  Vereinigung  der  monoton  wachsenden  Mengenfolge 
{?[,}  aus  M.  so  ist: 

r-   ■?[   =  lim  r^-   31,). 

In  der  Tat.  die  Behauptung  folgt  aus  Satz  II.  wenn  es  unter 
den  Mengen  %,  eine  gibt,  für  die  '^31,  unendlich  ist.  Seien  also 
alle  <p{^r)  endlich.     Es  ist: 

3(  =  3t,-r  ^X,  — 3t;— ...-r(«,  — «,-0-r--- 


*.  Diese  Bezeichnung  stammt  von  J.Radon  Wien.  Ber.  lll  .191S), 
1299)..  der  Begriff  von  H.  Lebesgue.  a.a.O.  —  Man  erhält  eine  gute  Veran- 
schaolichung  der  absolat-additiven  Mengenfunktionen,  indem  man  eine  aolchi) 
Funktion  als  Massenbelegung  mit  pcätiver  und  negativer  Masse  deotet;  ^(9) 
ist  dabei  die  von  der  Menge  "?(  getragene  Masse. 

-  Natürlich  muü  in  der  folgenden  G3eidiniig  die  ledite  Seite  (ebenso  vie 
die  linke  einen  von  der  Anordnung  der  Sommanden  nnmHiingi|ien  Wert  halwti 
Bekanntlich  ist  das  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  sei  es  die  Reihe  der 
positiven,  sei  es  die  Reihe  der  negativen  anter  den  fi^r)  eigentlich 
konvergent  ist.  Im  Falle,  daß  auch  die  Beihe  der  r(1fr)  selbst  eigentiidi 
konvergiert,  heißt  das:  die  Reihe  der  q>(9lr)\  iat  eigentlich  lK>nTe<]gei^  mit 
andern  Worten:  die  Reihe  der  >?•  '3,)  ist  eigentUcfa  »bsolat-konvergcat. 
Daher  rührt  auch  der  Name:  .absolut-additive  Mengenfonktion*. 
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und  mithin: 

<P  W  =  cp  (?tj  +  {cp  [%,)  —  <p  C3(J)  +  . . .  +  (<?^  (31.)  —  <p  (5t.-i))  +  . . . 
=  lim  99(31.), 

»■=00 

wie  behauptet. 

Satz  V.  Ist  <p  absolut-additiv  im  a-Körper  M,  ist  91  der 
Durchschnitt  der  monoton  abnehmenden  Mengenfolge  {är}, 
und  sind  nicht  alle9?(9t,.)  unendlich^),  so  ist: 

<p{<!a)  =  ]im<p{%). 

v=ao 

In  der  Tat,  es  ist: 

(ttt)     9t,  =  2t-f(2I,-9l,)  +  (3l,-2t3)  +  .--  +  (5t.-9tv+i)  +  --- 
Wir  können  ohne  weiteres    (indem  wir  nötigenfalls   endlich  viele  %, 
weglassen)   annehmen,    99  (^j)    sei  endlich.     Dann  sind  nach   Satz  II 
99(<JI)  und  alle  9?  (91».)  endlich,  und  aus  (ttt)  folgt: 

99  (9t)  =  cp  (91 J  -  {(99  (91,)  —  {cp  (9t,)) 
+  (99  (9t,)  -  99  (9t3))  +  . . .  +  (9^  (9t..)  —  cp  (9t.+i))  +  ...}  =  hm  99  (9t,), 

v=oo 

wie  behauptet. 

Wir  beschränken  uns  nun  auf  nicht-negative  Mengenfunktionen: 

cp'^O. 
Für  diese  gelten  die  Sätze: 

Satz  VI.  Ist  die  nicht-negative'^)  Mengenfunktion  99 
absolut-additiv  im  o-Körper  M,  und  ist  9t  die  untere  Ge- 
meinschaftsgrenze der  Mengenfolge  {9tv}  aus  M,  so  ist: 

99(9t)^lim_99(9t,). 

V:=00 

In  der  Tat,  benutzen  wir  wieder  die  Bezeichnungsweise  (t),  so 
ißt  nach  (tt)- 

9t  =  2)^-i-T)2  +  ...-(-2),.  +  ... 


*)  Dieser  Zusatz  kann  nicht  entbehrt  werden.    Beispiel :  Sei  3R  eine  nicht 
abgeschlossene  Punktmenge  und  (p  (91)  die  Anzahl   der  Punkte  von  31  •  2)J .     Ist 

a  ein  Punkt  von  Tl^  —  Tt  und  9I^  =  u(a;  M,  so  ist 

y'(tttj  =  +  oo,   9.(9r,-9i,-....9r,-...)==o. 

*j  Diese  Einschränkung    kann    nicht    entbehrt   werden.     Beispiel:    Sei  M 
die  Gesamtheit  aller  Boreischen  Mengen  des  SRj  und  (p  der  negativ  genommene 
lineare  Inhalt  (§  8).    Ist  dann '•.JIg v - 1  ^^^  Intervall  [0,  1]  und^tg,.  ^^^  Intervall 
[ —  1,  Oj,   so  besteht  ^  nur  aus  dem  Punkte  0,  und  es  i.st: 
<^.(or)  =  -l,    <r(9l)=-0. 
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und  mithin  nach  Satz  IV: 

Da  9Iv  >-  Dv  und  99  nicht-negativ,  ist  nach  Satz  III : 

und  mithin : 

(p  (%)  =  lim  (p  (3)r)  =  lim  93  (2)^)  ^  Hm  9?  (2U) , 

♦'=*'  y=(]0  y=a> 

wie  behauptet. 

Satz  VII.  Ist  die  nicht-negative  Mengenfunktion  99  abso- 
lut-additiv im  a-Körper  M,  und  ist  {9(>.}  eine  Folge  von  Men- 
gen aus  M,  für  deren  Vereinigung  99  {^^-\-'i}i^-\- ...-\-%r-\- ■■■) 
endlich  ist^),    so  gilt   für  die  obere  Gemeinschaftsgrenze  9t 

von  {üy}:  _       

9?  (i)^  lim  99  (91,). 

In  der  Tat,  nach  (ff)  ist: 
Wegen: 

ist  <p  (33y)  endlich  (Satz  II),  und  es  ist  daher  nach  Satz  V : 

9>(ä)  =  Um97(Sß,). 

Da  9(,-<^3Sv  und  99  nicht-negativ,  ist: 

und  mithin: 

(p  (2t)  =  lim  9;  (33,,)  =  iTS  99  (g5„)  ^  Um  99  (9t,), 

»■=X  V=»  «"^CD 

wie  behauptet. 

Wir  beweisen  endlich  noch  einen  Satz,  der  die  Sätze  IV^  und  V 
als  Spezialfälle  enthält: 

Satz  Vni.  Ist  die  nicht-negative-)  Mengenfunktion  97 
absolut-additiv     im    o-Körper    M,    und    ist    {Sr,}    eine    kon- 


^)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  M  die 
Gesamtheit  der  Boreischen  Mengen  des  5Ri  und  f  der  lineare  Inhalt;  ist  dann 
31^  das  Intervall  v,  v-f-l],  so  konvergiert  •['!?(y}  gegen  die  leere  Menge  2,  es 
ist  also  auch  2(  =  S  und  mithin 

*)  Der  Satz  gilt  auch  ohne  diese  Einschränkung:  §  2,  Satz  XVII. 
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vergente  Folge  von  Mengen    aue   M,    für   deren  Vereinigung 

<f  {^1 -\- ^k -\- •  " -\- ^^y -\- ■  ■  ■)  endlich  ist*),  so  gilt  für  die  Ge- 
meinschaftsgrenze 9I==lim9I^: 

In  der  Tat,  setzen  wir  M'ieder: 

lim  9t,.  =  91,    Ürä^r,.  =^, 
SO  ist: 

und  mithin  auch: 

Nach  Satz  VI  und  VII  ist  daher: 

lim  (p  {%)  <  9>  (91)  <  lim  9?  (<K„) 

und  somit: 

n^  (p  {%.)  =  lim  9)  {%)  =  9?  (91), 

womit  (^)  bewiesen  ist. 

Sei  wieder  99    eine   nicht-negative,    im    a-Körper  M    absolut-ad- 
ditive Mengenfunktion.     Ist  %  eine  Menge  aus  M,  für  die 

9^(30  =  0, 

so  wollen  wir  jeden  Teil  von  91  (gleichgültig  ob  er  zu  M  gehört  oder 
nicht)  eine  Nullmenge  für  9?  nennen.  Die  Vereinigung  abzählbar 
vieler  Nullmengen  ist  dann  offenbar  wieder  eine  Nullmenge,  denn  ist : 

9?v-<91.,     (p{%)  =  0, 
so  ist  auch: 

%-^%  +  --.  +  ^r  +  ...<%-\-%  +  ..  •  +  %  +  ... 

cp{^,  +  %  +  ...  +  %^...)  =  0. 
Betrachten  wir  nun  die  sämtlichen  Mengen: 

(^^)  %=cn  +  m')  —  ^r, 

wo  9(  eine  beliebige  Menge  aus  M,  und  9?',  9i"  Nullmengen  für  9? 
bedeuten    (5'J"^9I).      Offenbar    bilden    auch    diese    Mengen    einen 


^)  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.     Vgl.   das   Beispiel   von 
Fußn.  '),  S.  397. 
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o-Körper,    den  wir    als    den    erweiterten   o-Körper  M  bezeichnen 
wollen.     Erweitern  wir  nun  die  Definition  von  9^  auf  M  durch: 

so  ist  (p  offenbar  auch  in  M  absolut-additiv,  und  wir  haben: 

Satz  IX.  Ist  die  nicht-negative  Mengenfunktion  q)  ab- 
solut-additiv im  ö-Körper  M,  und  bilden  wir  den  erweiterten 
o-Körper  M  aller  Mengen  (^^),  so  ist  die  durch  (^^^'j  auf  M 
erweiterte  Mengenfunktion  (p  auch  absolut-additiv  in  M. 

§  2.    Positivfunktion,  Negativfunktion,  Absolutfunktion. 

Sei  {91,.}  eine  (endliche  oder  unendliche)  Folge  zu  je  zweien 
fremder  Mengen  aus  dem  0- Körper  M.  Wir  sagen:  die  91,,  bilden 
eine  Zerlegung  Z  der  Menge  9t  aus  M,  wenn: 

(0)  9(  =  9f,-{-9(,  +  ... +?(.+  .... 

Eine  zweite  Zerlegung  Z'  von  9(: 

9l  =  9l'i  +  9(^  +  ...4-9C  +  ---- 

heißt  eine  Unterzerlegung  von  Z,  wenn  jede  Menge  91^  Teil  einer 
Menge  91,.  ist. 

Sei  99  eine  im  o-Körper  M  absolut-additive  Mengenfunktion,  sei 
91  eine  Menge  aus  M,  und  sei  durch  (0)  die  Zerlegung  Z  von  91  ge- 
geben.    Wir  setzen: 

^[■i^y)  —  \    0  wenn      (p{'är)<0 

^^^^  _  f    0  wenn      99(9!.)  ^  0 

^^^^~l!(?p(9rv);    wenn      <^(9t.)<0 
und  bilden  die  Summen : 

P(z)  =  2^(9r,.);    ^(Z)  =  v^^si(,); 
^^  ^(z)  =  2!<?'W|. 

Dann  ist  offenbar: 

(oOq)  A{Z)  =  P{Z)^N{Z);     <p{%)  =  P{Z)-N{Z). 

Satz  I.    Ist  Z'  Unterzerlegung  von  Z,  so  ist: 

P{Z')>P{Z);     N(Z')^N{Z);     A{Z')>A{Z). 

Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  Ungleichungen  zu  beweisen; 
denn  die  zweite  beweist  man  ebenso,  und  die  dritte  folgt  dann 
aus  (0%). 


/0.0\ 
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Da  Z'  Unterzerlegung  von  Z,  ist  jede  Menge  21^  von  Z'  Teil 
einer  Menge  3ty  von  Z.  Bezeichnen  wir  alle  3t^,  die  Teile  von  9tv 
sind,  mit  %y,\,  so  ist: 

(*)  ^U  =  %^U,x\     2I  =  S5iv.i. 

Wegen  der  zweiten  dieser  Beziehungen  ist: 

(**)  P(z')  =  2  ^(2t., .)  =  2  (2  «^^  («V.  a)). 

Wir  behaupten:  Hierin  ist 

Dies  ist  nach  (00)  trivial,  wenn  99(3tv)  <C  0,  da  dann  ^(2ty)  =  0. 
Ist  hingegen  cp  (Stv)  ^  0  und  mithin : 

9^(2r.)  =  9^(?r„), 

so  folgt  aus  der  ersten  Beziehung  (*): 

^(21,)  =  9^021.)  =  2  9'(5rv,  a)  ^  2  ^(31..,  X). 

).  X 

Mithin  ist  wegen  (**): 

P(z)  =  2  ^  W  ^  2  (2  ^(5tv.  a))  =  P(z'), 

y  V       A 

womit  Satz  I  bewiesen  ist. 

Sei  nun  cp  eine  in  M  absolut-additive  Mengenfunktion,  %  eine 
Menge  aus  M .  Zu  jeder  Zerlegung  Z  von  %.  bilden  wir  die  Summen 
F{Z),  N{Z),  A{Z).  Die  obere  Schranke  aller  dieser  Suramen*)  P{Z) 
nennen  wir  den  positiven  Teil  von  9?  auf  3t  und  bezeichnen  sie 
mit  n{(p,  3t);  die  obere  Schranke  der  N{Z)  nennen  wir  den  nega- 
tiven Teil  von  cp  auf  'St  und  bezeichnen  sie  mit  ^(95,  91);  die 
obere  Schranke  der  A{Z)  nennen  wir  die  absolute  Summe^)  von  (p 
auf  2t  und  bezeichnen  sie  mit  a(<p,  2t).  Jede  der  drei  Zahlen 
71(9?,  2t),  y(9?,  21),  0(93,  2t)  ist  ^0.  Aus  dieser  Definition  folgt  un- 
mittelbar : 

Satz  II.  Ist  die  in  M  absolut-additive  Mengenfunktion 
<p  nicht-negativ  für  alle  2t  von  M,  so  ist: 


*)  Man  erhält  dieselbe  obere  Schranke,  wenn  man  nur  die  Zerlegungen  Z 
von  31  in  endlich  viele  Summanden  in  Betracht  zieht. 

2j  Vgl.  hierzu  H.  Lebo-sgue,  Ann.  fic.  Norm.  (3)  27  (1910),  380 flF. 
J.  Radon,  Wien.  Ber.  122  (1913),  1299 ff.  Bei  Lebesgue  und  Radon  wird 
sie  als  Variation  bezeichnet.  Wir  vermeiden  diesen  Ausdruck,  weil  wir  sonst 
in  Kollision  mit  dem  eingebürgerten  Ausdrucke  „Variation  einer  Funktion 
einer  Veränderlichen"  kämen.    Vgl.  Kap.  VII,  §  5,  S.  496. 
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ist  sie  nicht-positiv  für  alle  'il  von  M,  so  ist: 

a  ((p,  3t)  =  V  {(p,  91)  =  —  9?  (?I) ;     7i{(p,%)  =  0. 
Satz  Iir.    Aus  33^''^(  folgt,  wenn  9(  undv<8  zu  M  gehören: 

—  v{gy,  9r)^9p(58)<7r(<^,9(). 

In  der  Tat,  durch 

5t  =  99  4-  (Sit  —  93) 

ist  eine  Zerlegung  Z  von  '3t  gegeben,  und  es  ist: 

womit  die  eine  Hälfte  der  Behauptung  bewiesen  ist.  Analog  beweist 
man  die  andere  Hälfte. 

Satz  IV.  In  jeder  Menge  9t  aus  M  gibt  es  zu  M  gehörige 
Teile  91'  und  9t",  so  daß: 

ji{(p,  91)  =  9^(9t');      v{fp,  91)  =  —  9?(9t"). 

Es  wird  genügen,  die  erste  Hälfte  dieser  Behauptung  zu  be- 
weisen. Dabei  können  wir  immer  annehmen,  für  jeden  (zu  M  ge- 
hörigen) Teil  33  von  9t  sei: 

(1)  9.(S8)<  +  cx). 

In  der  Tat,  wegen  (Satz  III): 

(p{^)<7l{(p,Sä) 

ist  dies  sicher  der  Fall,  wenn  7i((p,  9t)  endlich.  Ist  hingegen 
n  {(p , 'ä)  = -{- oc ,  und  gäbe  es  in  91  einen  Teil  99,  für  den  auch 
9?  (39)  = -|- oo ,  so  wäre  die  Behauptung  von  Satz  IV  schon  bewiesen. 
Zufolge  der  Definition  von  77(99,  9t)  gibt  es  eine  Zerlegungsfolge 
{Zy}  von  9t,  so  daß: 

(2)  limP(Z„)  =  ;r(<^,  9t). 

V  =  00 

Dabei  können  wir  immer  annehmen,  es  sei  Z.-t  Unterzerlegung 
von  Zy',  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  hätten  wir  nur,  wenn 
Zr  und  Zy^i  gegeben  sind  durch: 

9t  =  891,!';';     9t  =  S«.«^^', 

die  Zerlegung  Z^_i  zu  ersetzen  durch: 

9t  =  S<-<''^'*. 

Ist  nun  (für  jedes  v)  Zyj^i  Unterzerlegung  von  Zy,  so  kann  die 
Zerlegung  Zy  geschrieben  werden: 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  26 
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^=  s    <;.», 


\\  obei : 

Bezeichnen     wir     nun     mit    31^     die     Vereinigung     aller     jener 
a**^'  „  .  für  welche  (r  >  0  ist,  so  ist  offenbar: 

(3)  P(A)=  :s  9^(<;.,-,.....,.,.)=<r(C). 

Wir  bilden  nun  die  untere  Gemeinschaftsgrenze: 
9('  =  lim5l'., 
Setzen  wir: 

^  91'.,  =r.-9i;+i-...-9i;+^-..., 

so  ist: 

(5 )  %'  =  ¥i[4-¥i2-i- . . .  ^^K  + . . . 

Nun  ist  offenbar^): 
also,  da  9[;,o  =  9r'.  ist  (bei  Beachtung  von  (3)): 

(6)  9>{^r,,.)  >  H'^'r)  =  PiZ,)  >  0. 

Wegen  (l)  sind   aber  alle  9?(9Iv,,«)  endlich.    Nach  §  1,  Satz  V  folgt 
also  aus  (4j  und  (6): 

(7)  <p(%)  =  lim  (pi^Cu)  ^  P'iZ,). 

II  =  CO 

Aus  (5)  folgt  nach  §  1,  Satz  IV: 

99(91')  =  lim  99  (it) 
»■  =00 
und  mithin  wegen  (7)  und  (2): 

<p(9l')^jr(99,9I), 

1)  In  der  Tat,  es  ist: 

Hierin'  ist    ST^      —  ^T^  /.-^i     ^^     Vereinigung     aller    in     31^  „      enthaltenen 

und  infolgedessen  ist:  _  _ 

y  m'      _  <M'         )  <  0 . 


( 
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also  nach  Satz  III : 

Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Satz  IV  kann  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  IVa.  Unter  den  Werten,  die  (p  für  die  zu  M  ge- 
hörigen Teile  v^on  9(  annimmt,  gibt  es  einen  größten  9?(3t') 
und  einen  kleinsten  9  (Wj,  und  zwar  ist: 

<p{^i')  =  7i{(p,^);     (p  {%")  =  — v{(p,%). 

Satz  V.  Ist  (f  absolut-additiv  im  ö-Körper  M,  so  ist 
für  jede  Menge  'il  aus  M  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
7i(q),'H)  und  v{(p,'H}  endlich. 

In  der  Tat,  andernfalls  gäbe  es  in  M  zufolge  Satz  IV  zwei 
Mengen  91'  und  's?!",  für  die  9^  entgegengesetzt  unendliche  V^^erte  an- 
nimmt, was  wir  ein  für  allemal  ausgeschlossen  haben. 

Satz  VI.  Sind  9^  und  9.,  zwei  in  M  absolut-additive 
Mengenfunktionen,  die  für  keine  Mengen  aus  M  entgegen-« 
gesetzt  unendliche  Werte  annehmen,  so  ist: 

v{<Pi  +  <p.^,'&)£v  {cp^,  91)  -f-  r  (993, 2t); 

"«(9'i  +  9^2>50^«(9'i.3t)  +  «(9'2,9l). 

Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  Ungleichungen  zu  beweisen. 
Seien  3Ii/2(._,,9(' solche  (zu  M  gehörige)  Teile  von5{,  für  die  cp^,(pai<P-^-\-(p» 
ihren  größten  Wert  annehmen  (Satz  IVaj.     Dann  ist: 

also: 

wie  behauptet. 

Satz  VII.  Ist  (p  absolut-additiv  im  a-Körper  M,  so  ist 
auch  jede  der  drei  in  M  definierten  Mengenfunktionen 
.t(93,9I),  v{(p,'^),  «(9?,9{)  absolut-additiv  in  M. 

Es  genügt  wieder,  dies  für  7i{(p,  %)  nachzuweisen.  Wir  haben 
zu  zeigen:  ist  {5(»}  eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  Mengen  aus  M, 
und  ist: 

so  ist: 

[*)  n{cp,%)  =  n{cp,'ä^)^7i{cp,%)-\-...^n{<p,%,)-^.... 

Nach   Satz  IV  gibt  es  in  91  und  9{,  Teile  31'  bzw.  ?{;,    so  daß: 

cf:[^i')  =  ji  (9,,  91);     9-.(9(;)  =  TT  {cp,  9t,), 

26* 
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und  es  ist  daher  nach  Satz  III: 

(**)      2^{<P,^y)  =  2<P{^r)  =  (pi'ä[+'H'2  H-  .  . .  -f  K...)<7r.{rp,'H). 

Andererseits  ist: 

9('  =  91^  91'  +  ^r^^r  + . . .  +  ^t..«'  + . . ., 

also,  wieder  mit  Benutzung  von  Satz  III: 

(***)  TT  (<?),  9t)  =  (fi^')  =  2  fi^M')  ■S:i7r  {fp,%)  . 

V  V 

Durch  (**)  und  (***^  aber  ist  (*)  und  somit  Satz  VII  bewiesen. 

Wir  bezeichnen  die  drei  in  M  absolut-additiven  Mengenfunk- 
tionen 71  (q), ')){),  i'(9i,9t),  «(99,9t)  als  die  zu  (p  gehörige  Positiv- 
funktion,  Negativfunktion,  Absolutfunktion.  Da  sie  nicht- 
negativ sind,  gilt  (§  1,  Satz  III): 

Satz  VIII.   Gehören  9t  und  33  zu  M,  und  ist  58-<9t,  so  ist: 

71(97, 33)  <  TT (9p,  9t);      v{(p,^)<r{<p,%y,      «(99,«)  <  «(9?,  9t). 

Satz  IX.  Ist  9?  absolut-additiv  im  a-Körper  M,  so  kann 
jede  Menge  9(  aus  M  zerlegt  werden  in  zwei  fremde  (in  M 
vorkommende)  Teile: 

(1)  ■         9t  =  9t' +  9t", 
so  daß: 

(2)  7r(<^,9t)  =  7r(97,  9t')  =  9?(9t');      >'(<^,  9t')  =  0; 

(3)  n((p,%")  =  0;     >'(97,9t)  =  r(<^,9t")=  — <^(9t"). 

In  der  Tat,  nach  Satz  V  ist  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen 
TT (99,  9t),  v{(p,  9t)  endlich,  z.  B,  71(99,  9t).  Nach  Satz  IV  gibt  es  einen 
Teil  9t'  von  9t,  so  daß: 

(4)  7^(9^,  9t)  =  9? (9t'). 

Da  nach  Satz  III  und  VIII: 

<^(9l')^7i((^,9t')^7r((^,9t), 

folgt  aus  (4)  die  erste  Gleichung  (2). 
Wäre  nun: 

(5)  ^(9).  9t'j>0, 

so  gäbe  es  nach  Satz  IV  in  9t'  einen  Teil  33'.  so  daß: 

99(95')  =  _v(99,9t')<0. 
A US :     '  9,  (9tO  =  9^  (93')  +  9^  (3t'  —  93') 

würde  dann  folgen: 

9'(9t'  —  93')  >  9^(91')  =  7r(9.,  9t'), 
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entgegen  Satz  III.    Also  ist  (5)  unmöglich,  und  die  zweite  Gleichung 
(2)  ist  bewiesen. 

Aus:  TT  {(p,'H)  =  71  {(p, '>}[')-{- 71  (q>,'ä") 

folgt  vermöge  der  ersten  Gleichung  (2)  die  erste  Gleichung  (3). 
Ebenso  folgt  aus: 

vermöge  der  zweiten  Gleichung  (2): 

(6)  v{(p,'H)  =  i>iq;,%"). 

Wäre  nun: 

(7)  <rm>-v{cp,r), 

so  gäbe  es  nach  Satz  IV  in  %"  einen  Teil  33",  so  daß: 

Aus:  </{%")  =  9^«")  -f  (p{<ir  -  93") 

würde  dann  folgen: 

(p['if~^")>0, 

was  wegen  Satz  III  in  Widerspruch  steht  mit  der  ersten  Gleichung  (3). 
Also  ist  (7)  unmöglich,  und  wegen  Satz  III  ist: 

(8)  (p{%")  =  ~v{(p,')f). 

Durch  (6)  und  (8)  aber  ist  auch  die  zweite  Gleichung  (3)  bewiesen, 
und  der  Beweis  von  Satz  IX  ist  beendet. 

Satz  X.  In  der  Bezeichnungsweise  von  Satz  IX  gilt  für 
jeden  zu  M  gehörigen  Teil  S'  von  91'  und  für  jeden  zu  M 
gehörigen  Teil  93"  von  \)(": 

(t)  <^(93')^0;     (p{S&")^0. 

In  der  Tat.  nach  Satz  IX  ist: 

r(r/.,<)l')  =  0;     7i{(p,%")  =  0, 

mithin  nach  Satz  VIII  auch: 

J'((^,«')  =  0;     7i{(p,^")^0. 

Also  folgt  (t)  aus  Satz  IIT. 

Satz  XI.  Ist  (p  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  so  ist 
für  jede  Menge  9(  aus  M: 

«c(9,  <)()  =  7r(«?^;,50  +  r(9>,  9(). 

In  der  Tat,  für  jede  Zerlegung  Z  von  31  ist: 

A{Z)=P{Z)^N{Z), 
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also,  da  «,  -t,  r  die  oberen  Schranken  der  A{Z),  P{Z),  N{Z)  sind: 

(tt)  •  «(9^  'H)<7i{<p,  ?{)  +  v{(p,  §t). 

Bedeutet  Z  die  Zerlegung  (1)  von  Satz  IX,  so  ist: 

A{Z)  =  cpi^n') '  +  \<pir)  I  =  7r{<p,  ?t')  +  >'(<?',  91")  =  ^(7^  s)()  4_  ^(^,  5t). 
Also  ist: 

Aus  (tt)  und  (tft)  aber  folgt  die  Behauptung  von  Satz  XI  ^). 
Wir  ziehen  aus  Satz  XI  zwei  einfache  Folgerungen: 

Satz  Xn.  Ist  qy  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  so  sind 
für  jede  Menge  'ii  aus  M,  für  die  q^i'il)  endlich  ist,  auch 
7i{q?,m-  r{q','il),  Ci{(p,'i![)   endlich. 

In  der  Tat,  für  71(9?,  5t),  v{q),  5()  folgt  dies  aus  Satz  IV  zu- 
sammen mit  §  1,  Satz  II;  für  «(99,3t)  sodann  aus  Satz  XL 

Satz  XIII.    Aus  S<^:)(  folgt: 

Dies  folgt  unmittelbar  aus  Satz  III  und  Satz  XI. 

Satz  XIV.  Ist  9?  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  so  ist 
für  jede  Menge  'i>t  aus  M: 

In  der  Tat,  für  die  Zerlegung  (1)  von  Satz  IX  gilt: 

<p{'ä)  =  9=^  W  +  T'OT  =  ^{<P,  5t)  -  y{cp,  9t), 

und  Satz  XIV  ist  bewiesen^). 

In  Satz  XIV  ist  die  Aussage  enthalten: 

Satz  XV.  J  ede  im  ö-Körper  M  absolut-additive  Mengen- 
funktion ist  Differenz  zweier  nicht-negativer,  in  M  abso- 
lut additiver  Mengenfunktionen,  von  denen  mindestens 
eine  endlich  ist. 

Unter  allen  möglichen  Darstellungen  von  (p  als  Differenz  zweier 
nicht -negativer  Mengenfunktionen  ist  die  Darstellung  (^)  ausge- 
zeichnet durch  folgende  Eigenschaft: 


*)  Sie  kann  auch  unmittelbar  aus  der  Definition  von  a,  .t,  v  als  obere 
Schranken  aller  A{Z),  P{Z),  N (Z)  abgelesen  werden;  vgl.  den  Beweis  von 
Kap.  VII,  §  4,  Satz  II. 

-)  Satz  XIV  folgt  auch  unmittelbar  aus  der  Definition  von  a,  tt,  i-  zu- 
sammen mit  Satz  V;  vgl.  den  Beweis  von  Kap.  VII,  §  5,  Satz  VIII. 
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Satz  X\7.  Jedes  Paar  in  M  absolut-additiver,  nicht- 
negativer Mengenfunktionen  (p^  und  (p.^,  die  für  keine 
Menge   aus  M   beide  =-|-oo  sind,  und  für  die: 

genügt  (für  alle  •;?(  aus  M)  den  beiden  Ungleichungen: 

In  der  Tat,  wäre  für  ein  3(  aus  M  etwa: 

so  müßte,  wegen  des  Bestehens  der  beiden  Gleichungen: 

(p{'ä)  =  <p,{^)  —  (pM;     (p{'ä)  =  7i{(p,'ä)-v(<p,%) 
auch: 

sein.     Nach  Satz  XI  wäre  also: 

Da  aber  cp^  und  q?^  nicht-negativ  sind,  ist  (Satz  II): 

9^1  W  =  «('Pi .  n  ^2 (90  =  «(-  (p, ,  'ä) . 
Es  könnte  also  (^^)  auch  geschrieben  werden: 

a{(p,,  H)  +  «(— 9^,,  90<«K  — 9^2.  ^0. 
im  Widerspruche  mit  Satz  VI.     Damit  ist  Satz  XVI  bewiesen. 

Nunmehr  können  wir  in  §  1,  Satz  VIII  die  Voraussetzung,  rp  sei 
nicht-negativ,  tilgen: 

Satz  XVII.  Ist  q)  absolut-additiv  im  o-Körper  M,  und 
ist  9t  die  Gemeinschaftsgrenze  der  konvergenten  Mengen- 
folge {■?(,}  aus  M.  so  ist.  wenn  alle  "?(,.  Teile  einer  Menge 
W  aus  M  von  endlichem  (p{M)  sind: 

(p{<ä)  =  lim  (pCär). 

In  der  Tat,  nach  Satz  XII  sind  7z((p,yjl)  und  »'(9?,  55?)  endlich, 
aus  §  1.  Satz  VIII  folgt  daher: 

lim  71(93,  9t v)  =  n{(p,'ü), 

v=ro 

lim  V  {cp,  %^)  =  V  {rp,  s^t), 
und  aus  Satz  XIV^  folgt  die  Behauptung. 
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§  3.    Stetige  und  unstetige  Mengenfunktionen. 

Sei  wieder  M  ein  Sj'stein  von  Punktmengen  eines  metrischen 
Raumes  9t.  Ist  n  ein  Punkt  von  'di,  so  bezeichnen  wir  die  Punkt- 
menge, deren  einziges  Element  a  ist,  mit  @^.  Wir  wollen  nun  an- 
nehmen: Ist  a  Punkt  einer  Menge  aus  M,  so  gehört  auch  die 
Menge  S^  zu  M. 

Sei  nun  (p  eine  in  M  definierte  Mengenfunktion.     Ist 

(0)  9'(ej  =  o, 

so  heißt  a  ein  Stetigkeitspunkt  von  99,  ist 

^'(ej  +  o, 

so  heißt  a  ein  Unstetigkeitspunkt  von  99.  Gilt  (0)  für  alle  ©^ 
aus  M,  so  heißt  9?  stetig  in  M^). 

Satz  I.  Damit  die  im  ö-Körper  M  absolut  -  additive 
Mengenfunktion  (p  stetig  sei  in  M,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  ihre  Absolutfunktion  a{(p)  stetig  sei  in  M. 

In  der  Tat,  für  jede  Menge  (5^  ist: 

Satz  II.  Damit  die  im  o-Körper  M  absolut -additive 
Mengenfunktion  (p  stetig  sei  in  M,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sowohl  ihre  Positivfunktion  71(99)  als  ihre 
Negativfunktion  v{(p)  stetig  seien  in  M. 

In  der  Tat,  ist  95(@„)  =  0,  so  auch: 

jt{cp,Qj  =  0,     v(9.,(Sj  =  0. 

Ist  99(63)  +  0,  so  ist 

^{9>^a)  =  ^i^a)     oder     v{cp,^J  =  —  <p{^^), 

je  nachdem  <p(®o)>0  oder  <C0.  Also  ist  sei  es  ^{<p,^J,  sei  es 
v(<p,Q„)  =^-  0  und  mithin  unstetig  in  a. 

Satz  III.  Jede  im  a-Körper  M  absolut-additive  und 
stetige  Mengenfunktion  ist  Differenz  zweier  nicht  nega- 
tiver, in  M  absolut-additiver  und  stetiger  Mengenfunk- 
tionen, von  denen  mindestens  eine  endlich  ist. 

In  der  Tat.  dies  ist  vermöge  Satz  II  eine  unmittelbare  Folge- 
rung aus  §  2,  Satz  XIV  und  V. 

Satz  IV.      Ist    (p    eine    im    o-Körper   M    absolut- additive 


0  Vgl.  hierzu  J.  Radon,  Wien.  Ber.  122  (1913),  1320. 
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und  endliche^)  Mengenfunktion,  und  ist  a  Stetigkeitspunkt 
von  (/',  so  gibt  es  zu  jedem  £^ü  eine  Umgebung  U(a),  so 
daß  für  jede  in  U(rt)  liegende  Menge  IH  aus  M: 

(00)  .         a{ir,%Xe. 

Angenommen  in  der  Tat,   dies  wäre  nicht  der  Fall.    Dann    gibt 

es  ein  e  >>  0  und  für  jedes  n  in  U  fa;  -j  eine  Menge  ?l„  aus  M,  so  daß: 

«(93,5t„)>e. 

Dabei  kann  angenommen  werden,  es  enthalte  9t«  den  Punkt  a;  denn 
andernfalls  ersetze  man  2tn  durch  die  Menge 

9Tn  =  9f„  +  e,, 

für  die  ja  (§  2,  Satz  VIII) 

«(9',3r„)>a((^,9r„)(>£) 

gilt. 

Setzen  wir: 

3S«  =  5(,.  +  9r„+i  +  ..., 
so  ist  nun  auch  (§  2,  Satz  VIII): 

(000)  -a{(p,^„)>e     für  alle  n . 

Wegen : 

ist : 

und  mithin  nach  §  1,  Satz  V: 

a  {q),^J=^  lim  aifp,-^»). 
Aus  (000)  folgt  also: 

d.  h.  (Satz  I)  a  ist  Unstetigkeitspunkt  von  <p .  Damit  ist  Satz  IV 
bewiesen. 

Da  stets: 

\<p{'il)\£a{<p,^), 
können  wir  noch  hinzufügen: 

Satz  V.     In  Satz  IV  kann  (00)  ersetzt  werden  durch: 

*)  Diese  Einschränkung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  SDi 
irgendeine  nicht  abgeschlossene  Menge  und  <p{^)  die  Anzahl  der  Punkte  von 
"){ •  9D? .  Jeder  Punkt  a  von  TO«  —  Tl  ist  dann  Stetigkeitspunkt  von  q) ,  während 
es  in  jeder  Umgebung  U  (a)  Mengen  21  gibt,  für  die  v  (2l)  =  -f-oo. 
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Satz  VI.  Ist  9  absolut-additiv  und  stetig  in  M,  so  ist 
für  jede  abzählbare  Menge  9?  aus  M : 

Bestehe  in  der  Tat  9?  aus  den  Punkten  « j ,  Oo ,  . . . ,  a„ ,  . . . ,  d.  h. : 

(V)  9?  =  ®.,  +  e«.  +  .-.  +  e«„+--. 

Da  (f  stetig,  ist: 
Wegen  (V)  ist: 

n  n 

womit  im  Hinblick  auf  (o%)  Satz  VI  bewiesen  ist. 

Satz  VII.  Ist  (p  absolut-additiv  und  q^{^l)  endlich,  so 
gibt  es  für  jedes  p^O  in  %  nur  endlich  viele  Unstetigkeits- 
punkte  von  <p,  für  die: 

(*)  \<piK)\>P- 

In   der  Tat,   gäbe   es   in  91   unendlich  viele  Unstetigkeitspunkte 

von  (f,   für  die  (*)  gilt,    so   gäbe   es   ihrer  auch   unendlich   viele    — 

etwa  Oj ,  Og.  . . .,  a„,  . . .  —  für  die  99(60  )  einerlei  Zeichen  hat,  z.B. 
das  positive: 

Ist  dann  9?  die  abzählbare  Menge  a^ ,  a« , . . . ,  a„, . . . ,  so  ist  9;  (91)  =  -|-  ^  , 
und  da  9?-<^9t,  nach  §1,  Satz  II  auch  99(91)  =  -]-^,  entgegen  der 
Annahme.     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  "NHL  Ist  (p  absolut-additiv  und  (p  {^V)  endlich,  so 
gibt  es  in  91  nur  abzählbar  viele  Unstetigkeitspunkte 
von   99. 

In  der  Tat,  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte  von  97  in  ^ 
ist  die  Vereinigung  der  Mengen  %.  (r=l,2,...)  derjenigen  Un- 
stetigkeitspunkte von  9;  in  •?(,  für  die: 

Da  nach  Satz  VII  jede  Menge  )äy  endlich  ist,  so  ist  ihre  V^ereinigung 
abzählbar,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 
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Sei  nun  S^l  eine  beliebige  Menge  aus  M.  Wir  bilden  die  obere 
Schranke  .t"  der  Werte  ti  (ff ,  58)  und  die  obere  Schranke  v  der  Werte 
v(<p,^)  für  alle  zu  M  gehörigen  Teile  33  von  21,  die  keinen  Un- 
stetigkeitspuiikt  von  7  enthalten.  Es  gibt  dann  zwei  Folgen  {93n} 
und  {^n}  solcher  Teile,  für  die: 

lim  TT  ((p.S&n)'^^;     lim  v  (q) ,  S3'„'j  =  *' . 

n  =  »  n—  00 

Setzen  wir  nun: 

.^  =  Sl-j-g3'i'-L33^-f  g3^'-j-...-f  ^K  +  93n-f-■.•. 
so  ißt  offenbar:  ^ 

Es  gibt  also  in  3(  zu  M  gehörende  Teile,  die  keinen  Unstetigkeits- 
punkt  von  cp  enthalten,  und  für  die  Positiv-  und  Negativfunktion 
von  ff  gleich  sind  den  oberen  Schranken  71  und  y.  Jeden  solchen 
Teil  von  21  nennen  wir  einen  Stetigkeitsteil  3t*  von  SH^).  Nach 
§  2.  Satz  V  ist  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  tF  und  v  endlich. 

Ganz  ebenso  sehen  wir:  Sind  ?t  und  v  die  oberen  Schranken 
von  7i(q>.(i)  und  v{(p,^)  für  alle  zu  M  gehörigen,  nur  aus  Unstetig- 
keitspunkten  von  fp  bestehenden  Teile  G  von  9(,  so  gibt  es  unter 
diesen  Teilen  solche,  für  die  Positiv-  und  Negativfunktion  von  fp 
gleich  sind  den  oberen  Schranken  Ji  und  P.  Jeden  solchen  Teil 
von  21  nennen  wir  einen  Unstetigkeitsteil  2(**  von  21").  Wieder 
ist  mindestens  eine  der  beiden  Zahlen  jt  und  P  endlich. 

Satz  IX.  Ist  f/9  (21)  endlich,  so  ist  die  Menge  9?  aller  Un- 
stetigkeitspunkte  von  9?  in  2(  der  einzige  Unstetigkeitsteil 
2f**  von  2(,  und  es  ist'"*)  2(— 9?  ein  Stetigkeitsteil  von  21. 

Seien  in  der  Tat  a^,  a„,  . . .,  a^^,  .  .  .  die  abzählbar  vielen  Punkte 
von  9{.     Dann  ist: 

9?  =  G,,  +  (£-„,-f  ...4-Ga„-f--- 

und  gehört,  als  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen  aus  M,  selbst 
zum  o- Körper  M.  Nach  Definition  ist  jeder  Unstetigkeitsteil  2(** 
Teil  von  9?.  Jeder  echte  Teil  (S  von  dl  enthält  aber  mindestens 
einen  Unstetigkeitspunkt  nicht,  es  gilt  also  für  ihn  mindestens  eine 

V)  Besteht  2t  nur  aus  Unstetigkeitspunkten,  so  ist  7r  =  v=  0,  und  wir  ver- 
stehen unter  Sil*  die  leere  Menge. 

*j  Enthält  2t  keinen  Unstetigkeitspunkt,  so  ist  s  =  p  =rO,  und  wir  ver- 
stehen unter  21**  die  leere  Menge. 

')  Dieser  Teil  der  Behauptung  gilt  stets,  wenn  92  zu  M  gehört,  insbe- 
sondere also  immer  dann,  wenn  VI  abzählbar  ist,  gleichgültig  ob  g?  (2t)  end- 
lieh ist  oder  nicht. 
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der  beiden  Ungleichungen: 

80  daß  er  nicht  Unstetigkeitsteil  Bein  kann.  Also  ist  notwendig 
•?(**  =  "Dl  wie  behauptet. 

Da  aber  dl  zu  M  gehört,  so  auch  31  —  31 .  Jeder  Stetigkeitsteil 
von  5(  ist  notwendig  Teil  von  •?(  —  9c ,  und  da  für  jeden  Teil  ^ 
von  %  —  dl: 

so  ist  91  —  5J  selbst  ein  Stetigkeitsteil  9(*.  Damit  ist  Satz  IX  be- 
wiesen. 

Für  alle  Stetigkeitsteile  9t*  und  für  alle  Unstetigkeitsteile  91** 
von    91   ist   (wenn  n,  v,  ji,  v   dieselbe    Bedeutung    haben    wie    oben): 

:T{q'Jl*)  =  ji,  v{(p,'ä*)  =  v;     tt  [cf^ ,%**)  =  W ,  v{(p,<ü**)  =  v 

und  mithin  (§  2,  Satz  XIV): 

9'(9t*)  =  jr  —  v;     (p(SH**)  =  ji  —  v. 

Wir  können  also  in  M  zwei  Mengenfunktionen  99*  (91)  und  9?**  (9t) 
definieren  durch: 

,/,*  (91)  =  (p  (91*) ,     (p**  (^91)  =  cp  (9t**) , 

wo  9(*  irgendeinen  Stetigkeitsteil,  9t**  irgendeinen  Unstetigkeitsteil 
von  9t  bedeutet.  Wir  nennen  9;*(9f)  die  Stetigkeitsfunktion, 
9:** (9t)  die  Unstetigkeitsfunktion  von  9?  und  behaupten: 

S^tz  X.  Stetigkeitsfunktion  und  Unstetigkeitsfunktion 
einer  in  M  absolut-additiven  Mengenfunktion  sind  absolut- 
additiv in  M. 

Gemäß  der  Definition  von  95*  und  9^**  genügt  es,  nachzuweisen: 
Ist  {9t„}  eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  Mengen  aus  M, 
und  ist: 

9t^9t,  +  9t,+...-f  9t„  +  ..., 

so  sind,  wenn  9t*  und  91**  Stetigkeits-  und  Unstetigkeits- 
teile von  9t„  sind: 

(t)9t*  =  9tf  +  9tf4-...+9t*+...,  9t**  =  9trH-5tr+...+3t**  +  --. 

Stetigkeits-  und  Unstetigkeitsteile  von  9t. 

In  der  Tat,  wäre  die  durch  (f)  gegebene  Menge  9(*  nicht  Stetig- 
keitsteil von  9t,  so  gäbe  es  in  9t  einen  zu  M  gehörigen,  keinen  Un- 
stetigkeitspunkt  enthaltenden  Teil  33,  für  den  wenigstens  eine  der 
beiden  Ungleichungen  gilt: 

71  (<^,  58)  >^  (9?,  9t*);     v((p,^)->v(rp.Sfl*). 
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Setzen  wir: 

so  muß  also  für  mindestens  ein  n  wenigstens  eine  der  beiden  Un- 
gleichungen gelten: 

entgegen  der  Annahme,  21«  sei  Stetigkeitsteil  von  2t„. 

Ebenso  beweist  man,  daß  die  durch  (f)  gegebene  Menge  %** 
Unstetigkeitsteil  von  %  ist,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Aus  der  Definition  von  cp*  folgt  unmittelbar: 

Satz  XI.  Die  Stetigkeitsfunktion  einer  absolut-addi- 
tiven Mengenfunktion  ist  stetig. 

Wir  nennen  eine  in  M  absolut-additive  Mengenfunktion  yj  rein- 
unstetig  in  3(,  wenn  für  jeden  zu  M  gehörigen  Teil  35  von  3(,  der 
keinen  Unstetigkeitspunkt  von  ip  enthält: 

Y  (33)  =  0 

ist.  Die  Funktion  t/;  heißt  rein-unstetig  fin  M),  wenn  sie  in  jeder 
Menge  2t  aus  M  rein-unstetig  ist.  Aus  der  Definition  von  q?**  folgt 
sofort : 

Satz  XII.  Die  Unstetigkeitsfunktion  einer  absolut-addi- 
tiven Mengenfunktion  ist  rein-unstetig. 

In  der  Tat,  enthält  2t  keinen  Unstetigkeitspunkt,  so  ist  der 
Unstetigkeitsteil  2t**  leer,  und  mithin  (§  1,  Satz  I): 

9?**  (51)  =  ^  (21**)  =  0. 

Damit  ist  Satz  XII  bewiesen. 

Wir  können  nun  Satz  VII  ergänzen  durch  die  Bemerkung: 
Satz  XIII.     Ist  (p  absolut-additiv  und  99**  (2t)   endlich,   so 

gibt    es    für    jedes   j^  >>  0   in   2t   nur   endlich    viele    Unstetig- 

keitspunkte  von  9,  für  die: 

In  der  Tat,  gäbe  es  in  2t  unendlich  viele  Unstetigkeitspunkte 
von  (p,  für  die  (*)  gilt,  so  gäbe  es  ihrer  auch  unendlich  viele  —  etwa 
a^,  a., .  ...,a„, ... —  für  die  97  (ßa  )  einerlei  Zeichen  hat,  z.B.  das  posi- 
tive. Für  die  abzählbare  Menge  9?  der  Punkte  a^,  a^,  . . . ,  a  ,  . . . 
ist   dann : 

71(99,9?)  = -fx. 

Mithin  ist  die  obere  Schranke  71,  die  bei  Definition  von  99**  auftrat, 
==  -f~  ^  •     ^^    mindestens   eine   der  beiden    Zahlen  W,  v   endlich  ist. 
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ist  also  >•  endlich,  und  mithin: 

entgegen  der  Annahme.     Damit  ist  Satz  XIII  bewiesen. 

So  wie  Satz  VIII  aus  Satz  VII  folgt  daraus: 

Satz  XIT.  Ist  y  absolut-additiv  und  (f>**{''ä)  endlich,  so 
gibt  es  in  •?(  nur  abzählbar  viele  Unstetigkeitspunkte  von  91. 

Satz  XV.  Jede  absolut-additive  Mengenfunktion  ist 
Summe  ihrer  Stetigkeits-  und  ihrer  Unstetigkeitsfunktion: 

(t)  <f'  =  (p*-^cp**, 

und   mithin   (Satz  XI   und  XII)    Summe    einer    stetigen    und 
einer  rein-unstetigen  Mengenfunktion. 

In  der  Tat,  ist  9^**  (9t)  unendlich,  so  ist  wegen: 
(p**  (9t)  =  (p  (9t**) 

nach  §  1.  Satz  II  auch  99  (9t)  unendlich  vom  selben  Zeichen,   so  daß 
in  dem  Falle  (f)  bewiesen  ist. 

Sei  sodann  99**  (9t)  endlich.  Nach  Satz  XIV  gibt  es  dann  in 
9t  nur  abzählbar  viele  Unstetigkeitspunkte.  Nach  Satz  IX  ^)  können 
dann  Stetigkeits-  und  Unstetigkeitsteil  9t*  imd  9t**  von  91  so  ge- 
wählt werden,  daß: 

9(  =  9I*4-9(**. 

Dann  aber  ist: 

95  (9t)  =  9?  (9t*)  +  (p  (91**)  =  (p*  (9t)  -i-  (p**  (9t) , 
und  Satz  XV  ist  damit  in  allen  Fällen  bewiesen. 

Satz  XVI.  Ist  die  absolut-additive  Mengenfunktion  9? 
endlich,  so  gibt  es  außer  der  Zerlegung  (f)  von  Satz  XV 
keine  andre  Zerlegung  von  qi  in  zwei  endliche,  absolut- 
additive Summanden,  von  denen  der  eine  stetig,  der  andre 
rein-unstetig  ist. 

Sei  in  der  Tat: 
^It)  9  =  fpi  +  9'2^ 

wo    9?j    stetig,    und    932    rein-unstetig.     Ist    9t    eine   beliebige   Menge 
aus    M ,    so    ist   nach  Satz  IX   die    Menge    aller  Unstetigkeitspunkte 
von  9t  zugleich  Unstetigkeitsteil  91**  von  9t,    und    als   Stetigkeitsteil 
9t*  kann  gewählt  werden : 
(ttt)  9t*  =  9t  — 9t**. 

Da  (f^  stetig  ist  und  91**  abzählbar,  ist  nach  Satz  VI: 

(f'j^  (9t**)  =  0 . 

»)  Man  beachte  Fußn.  »)  zu  Satz  IX. 
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Wegen  (ttt)  Jst  daher  weiter: 

ifh)  "Pi  (3t*)  =  n  (^)  -  9^1  (^**)  =  n  («). 

Da  99j  stetig,  ist  jeder  Unstetigkeitspunkt  von  <fu,  auch  Unstetig- 
keitspunkt  von  cp,  es  ist  also  91*  frei  von  Unstetigkeitspunkten  von 
9?2,  und  da  cp^  rein-unstetig,  ist: 

(V)  9^2  W  =  0. 

Aus  (-j-t-i-)  (t-|.t)  und  (tt)  folgt  nun: 

'P^  («)  =  9^1  (^*)  =  9^1  (^*)  +  9^,  (^*)  =  «^^  m  =  <f^  (3t) . 
Aus  (t)  und  (tt)  folgt  daher  weiter: 

9^«  (31)  =  9^**  (9t), 
und  Satz  XVI  ist  bewiesen. 

Satz  XVII.  Bei  jeder  Zerlegung  von  (p  in  zwei  absolut- 
additive Summanden: 

C")  9^  =  9^1+9^2' 

deren  einer  (p^  stetig  ist,  gilt  für  den  zweiten  (p^  auf  jeder 
Menge  9t  aus  M  die  Ungleichung: 

(XX)  a{(p.,,'H)>a{(p**,%), 

wo  (p**  die  Unstetigkeitsfunktion  von  cp  bedeutet. 

Sei  zunächst  99** (9{)  unendlich.  Dann  gibt  es  zu  jedem  p 
jn  9(  endlich  viele  Unstetigkeitspunkte  a^,  «g,  . . .,  a„,  so  daß: 

Aus  der  Stetigkeit  von  (p^  folgt: 

VA^a^^O       (t=l,2,...,w) 

und  mithin: 

9^(®a<)  =  9^2(®a.-)- 
Aus  (XXX)  folgt  also: 

I  <P.  (®aJ  +  9^2  (e  J  +  •  •  •  +  9^2  (SaJ  :  >1> 

und  somit: 

«(9^2.3t)>iJ. 

Da  dies  für  jedes  p  gilt,  ist: 

a  (990  ,  3t)  =  4-  CO  , 
und  (XXj  ist  bewiesen. 

Sei  sodann  99**  (91)  endlich.  Nach  Satz  XIV  ist  dann  die 
Menge  aller  Unstetigkeitspunkte  von  9t  abzählbar,  und  nach  Satz  IX 
ist  sie  Unstetigkeitsteil  9t**  von  9t,  während  9t  —  9t**  =  9t*  als  Stetig- 
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keitsteil  von  9t  gewählt  werden  kann.     Da  9(*  keinen  Unstetigkeits- 
punkt   von  (p  enthält,  ist  auf  jedem  Teile  53  von  'i'l* : 

(♦)  9;**(g3)  =  0; 

da  cp*  stetig   und   9t**  abzählbar,    ist  (Satz  VI)   auf  jedem  Teile   G 
von  9t**: 

cp*  (e)  =  0 

und   mithin : 

(**)  q>**{<^)  =  <p{^). 

Aus  (*)  und  (**)  folgert  man  leicht:  ^ 

(***)  a{(p**,%)  =  a{(p,SS.**). 

Da  qy^  stetig  und  91**  abzählbar,  ist  (Satz  VI): 

{::*)  «(<P^,9t**)=o. 

Aus  C' )  folgt  nach  §  2,  Satz  VI : 

« {q> ,  9t**)  <«(<?>,,  9t**)  +  «  («?'2 ,  9t**) . 

Setzt  man  hierin  (*^)  und  (*^)  ein,  so  erhält  man  {^^),  und  Satz  XVII 
ist  bewiesen. 

§  4.    Totalstetige  Mengenfunktionen. 

Sei  M  ein  a-Körper  und  /?(9t)  eine  in  M  definierte,  absolut- 
additive Mengenfunktion,  die  wir  weiterhin  als  Basisfunktion  be- 
zeichnen werden. 

Die  in  M  definierte  Mengenfunktion  q)  heißt  in  M  totalstetig^) 
nach  der  Basis  ß,  wenn  für  jedes  9t  aus  M,  für  das: 

■  «(^,9t)  =  0, 
auch  die  Gleichung  gilt: 

<p(9t)  =  0. 

Satz  I.  Damit  die  im  c-Körper  M  absolut-additive 
Mengenfunktion  q^  totalstetig  sei  nach  ß,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  ihre  Absolutfunktion  «(99)  totalstetig 
sei  nach  ß. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     Denn  ist: 

(0)  «((^,9t)>0,     a{ß,S!l)  =  0, 


1)  Vgl.  hierzu  H.  Lebesgue,  Ann.  fic.  Norm.  (3)  27  (1910),  381.  J.  Radon, 
Wien.  Ber.  122  flSlS),  1318 ff.  —  Der  Name  „totalstetig"  (statt  des  früher  ge- 
bräuchlichen „absolut  stetig")  wurde  eingeführt  von  C.  Carat h6odory,  Vorl. 
über  reelle  Funktionen  475. 
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80  gilt  auch  (§  2,  Satz  XI)  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen: 

(00)  7i{(p,'ä)>0;     v{(p,'H)-:>0. 

Nach  §  2,  Satz  IV  gibt  es  dann  einen  Teil  33  von  'ü,  für  den: 

W  9^(93)4=0. 

Wegen  q3<^J(  folgt  aber  aus  a{ß,'H)  =  0  auch  (§2,  Satz  VIII): 

(V)  «(/y,S3)  =  0. 

Wegen  {^(f>)  und  (o%)  aber  ist  (p  nicht  totalstetig  nach  ß. 
Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  aus: 

«(^,00  =  0     folgt  1):     (p(SH)  =  0. 

Satz  II.  •  Damit    die    im    o-Körper    M    absolut -additive 
Mengenfunktion  (p    totalstetig    sei    nach  ß,    ist    notwendig 
und  hinreichend,  daß  sowohl  ihre  Positivfunktion  n((p),  als' 
ihre  Negativfunktion  »»(99)  totalstetig  seien  nach  ß. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Denn  aus  dem  Bestehen  einer 
der  beiden  Ungleichungen  (00)  folgt  nach  §  2,  Satz  XI  das  Bestehen 
von  (0). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Denn  aus 

folgt  nach  §  2,  Satz  XIV: 

(^(5t)  =  0. 

Satz  III.  Jede  im  a-Körper  M  absolut-additive  und 
(nach  ß)  totalstetige  Mengenfunktion  ist  Differenz  zweier 
nicht-negativer,  in  M  absolut-additiver  und  (nach  ß)  total- 
stetiger  Mengenfunktionen,  von  denen  mindestens  eine 
endlich  ist. 

In  der  Tat,  dies  ist  vermöge  Satz  II  eine  unmittelbare  Folge- 
rung aus  §  2 ,  Satz  XIV. 

Satz  IV.  Ist  99  eine  im  a-Körper  M  absolut-additive, 
endliche  und  (nach  ß)  totalstetige  Mengenfunktion,  so 
gilt  für  jede  Mengenfolge  {9(,J  aus  M,  für  die: 

(-)  \ima{ß,^lj  =  0 

n=  » 

ist,  die  Beziehung: 

(^^)  ]ima{(p,\)  =  0. 

Angenommen  in  der  Tat,  dies  wäre  nicht  der  Fall.    Dann  gäbe 


*)  Nach  §  2,  Satz  XIII. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  '27 
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es  in  M  eine  Mengenfolge  {il,,},  so  daß: 

^xxx)  lima(/S,<M„)  =  0;     liraa(9>,<)lj>  0. 

n -    00  n=  00 

CO 

Ist    IS  ^n    ^'"^    eigentlich    konvergente    Reihe    positiver    Zahlen ,    so 

können  wir  wegen  der  ersten  Gleichung  [^^^)  —  indem  wir  nötigen- 
falls  von   {'?{,,}   zu   einer  Teilfolge   übergehen    —    annehmen,    es   sei: 

«(/Ö,9I„)<£„     für  alle  n. 
Wir  setzen: 

"  '%   =^)r  -L-.)r  ^.  4-. .. 
und  haben  dann: 

Wegen   der   eigentlichen  Konvergenz   der  Reihe   der  e^,   und    wegen 
der  zvsreiten  Gleichung  (^^^)  ist  also: 

lima{ß,X)  =  0:     liraa(9?,3tj  >  0. 

n~  ^  n  ^  00 

Setzen  wir  noch: 

%  =  %■%•...■%,-..., 
so  ist  nach  §  1 ,  Satz  V: 

a{ßjl)  =  \ima{ß,%,)  =  0;     ci((p  Jl)==  lim  a{(p,\)>0. 

Also  ist  (f:  nicht  totalstetig  nach  ß,  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 
Ebenso  wie  §  3,  Satz  V  gilt: 
Satz  V.     In  Satz  IV  kann  (^^)  ersetzt  werden  durch^): 

(Yj  lim<5..(<)(J  =  0. 

n  — 00 

Im  vorstehenden  war  99  als  absolut-additiv  vorausgesetzt.  Es 
sei  noch  bemerkt,  daß  bei  Bestehen  der  Bedingung  von  Satz  IV 
oder  V  aus  der  Additivität  von  q)  auf  die  absolute  Additivität  ge- 
schlossen werden  kann: 

Satz  VI.  Ist  die  Basisfunktion /^  endlich,  und  ist  99  eine 
in  M  definierte  additive  Mengenfunktion,  für  die  aus  (^) 
das  Bestehen  von  (^^^j  folgt,  so  ist  99  absolut-additiv-). 


*)  Ist  umgekelirt  die  absolut-additive  Mengenfunktion  9  so  beschaffen,  daß 
aus  (^)  auch  (^x^)  folgt,  so  ist  sie  selbstverständlich  totalstetig  nach  ß.  Denn 
ist  a(/?,2l)  =  0,  so  setze  man  ?(„  =  9(  für  alle  n.  Dann  gilt  (^)  und  mithin 
auch    (^x^).    Da  aber  (p  {'il„)^=(p  Cil)  für  alle  n,  so  heißt  das:  (p(^il)=zO. 

^)  Und  mithin  auch  totalstetig  nach  ß  (Fußn.  ^). 
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Sei  in  der  Tat  {^B,,}   eine  Folge   zu  je  zweien   fremder  Mengen 
aus  M,  und  sei 

«  =  58,  +  s8,  +  ...  +  33„-f ... 
Wir  setzen: 

S„  =  33i  +  «2  +  ---  +  S3,.;     2:.  =  «n  +  i  +  «„-.2  +  .-- 
Wir  haben  nachzuweisen: 

(t)  9'(S)  =  <P(«x)  +  <^W  +  -..  +  9^(S3J  +  ... 

Wegen  der  Additivität  von  99  ist: 

Es  ist  also  (f)  gleichbedeutend  mit: 

(tt)  limq.[Xj  =  0. 

Wegen  der  absoluten  Additivität  von  ß  ist  nun  aber: 

(¥)        ßm=ß  («1) + ß  ißj  H-  •  •  • + /^  («„) + •  •  • 

Weil    ß  (^)    endlich,    ist    die   Reihe    in    ('•j-''')    eigentlich    konvergent, 

mithin  wegen  (j'^'f) 

(ttt)  lim^($;J  =  0. 

Nach  Voraussetzung  aber  folgt  aus  (fti")  das  Bestehen  von  (ff). 
Es  gilt  also  (f),  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Sei  nun  %  eine  beliebige  Menge  aus  M.    Wir  bezeichnen  jeden 
zu  M  gehörigen  Teil  (S  von  '^,  für  den: 

a{ß,ii)  =  0;     a{cf^,q>0, 

als  einen  (für  </  nach  der  Basis  ß)  singulären  TeiF).  Jeden  zu  M 
gehörigen  Teil  33  von  9(,  der  keinea  solchen  (nicht  leeren)  singulären 
Teil  enthält,  nennen  wir  einen  (für  (p  nach  der  Basis  ß)  regulären 
Teil  von  ^. 

»  Seien  71  und  v  die  oberen  Schranken  von  ;i  (cp ,  $8)  und  y  (q? ,  93) 
für  alle  regulären  Teile  $8  von  ^'I,  und  n  und  V  die  oberen  Schranken 
von  7i(fp,(i)  und  »'(7,  6)  für  alle  singulären  Teile  ©  von  3(.  Wie  bei 
der  Definition  von  Stetigkeitsteil  und  Unstetigkeitsteil  von  2(  (S.  411) 
sehen   wir:  Es  gibt  in  9(  reguläre  Teile  Sii^^  so  daß: 


*)  Aus  formalen  Gründen   rechnen   wir  auch   die   leere  Menge   zu   diesen 
singulären  Teilen. 

27* 
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und  ebenso  singulare  Teile  'Jt^^,  so  daß: 

Jeden  regulären  Teil  ?t^  von  9t,  für  den  (*)  gilt,  nennen  wir  einen 
Regulär  teil  von  91  (für  q)  nach  der  Basis  ß);  jeden  singulären 
Teil  9P^  von  91,  für  den  (**)  gilt,  nennen  wir  einen  Singulärteil 
von  91  (für  q>  nach  der  Basis  ß). 

Satz  VTI.  Ist  für  den  Singulärteil  91^^  von  91  (für  7; 
nach  ß)  der  Wert  97(9^^)  endlich,  so  ist  9t — 91^^  ein  Regu- 
lärteil von  9f  für  (p  nach  ß. 

In  der  Tat,  zunächst  ist  9t  —  9t^^  ein  regulärer  Teil;  denn 
andernfalls  gäbe  es  ein  (I-<9t  —  9t^^,  so  daß: 

(***)  a{ß,^)  =  0;     «(<p,  S)>0. 

Da  91^^^   ein  singulärer  Teil,  ist 

(V)  «(/^,9tx><)  =  0, 

und  wegen  (***)  wäre  also: 

a (/S,  91^^^  +  e)  =  0;     « ((^,  91^^^  +  ©)  >  « (<^,  9t^^), 

Wegen  der  ersten  dieser  Beziehungen  ist  9t^^-(-ß  ein  singulärer 
Teil,  wegen  der  zweiten  gilt  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen : 

7r(<^,9t^^  +  G)>7r(9',9(^^);      »'(9),  9t^^ -f  e)>  v(9J,9t^'<), 

im  Widerspruche  mit  der  Tatsache,  daß  9t^^  Singulärteil  von  9t. 
Also  ist  9t  —  9(^^   regulärer  Teil,  wie  behauptet. 

Um  nun  nachzuweisen,  daß  9t  —  9t^^  Regulärteil  von  9t  ist, 
sei  33  irgendein  regulärer  Teil  von  9t.     Wir  setzen: 

g5'  =  93.s3(xx_ 
Dann  ist: 
*  .  U(<^,93)<^(9',9t-9t^x)  +  7r(<^,95'); 

lv(97,93)^v(97,9t  — 9t^^)  +  v(<^,35'). 
Wegen  33'-<9t^'^  und  wegen  (*,*)  ist: 

«(^,330  =  0. 
Da  S9'-<93  und  S  regulärer  Teil,  ist  also  auch: 
;i(9,,g3')  =  0;     v{(p,S8')  =  0. 
Also  folgt  aus  (:^**): 

71  (99, 33)  ^  TT  (<p,  9t  — 91^^  j;     v(9),93)^v(9),9t  — 91^^^). 

Da  dies  für  jeden  regulären  Teil  33  von  9t  gilt,  ist  gezeigt,  daß 
9t  —  91^^  Regulärteil  von  9t  ist,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 
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Für  alle  Regulärteile  91^  von  9(  und  für  alle  Singulärteile  'iH^^ 
von  31  ist  (wenn  tt,  v,  tx,  v  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  oben): 

Wir   kömien   also   in  M   zwei  Mengenfunktionen  </^(9l)   und   <p^^  (SA) 
definieren  durch: 

,^X(5I)  =  9,(3(X);        ^,XX(<y)_^(<yXX-)^ 

WO  51^  irgendeinen  Regulärteil,  %^^  irgendeinen  Singulärteil  von  % 
(für  (p  nach  ß)  bedeutet.  Wir  nennen  ff'^{*H)  die  Regularitäts- 
funktion,  f/'^^(5t)  die  Singularitätsfunktion  von  (p  nach  ß. 
Ganz  ebenso  wie  Satz  X  von  §  3  beweist  man: 
Satz  VIII.  Regularit  ätsfunktion  und  Singularitätsfunk- 
tion nach  ß  der  in  M  absolut-additiven  Mengenfunktion  cp 
sind  absolut-additiv  in  M. 

Aus  der  Definition  von  99^  folgt  unmittelbar: 
Satz  IX.    Die  Regularitätsfunktion  nach  ß  einer  absolut- 
additiven Mengenfunktion  ist  totalstetig  nach  ß  in  M. 
In  der  Tat,  ist  für  eine  Menge  ')}[  aus  M 

a{ß,SH)=0, 

so  ist  notwendig  für  jeden  ihrer  regulären  Teile  33: 

a(«p,93)  =  0 
und  mithin: 

mithin  auch   71  =  0,    v^=0,    d.h.: 

,^x(3I)  =  0, 

womit  Satz  IX  bewiesen  ist. 

Wir  nennen  eine  in  M  absolut-additive  Mengenfunktion  y»  rein- 
singulär  in  §(  (nach  der  Basis  ß),  wenn  für  jeden  (nach  ß)  regu- 
lären Teil  93  von  '}[: 

V'(S)  =  0')- 

Die  Funktion  v'  heißt  rein-singulär  (nach  /5)  in  M ,  wenn  sie  in  jeder 
Menge  31  aus  M  rein-singulär  (nach  ß)  ist. 

Satz  X.  Die  Singularitätsfunktion  nach  ß  einer  absolut- 
additiven Mengenfunktion  is1»rein-singulär  nach  ß. 

In  der  Tat,  ist  die  Menge  %  aus  M  regulär  nach  ß.  so  ent- 
hält  sie  als  singulären  Teil   nur  die   leere  Menge.     Es  ist  also   der 


*)  Statt  dessen  kann  es  auch  heißen:  a(v^,g3)  =  0. 
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Singulärteil  \?l^'^  leer,  und  mithin: 

Satz  XL  Jede  absolut -additive  Mengenfunktion  ist 
Summe  ihrer  Regularitäts-  und  ihrer  Singularitätsfunktion 
nach  ß: 

(1)  q)  =  qi'>^  _|_  ^xx 

und  mithin  (Satz  IX.  X)  Summe  einer  nach  ß   totalstetigen 
und  einer  nach  ß  rein-singulären  Mengenfunktion. 
In  der  Tat,  ist  9^^^  {^[)  unendlich,  so  ist  wegen 

nach  §  1.  Satz  II  auch  99  (9t)  unendlich  vom  selben  Zeichen,  so  daß 
in  dem  Falle  (1)  bewiesen  ist. 

Ist  hingegen  7?^^  (91)  endlich,  so  können  nach  Satz  VII  Regu- 
lärteil 9P   und  Singulärteil  9^^   so  gewählt  werden,  daß 

9t  =  9(X  J_9(xx_ 

Dann  aber  ist:  *        *       1 

(p{%)  =  (p  (s)p)  4-  9,  (2(xx)  _  ^x  ^5j-)  _|_  ^xx  ^5j)^ 

und  Satz  XI  ist  in  allen  Fällen  bewiesen. 

Satz  XII.  Jst  die  absolut-additive  Mengenfunktion  99 
endlich,  so  gibt  es  außer  der  Zerlegung  (l)  von  Satz  XI 
keine  andere  Zerlegung  von  (p  in  zwei  endliche,  absolut- 
additive Summanden,  von  denen  der  eine  totalstetig,  der 
andere  rein-singulär  nach  ß  ist. 

Sei  in  der  Tat: 

(2)  9'  =  *7'i +9^-2' 

wo  (p^  totalstetig,  99.,  rein-singulär  nach  ß.  Sei  9t  eine  beliebige 
Menge  aus  M.  Da  nach  Voraussetzung  9?  (9t)  endlich  ist,  so  ist 
auch  (nach  §  1,  Satz  II)  90^^^  (91)  =  99  (9t xx)  endlich,  und  nach  Satz  VII 
können  9t^  und  %'^'^  so  gewählt  werden,  daß:    * 

(3)  9t  =  9t'' +  91^^. 

Da  (p^  totalstetig  und  91^^   Singulärteil,  ist 

,^^(9lxx)_o, 
mithin  aus  (3) : 

(4)  9.,  (s3tx)  =  99,  (9t)  —  rp,  (9IX  X)  =  9'i  (50 . 

Da  (p^  totalstetig,  ist  jeder  für  cp^  singulare  Teil  auch  singulär  für 
93,  es  ist  also  91^^  frei  von  Teilen,  die  für  (p„  singulär,  und  da  993 
rein-singulär.  ist: 

(5)  *    ^J5tx)  =  0. 
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Aus  (4),  (5)  und  (2)  folgt: 

<^i  (51)  =  ^^x  («^)  =  9x  (^'')  4-  V^  (51^)  =  <P  (5t^)  =  r^  (^). 
Aus  (1)  und  (2)  folgt  daher  weiter: 

und  Satz  XII  ist  bewiesen, 

Satz  Xin.     Bei   jeder   Zerlegung   von  (p   in   zwei   absolut- 
additive Summanden 

(6)  T  =  <Pi  +  9^2  ' 

von    denen    einer    cp^    totalstetig    ist    nach    ß,    gilt    für    den 

zweiten  (p^  auf  jeder  Menge  9t  aus  M  die  Ungleichung: 

(7)  «(<^2,9t)^«(<?'''^^)' 

wo  9^^^  die  Singularitätsfunktion  von  qp  nach  ß  bedeutet. 

Sei   zunächst  99^^  (9()   unendlich.     Für   jeden   Singulärteil  Sii^^ 
von  9(  ist  dann: 

(8)  |^(2(xx)j__^^. 

Da  ?(^^  Singular  und  rp^  totalstetig,  ist: 

g,^(9txx)  =  0, 
und  mithin  ist  (8)  gleichbedeutend  mit: 

Also  ist  gewiß  auch 

«f99,,9(j  =  -f  00,     . 
und  (7)  ist  bewiesen. 

Sei  sodann  99^ '^  (^)  endlich.    Nach  Satz  VII  kann  angenommen 
werden : 

%  =  5(X  _I_^xx 

Da  %^  regulär,  ist  auf  jedem  Teile  33  von  9(^: 

(9)  9>^x(S3)  =  0. 

Da  (p^  totalstetig  und  9t ^^  singulär,  ist  auf  jedem  Teile  (5  von  9t^^: 

und  mithin: 

(10)  fp^^{{i)  =  (p{{i). 

Aus  (9)  und  (10)  folgert  man  leicht: 

(11)  «(9'^^,9()  =  «(9^,9t^^). 
Da  cp^  totalstetig  und  9t^^  singulär.  ist: 

(12)  a{<p^,SiV'''}  =  0. 
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Aus  (6)  folgt  nach  §  2.  Satz  VI: 

Setzt  man  hierin  (ll)  und  (12)  ein,  so  erhält  man  (7),  und  Satz  XIII 
ist  bewiesen. 

§  5.    3Iaßfiinktioueii. 

Sei  9?  ein  metrischer  Raum,  und  sei  A  das  System  aller  Punkt- 
mengen %  von  $H.  Wir  nennen  eine  in  A  definierte  und  nicht  für 
alle  9(  von  A  verschwindende  Mengenfunktion  (f  {^i)  eine  Maß- 
funktion^),  wenn  sie  folgende  Forderungen  erfüllt: 

1.  Es  ist  ^(9()>0  für  alle  %  von  A  und  für  die  leere 
Menge  S  ist  (^(£)  =  0. 

2.  Aus  $8<9(  folgt 

.S.  Für  die  Vereinigung  %  abzählbar  vieler  Mengen  aus  A: 

Ist  (f  eine  Maßfunktion,  so  nennen  wir  den  Funktionswert  (p  (21) 
das  äußere  </ -Maß  der  Punktmenge  9(,  Die  Maßfunktion  (p  wird 
im  allgemeinen  in  A  nicht  absolut-additiv,  ja  nicht  einmal  additiv 
sein.  Doch  gelingt  es,  aus  A  einen  a- Körper  M  herauszuheben,  in 
dem  cf  absolut-additiv  ist.  Die  Mengen  dieses  a-Körpers  M  werden 
als  die  r;^ -meßbaren  Mengen  bezeichnet.  Wir  definieren:  Eine 
Punktmenge  93c  aus  A  heiße  9^ -meßbar,  wenn  für  '^  zusammen 
mit   jeder  beliebigen  Menge  9t  aus  A  die  Relation   gilt: 

(0)  (p  {%)  =  99  (5!JJ9i)  -f  9,  (9t  —  m.%). 

Ist  9J?  9: -meßbar,  so  nennen  wir  den  Funktionswert  (p[W)  das 
95- Maß  von  93?.  Für  9 -meßbare  Mengen  stimmen  also  9J-Maß  und 
äußeres  9: -Maß  überein. 

Satz  I.  Damit  93?  9;-meßbar  sei,  genügt  es,  daß  (0)  für 
alle  Mengen  91  von  endlichem  äußeren  9-Maß  erfüllt  sei. 

In  der  Tat,  für  alle  9t  von  unendlichem  äußeren  9'-Maß: 

(00)  9.  (<«)==  _|-oc, 

ist  (0)  von  selbst  erfüllt.  Denn  nach  Eigenschaft  3.  der  Maß- 
funktionen ist: 

9;(9t)<9?(9!)?9t)  +  95(9t— 9J?9t). 

*)  Die  folgende  Einführung  des  Begriffes  der  Maßfunktionen  und  der 
Meßbarkeit  rührt  her  von  C.  Carath^odory,  Gott.  Nachr.  1914,  404.  Vorl. 
über  reelle  Funktionen,  Kap.  V. 
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Aus  (00)  folgt  also,  daß  auch  mindestens  einer  der  beiden  Sum- 
manden auf  der  rechten  Seite  von  (0)  den  Wert  -\-  c»  hat,  so 
daß  (0)  sicher  erfüllt  ist.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  IL    Ist  '^  y  -meßbar,  so  auch  das  Komplement  9t  — 9[)L 

In   der  Tat,   (0)  geht,   wenn  SK  durch  fR  —  SOt   ersetzt   wird,   in 
sich  selbst  über. 

Satz  III.     Sind   9J?j    und   9)?.^   ^-meßbar,   so   auch   die  Ver- 
einigung ^JJcj -j- ^^^2  • 

Wir  setzen: 

^  =  m^  -f  5«9 
und  haben,  gemäß  (0),   zu  zeigen,  daß  für  9?  zusammen    mit    jeder 
Menge  58  aus  A  die  Beziehung  besteht: 
( * )         (^^  (58)  =  <^  (9j 33^  _^  9,  (33  _  gj 33) . 

Zu  dem  Zwecke  setzen  wir  (Fig.  15): 

S39J?2  — 33o  =  33.,,        58  —  9^95  =  933. 

Dann    schreibt    sich    die    zu    beweisende    Be- 
ziehung (*): 

(**)    <^(S3)  =  <?^(93o-f  93H-«J  +  '?'(933)• 
Weil    90?!   (^-meßbar,   ergibt   (0)    für    5(  =  99,    W  =  m^^): 

(V)  <Pm  =  9  (33o  +  93J  +  (?p  (58.3  +  333)- 

Weil  9^2  95 -meßbar,  ergibt  (0)  für  5}(  =  58.^  +  ^83 ,  9K  =  a»2: 
(*\)  <P{^2  +  933)  =  <P  (58J  +  <P  (933). 

Wir  haben  also  aus  (*^*)  und  (#**): 

{***)         <pm=<p  («0 +^i)+<p  («,) + 9^  («3)- 

Nun  ergibt  (0)  für  91  =  58^  +  58^ -f  93., ,  m  =  ^^: 

9>  (»0  +  »1  +  »J  =  <?'  («0  +  «1)  +  9^  (».)• 
Setzt   man   dies   in  (***)   ein,   so   erhält   man  (**),   und   Satz  III   ist 
bewiesen. 

Satz  IV.     Sind   9)?^   und   9J?.,   7 -meßbar,    und   ist   m.^^m^, 
80  ist  auch  9J?i  —  SJij  99-meßbar. 


Fig.  15. 


*)  Es  ist  nämlich: 
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In  der  Tat,  nach  Satz  II  ist  auch  9i  —  W^  9» -meßbar,  daher 
nach  Satz  III  auch  (9t  —  ^IJJ J -f"  ^^^2 '  daher  nach  Satz  II  auch 

9t  —  [m  —  m,)  +  m,)  =  9J?,  —  m., , 

und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Satz  III  und  IV  können  in  die  Aussage  zusammengefaßt  werden: 

Sat2  V.  Das  System  aller  97-meßbaren  Mengen  bildet 
einen  Körper. 

Und  wir  erkennen  augenbhcklich: 

Satz  VI.  Die  Maßfunktion  qp  ist  additiv  im  Körper  der 
9 -meßbaren  Mengen. 

In  der  Tat,  seien  '))Jl^  und  W.2  zwei  fremde  99 -meßbare  Mengen. 
Wir  setzen  in  (0): 

9.(93?,  +  W,)  =  9'(^,)  +  9'(W,), 
womit  Satz  VI  bewiesen  ist. 


und  erhalten: 


Wie  angekündigt,  gilt  aber  darüber  hinaus: 
Satz  VII.     Das  System  aller  99-meßbaren  Mengen   bildet 
einen  a-Körper. 

Wir  haben  zu  zeigen:  Ist  {93?,,}  eine  Folge  9 -meßbarer  Mengen, 

so  ist  auch:  .... 

gj  =  9Jtj  4-  5^3  + . . .  +  9[)?„  +  . . . 

9? -meßbar.  Dabei  kann  ohne  weiteres  vorausgesetzt  werden,  die 
50?,,  seien  zu  je  zweien  fremd,  da  man  anderenfalls  nur  9}J^  (n^l) 
zu  ersetzen  hat  durch: 

m,  +  9}?^  4- . . .  +  g^j  -  (sjjt^  4-  g)i,  -f . . .  -i-  9K„_,). 

Nach  Satz  I  wird  die  9? -Meßbar- 
keit von  9?  bewiesen  sein,  wenn  ge- 
zeigt ist:  für  jede  Menge  33  von  end- 
lichem äußeren  99 -Maße  ist: 

(1)    ^(g3)  =  9.(9j5ß)^9;(g3_gfJ93). 

Wir  setzen  nun  (Fig.  16): 

gK^^.g3  =  ®„;     9?-33  =  i8'; 
33  — 9?95  =  58"; 

^  ^^  +  2),  +  ---  +  ®«  =  «- 

Fig-lß-  SB'  — 93;  =  SS'«'. 

Die   zu   beweisende   Gleichung   (1)   lautet   dann : 

(2)  <^  (33)  =  <rW +  ?'(«")• 
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Wegen  Eigenschaft  2.  der  Maßfunktionen  ist: 

Es  existiert  also  der  Grenzwert: 

(3)  lim<p{^'„)<<p{<id'). 

n  --■  00 

Durch  vollständige  Induktion  beweisen  wir: 

(4)  9.  (93;)  =  <p  {%,)  +  <p  {%)  +  . . .  +  9^  (®„)- 
Angenommen  in  der  Tat.  dies  gelte  für  den  Index  n  —  1 : 

(5)  '?'0-ö;-i)  =  9:'(5)J  +  9^(2).,)  +  ...  +  </^(5)„_J. 
Da  W^^  9 -meßbar,  folgt  aus  (0)  für  3t  =  93'„,  9}Z  =  9}?„: 

woraus    durch    Einsetzen    von   (5)    die    Gleichung  (4)    entsteht,    die 
damit  bewiesen  ist. 

Es  ist  also  in  (3): 

Wegen  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen  ist  aber: 

Es  ist  also  wegen  (6): 

was  zusammen  mit  (3)  ergibt: 

(7)  lim  95  («'„)  =  97  (93').      ■ 

n— * 

Nach  Satz  III    ist    3)1^  +  9)?., -f- . . . -f  9K„   <?)- meßbar.     Es    folgt 
"also  aus  (0)  für  51  =  93',  m  =  Tl'^ -^  m.;, -{-... -^  W„: 

(8)  cpm  =  <p{S&'n)-\-<pm; 

und    da    (f  ('iö)    und    somit    nach   Eigenschaft    2.   der  Maßfunktionen 
auch  99(93')  endlich  ist,  folgt  aus  (8)  und  (7): 

(9)  lim9?(93'„')  =  0. 

1»=« 

Setzen  wir  aber  in  (0) :   9f  =  53,   9JJ  =  9^1  +  gjig  +  . .  •  +  ^„>   so 
erhalten  wirr 

110)  <pm  =  q^  {%)  +  cp  K  -h  «")  • 

Hierin  ist  wegen  Eigenschaft  2.  und  3.  der  Maßfunktionen: 

<P  (99")  <<p{'^n-\-  93")  S.  <P  («")  +  V  (93;'), 
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also  wegen  (9): 

(11)  lim(p{K  +  ^")  =  ^{^")- 

n  -00 
Aus  (10),  (7)  und  (11)  aber  folgt  (2),  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 
In  Satz  VII  sind  die  Tatsachen  enthalten  (vgl.  §  1,  S.  394,  395) : 
Satz  VIII.      Der    Durchschnitt    abzählbar    vieler  99  meß- 
barer Mengen  ist  9^ -meßbar. 

Satz  IX.  Ist  {'iO?„}  eine  Folge  9-meßbarer  Mengen,  so 
sind  auch  obere  und  untere  Gemeinschaftßgrenze  lim  9K,, 
und  lim  5[l?„  9^-meßbar.  **  =  " 

n  —  =0 

Satz  VI  wird  nun  ergänzt  durch: 

Satz  X.  Die  Maßfunktion  (f  ist  absolut-additiv  im 
ö-Körper  der  9;-meßbaren  Mengen. 

Wir  haben  nachzuweisen:  Ist  {'^l„}  eine  Folge  zu  je  zweien 
fremder.  9p -meßbarer  Mengen,  und 

d}  =  m,  +  m,-^...  +  m„^... 

ihre  Vereinigung,  so  ist: 

(12)        ^{^)=<pm,)  +  r{^y^.)+---+vmj+--- 

Da  nach  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen: 

<^(9?)<(^(5}?J  +  <^(m,)  +  ...  +  9^(9)U  +  ---, 
ist  (i2)  sicher  richtig,  wenn  99(9?)  = -f- 00. 

Ist  hingegen  9?  (9?)  endlich,  so  können  wir  im  Beweise  von 
Satz  VII  93  =  9f  setzen.     Dann  wird : 

Nach  Satz  VI  ist  daher: 

und  Gleichung  (7)  geht  über  in: 

lim  1  <p  (9Ä J  +  cp  (m,)  +  . . .  +  ^  {mj\  =  cp  {%; 

n=oo   \  J 

das  aber  ist  die  zu  beweisende  Gleichung  (12). 

Die  Sätze  VI,  VII,  VIII  von  §  1   ergeben  nun:       - 

Satz  XI.     Ist  {9Jf„}  eine  Folge    9r'-nießbarer  Mengen   und 

9Ä  ihre  untere  Gemeinschaftsgrenze,  so  ist: 

(p{m)<\im(p{'mj. 
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Satz  XII.  Ist  {Tl„}  eine  Folge  99- meßbarer  Mengen, 
deren  Vereinigung  von  endlichem  9?-Maß  ist.  und  bedeutet 
Wi  ihre  obere  Gemeinschaftsgrenze,  so  ist: 

)l    -    X 

Satz  XIII.  Ist  {y)l„}  eine  konvergente  Folge  99-meßbarer 
Mengen,  derenVereinigung  von  endlichem  7- Maß  ist,  und  be- 
deutet 3)1  ihre  Gemeinschaftsgrenze,  so  ist: 

Hierin  ist  als  Spezialfall  enthalten  (vgl.  §  1,  Satz  V): 

Satz   XIV.      Ist    {M^}    eine    monoton    abnehmende    Folge 

7 -meßbarer  Mengen,  die  nicht  sämtlich  unendliches  ^^-Maß 

haben,  und  ist  9)?  ihr  Durchschnitt,  so  ist: 

(p  {m)  =  lim  (pcm^). 

»1  =  « 

Und  Satz  IV  von  §  1   ergibt: 

Satz  XV.  Ist  (9)?,;}  eine  monoton  wachsende  Folge 
</;-meßbarer  Mengen  und  Wc  ihre  Vereinigung,  so  ist: 

(p  {'m)  =  lim  (firnj. 

n  =  » 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  man  durch  den  in  Satz  IX  von  §  1 
behandelten  Erweiterungsprozeß  über  den  o-Körper  der  9?-meßbaren 
Mengen  nicht  hinauskommt. 

Dazu  genügt  es,  zu  beweisen,  daß  jeder  Teil  9}i  einer  7  -meß- 
baren Menge  des  7^--Inhaltes  0  selbst  7;- meßbar  ist;  und  da  wegen 
Eigenschaft  2.  der  Maßfunktionen  qn(<!ffl)  =  0  ist^  ist  diese  Be- 
hauptung enthalten  in: 

Satz  XVT.  Jede  Menge  3R  vom  äußeren  79- Maße  0  ist 
79-m.eßbar. 

Wir  haben  nachzuweisen,  daß  für  jede  Menge  5(: 

Hierin  ist  nach  Annahme: 

7,(gj?9I)  =  0. 

Wegen  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen  ist: 

Weil    9(  — 9)J9K:9{,   ist    nach     Eigenschaft    2.    der    Maßfunktionen: 

C'''^)  (p{%)>(p{%  —  ^^i). 

Aus  {^^)  und  (^^^")  aber  folgt  {^),  und  Satz  XVI  ist  bewiesen. 
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Daraus  folgt  leicht: 

Satz  XTII.  Hat  ■?(  endliches  äußeres  95-Maß*),  und  gibt 
es  in  -}\  einen  ^--meßbaren  Teil  9J?,  so  daß 

so  ist  auch  91  T^-meßbar. 

In  der  Tat,  da  3R  (^-meßbar  und  W -<"!(,  ergibt  (0): 

also  wegen  (^x^)- 

<^(9l  — 93?)  =  0. 

Also  ist  nach  Satz  XVI  91  —  ?1i  9^- meßbar,  also  ist  nach  Satz  III  auch 

9(  =  m  +  (9t  —  Tl) 

9^ -meßbar,  und  Satz  XVII  ist  bewiesen. 

§  6.     Gewöhnliche  und  reguläre  Maßfunktionen. 

Wir  unterwerfen  nun  die  Maßfunktion  (p  außer  den  Forderungen 
1..  2..  3.  von  §  5  noch  der  weiteren  Forderung: 

4.  Haben  die  beiden  Mengen  9(  und  58  positiven  Ab- 
stand: 

r(9r,^)>0, 

9.(9l  +  «)  =  7^(90  +  9^0«). 

Eine  Maßfunktion,  die  auch  noch  dieser  Forderung  genügt, 
wollen  wir  eine  gewöhnliche  Maßfunktion-)  nennen. 

Satz  I.  Ist  (p  eine  gewöhnliche  Maßfunktion,  so  ist 
jede  abgeschlossene  und  jede  offene  Menge  (yO-meßbar. 


')  Diese  Bedingung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel:  Sei  9)Z  irgend- 
eine 75- meßbare  Menge,  für  die  7  (50?)  =: -j- OC ,  und  sei  ft  eine  zu  9)i  fremde, 
nicht  9; -meßbare  Menge.  Setzen  wir  31  =  2)?  +  ^,  so  ist  auch  9)  (''?()  =  + "^ > 
aber  9(  ist  nicht  99 -meßbar,  denn  da  die  90 -meßbaren  Mengen  einen  Körper 
bilden,  müßte  dann  auch  9t  —  5)1  =  ^  9 -meßbar  sein,  was  nach  Annahme  nicht 
der  Fall  ist. 

^)  C.  Caratheodory  unterwirft  alle  Maßfunktionen  den  Forderungen 
1.,  2..  3.,  4.  Wir  sind  von  dieser  Terminologie  abgewichen,  um  auch  die  (von 
Forderung  4.  unabhängigen)  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  einfach  aussprechen 
zu  können.  —  Ein  Beispiel  einer  Maßfunktion,  die  nicht  gewöhnliche  Maß- 
funktion ist,  erhält  man,  indem  man  setzt:  qp  ("?()  =  !  für  jede  nicht  leere 
Menge  9t.  Der  a- Körper  der  y- meßbaren  Mengen  besteht  in  dem  Falle  aus 
der  leeren  Menge  und  dem  ganzen  Räume  SR.  —  Ein  anderes  Beispiel  bei 
C.  Caratheodory ,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  3G2. 
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Sei  zum  Beweise  9!K  eine  abgeschlossene  Menge.  Wir  haben 
zu  zeigen  (§  5,  Satz  I):  Für  jede  beliebige  Menge  53  von  endlichem 
äußeren  9" -Inhalt  gilt  die  Gleichung: 

(0)    (^  (<ö)  =  <^  (»i  93)  +  9?  (93  —  9K  93). 

Wir  bezeichnen  (Fig.  17)  mit 
Ti'i  die  Menge  aller  Punkte  a  von  9?, 
für  die: 

r{a,m)>l, 

mit     3)?'„  (n  >>  1)    die    Menge    aller 
Punkte  a  von  jR,  für  die: 


n  —  1  —  —  n 


Fig.  17. 


Da  llf  abgeschlossen,  ist  für  jeden  Punkt  a  von  St  —  90?: 

r(a,9J?)>0, 

<K  —  a}j  =  aTj;4- . . .  4-  m'„  + . . . 

«  —  «f  93  =  93';     « •  K=  ^«, 

g3'=S'i4-932  +  ---4-93'n  +  ... 


mithin  ist: 

Setzen  wir: 

so  ist  also  auch 


%  Die  Mengen  'ii."lf'„  und  9Jc^+k  (Ä;>>  1)  haben,  als  abgeschlossene 
Mengen  ohne  gemeinsamen  Punkt,  voneinander  positiven  Abstand; 
dasselbe  gilt  daher  für  93'„  und  'ö,',+fe(/c>>  1).  Wegen  Eigenschaft  4. 
der  gewöhnlichen  Maßfunktionen  ist  also: 

ff  (93;  +  93^  + . . .  +  93^„-i)  =  cp  (931)  +  cp  {%)  +  . . .  +  (^  (93k-i), 
und  wegen  Eigenschaft  2.  der  Maßfunktionen  ist  somit: 

<P («i)  +  <P  (333)  +  • .  •  +  9^  (332„-iJ ^  <P  l93'). 

Da  </:(99)  und  mithin  99(93')  endhch  ist,   folgt  hieraus  die  eigentliche 
Konvergenz  der  Reihe: 

Cp(S8[)-^cp{%)-ir...-\-(p{^2n-l)^..., 

und  ganz  ebenso  beweist  man  die  eigentliche  Konvergenz  der  Reihe: 
Es  ist  also  auch  die  Reihe  2  9'(S3t)  eigentlich  konvergent,  und  somit: 


(00) 


lim      2      <p{^y) 
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Setzen  wir  noch: 

80  ist  nach  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen: 

und  mithin  wegen  (00)  auch: 
(000)  lim  <p  (©„)  =  0 . 

Nun  ist: 

daher  wegen  Eigenschaft  2.  und  3.  der  Maßfunktionen: 

<P  («n)  £  <P  (S3')  <  <p  (95'^)  +  (p  (©n); 

aus  (000)  folgt  also: 

(0^0)  lim  (?) (93;')  =  9^(93'). 

Femer  haben  55?  •  93  und  ^'^  voneinander  positiven  Abstand.  Wegen 
Eigenschaft  2.  und  4.  der  gewöhnlichen  Maßfunktionen  ist  also: 

woraus  wegen  (OqO)  folgt: 

(p{m-^-{-(p{'i&')£(p{^). 

Wegen  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen  aber  ist  auch: 

^(9Ä-95)  +  9'(93')><?'(93), 
und  daher: 

<^  (9^.93) +  9)  (93')  =  «?^  (93). 

Das  aber  ist  die  zu  beweisende  Gleichung  (0),  also  ist  jede  abge- 
schlossene, und  mithin  wegen  §  5,  Satz  II  auch  jede  offene  Menge  (p- 
meßbar,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Ist  (p  eine  gewöhnliche  Maßfunktion,  so  ist 
jede  Boreische  Menge  99-meßbar. 

In  der  Tat,  nach  §5,  Satz  VII  ist  das  System  aller  99 -meßbaren 
Mengen  ein  a- Körper.  Jeder  0- Körper,  der  alle  abgeschlossenen 
und  alle  offenen  Mengen  enthält,  enthält  aber  alle  Boreischen  Mengen. 
Also  folgt  Satz  II  aus  Satz  I. 

Wir  unterwerfen  nun  die  gewöhnliche  Maßfunktion  rp  außer 
den  Forderungen  1.,   2.,  3.,  4.  noch  der  weiteren  Forderung: 

5.  Für  jede  Menge  %  ist  das  äußere  Maß  q){'ä)  gleich 
der  unteren  Schranke  der  (p-Ma.Qe  (p(yR)  der  21  enthaltenden 
^-meßbaren  Mengen  9Ji. 
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Eine  Maßfunktion,  die  auch  noch  dieser  Forderung  genügt, 
wollen  wir  eine  reguläre  Maßfunktion  nennen^). 

Es  ist  nun  naheliegend,  die  Definition  aufzustellen:  Unter  dem 
inneren  9) -Maße  9^:,c(''^0  verstehen  wir  die  obere  Schranke  der 
99-Maße  99(^11?)  der  in  •?(  enthaltenen  99-raeßbaren  Mengen  Tl.  Das 
innere  99 -Maß  99^  hat  dann  analoge  Eigenschaften,  wie  das  äußere 
99 -Maß.     Eh  gilt  nämlich'-): 

Satz  III.  Ist  95  eine  reguläre  Maßlunktion,  so  hat  das 
zugehörige  innere  Maß  99^  die  folgenden.  Eigenschaften: 

1.  Es  ist  99;^(9I)>0  für  alle  2t,  und  für  die  leere  Menge 
fi  ist  9:^(S)  =  0. 

2.  Aus  «<2(  folgt:  99* (53)  <  9^* (21). 

3.  Für  die  Vereinigung  ■?(  abzählbar  vieler  zu  je  zweien 
fremder  Mengen  ^(v  gilt: 

(t)  <P*  Ca)  >  'P*  {\)  -f  <P*  (51.3)  +  . . .  +  9^*  («tv)  +  . . . 

4.  Haben  die  beiden  Mengen  %  und  SQ  positiven  Abstand, 
so  ist: 

(tt)  9^*  i'n +«)=?'*  m  -f  <p*  («)  • 

5.  Es  ist  99:^(^)  die  obere  Schranke  der  9;-Maße  f^^) 
der  in  9t  enthaltenen  99-meßbaren  Mengen  9Ji. 

In  der  Tat,  Eigenschaft  1.  und  2.  sind  evident;  Eigenschaft  5. 
ist  die  Definition  von  99^.    Es  sind  also  nur  3.   und  4.  zu  beweisen. 
Ist  p  irgendeine  Zahl: 

(ttt)  P  <  T*  (^x)  +  T*  (3t.)  4-  •  •  •  +  9^*  (^3t.)  +  .  •  • , 

so   gibt   es   in   jeder  Menge  )iU  einen   99-meßbaren  Teil   3Jty,   so   daß 
auch : 

Ebenso  wie    die  %.  sind    die  9K,,  zu    je    zweien    fremd,    und    da    sie 
meßbar,  ist  (§  5,  Satz  X): 

99(?oi,+m,4-.---f  «iK+---)  =  '?'Ä)-f9^Ä)  +  --.  +  9'(^:'JiK)  +  ... 

Es  ist  also  93?^  4-  g}^.,  -f  . . .  -f  9K,  -f- . . .  ein  rp-  meßbarer  Teil  m  von  ^2f , 
für  den: 

<pW>p. 

es  ist  also  auch: 

<P*{'^)>P, 

*)  Nach  C.  Caratheodory,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  258.  Ein  Bei- 
spiel einer  gewöhnlichen,  aber  nicht  regulären  Maßfunktion  ebenda,  363. 

^)  Näheres  über  innere  Maße:  C.  Caratheodory,  a.  a.  0.,  364.  A.  Rosen- 
thal, Gott.  Nachr.  1916,  305. 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  28 
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und  da  dies   für    jedes  der  Ungleichung  (ftt)  genügende  p  gilt,    ist 
(t)  bewiesen. 

Um  nun  auch  (tt)  zu   beweisen,    bemerken  wir,    daß  wegen  (f) 
gewiß : 

Gälte  hierin  das  Zeichen  ^,    so  gäbe   es   einen   y -meßbaren  Teil  I1i 
von  "?I-f 'Ö,  so  daß: 

Nach  Satz  I  sind    die  abgeschlossenen  Hüllen  9(*^,  93"  9- meßbar,  mit- 
hin auch  (§5,  Satz  VIII)  <>(" •  W ,  ^B'' •  9)? .     Aus: 

r(^^I,58)>0 
und 

9R<^^r+93 
folgt  sofort: 

v^)(0 .  m  =  % .  m ;     «"  •  W  =  93  •  ai( . 

Es  sind  also  91 -^Jt   und  93 -TO    (/^-meßbare  Teile  von  ■?{  bzw.  93,  und 
es  ist  wegen  ("''ft): 

(f^  (m)  =  (p  (%  •  m)  +  ^p  (93  •  m)  >  9^*  {%)  +  9?^  (93). 

Es  müßte  also  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen  gelten: 

entgegen  der  Definition  des  inneren  Maßes  (p.^.     Damit  ist  auch  (ff) 
bewiesen,  und  der  Beweis  von  Satz  III  beendet. 

Satz  IV.    Ist  (p  eine  reguläre  Maßfunktion,  ist  93   ^'-meß- 
bar  und  9(^93,  so  ist: 

n  7  *  (50 +  </.  (93  — 90  =  9^(93). 

Sei  in  der  Tat  De   ein  (/ -meßbarer  Teil  von  9{.     Dann  ist: 

{'''')  (p  (W)  +  cp  (93  —  m)  =  <^  (93), 

und  mithin,  wegen  93  —  9(-<93— ?J{: 

99  (9!«)  +  «^  (93 -91)  ^9?  (93), 

und  da  9*  (91)  die  obere  Schranke  der  9?  (93?),  so  ist  auch: 

(%^)  <p^{%)^<p{s&-%)<cp{se>). 

Andrerseits  folgt  aus  (^^)  wegen  9"*(9()  ^  9'(9}c): 
9'*(9I)  +  9)(93  —  $DZ)^  9^(93), 
und  da,  wie  aus  Eigenschaft  5.  der  regulären  Maßfunktionen   sofort 
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folgt,  95(93  —  51)  die  untere  Schranke  der  (/'{'iQ  —  m)  ist: 

Aus  (^x^)  und  (x^x)  ^^^r  folgt  (^),  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Wir  bezeichnen  als  maßgleiche  Hülle '•il*  von"'.?!  jede  (^-meß- 
bare, 'Jl  enthaltende  Punktmenge  %*  derart,  daß  für  jede  <p- meßbare  - 
Menge  lli: 

Insbesondere  ist  alf!0  auch  (indem  man  etwa  i1t  =  51*  setzt): 

,^(9t*)  =  ,^(s){). 

Wir  bezeichnen  als  maßgleichen  Kern  von  ")[  jede  in  "^K  enthaltene 
(/-meßbare  Menge  'ül^  derart,  daß  für  jede  7' -meßbare  Menge  W: 

Insbesondere  ist  also  auch  (indem  man  etwa  d)l  =  >}l*  setzt) : 

9;(9t*)  =  9^*(50. 

Satz   V.    Ist    (f   eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist  9?(^) 
endlich,  so  gibt  es  maßgleiche  Hüllen  von  'K. 

In    der  Tat,    nach  Eigenschaft  5.  der    regulären  Maß  funktionell 
gibt  es  zu  jedem  n  eine  71-meßbare  Menge  ':ö„>^''?(,  so  daß: 

9^(S3j<<^(3t)  +  ^. 
Setzen  wir: 

so  ist  ".Jl*  7 -meßbar  (§  5,  Satz  VIII),  und  es  ist: 

Sei  nun  llt  eine  beliebige  9^) -meßbare  Menge.    Angenommen,  es  wäre: 

Wegen  '?t*>^''.>(  ist: 

(***)  (p  (§1*  —  9)i  %*)  ^  (p  (<)(  —  m  51) . 

Da  W  7 -meßbar,  würde  die  Addition  von  (**)  und  (***)  ergeben: 

V.(?l*)>(/;(5t), 
entgegen  (*);  also  ist  (**)  unmöglich,  d.  h.  es  ist: 

und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Bevor  wir  daran  gehen,  den  analogen  Satz  für  die  maßgleichen 
Kerne  zu  beweisen,  ziehen  wir  einige  Folgerungen. 

28* 


436  ^'®  absolut-additiven  Mengenfunktionen. 

Satz  VI.     Ist  31*  maßgleiche  Hülle  von  3(,  so  ist: 

9)*(3(*  — <>r)  =  o. 

In  der  Tat,  andernfalls  gäbe  es  einen  99 -meßbaren  Teil  9JJ  von 
3(*  — ^:>(,  so  daß: 

Da  m^'H*  —  'X,  ist  g)J-9(  leer  und  daher: 

9,(gjj.3t)  =  0;     9;(gK-fll*)=:(^(530  >0, 

entgegen  der  Definition  der  niaßgleichen  Hüllen.    Damit  ist  Satz  VI 

bewiesen. 

Wir  können  nun  Satz  I  von  §  5  weiter  verschärfen: 

Satz  VII.    Ist  (p  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  gilt  für 

jede     93-meßbare     Menge    93    von     endlichem     99-Maße     die 

Gleichung: 

(V)  (;^(95)  =  <?'(9}Z33)  +  7;(^  — 5W33), 

so  ist  'lOi  9' -meßbar. 

In  der  Tat,  ist  93?  nicht  99 -meßbar,  so  gibt  es  nach  §  5,  Satz  I 

eine  Menge  9(  von  endlichem  99 (9(),  so  daß: 

(***)  <p  (90  <  <p  (9J?9()  +  <p  {%  -  m  90 . 

Sei  51*  eine  maßgleiche  Hülle  von  9{;  dann  ist: 

(p  (51)  =  (p  (%*) ;   (p{m'ä)£(p{m W*) ;  (p{'ä  —  'M%)<(p  {%*  —  9.1? %*) . 

Aus  (^*^)  folgt  also: 

<P  i^*)  <  (P  (9??9t*)  +  (^  (9t*  —  W%*), 

entgegen  der  Voraussetzung,    daß  für   jedes  90 -meßbare  53  von  end- 
lichem 99(33)  (***)  gilt.     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  VIII.  Ist  99  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist 
die  Menge  53?  nicht  99-meßbar,  so  gibt  es  eine  99-meßbare 
Menge  58  endlichen  99-Maßes.  so  daß  9Ji-33  gleichfalls  nicht 
99-meßbar  ist. 

Ist  in  der  Tat  M  nicht  9: -meßbar,  so  gibt  es  nach  Satz  VII 
eine  r^- meßbare  Menge  95  von  endlichem  99(^8),  so  daß: 

(0)  9'(33)<(^(5[»?93)  +  99(93  — W93). 

Hierin  ist  WSQ    nicht    99-meßbar;    denn    sonst    wäre    auch  S  — 9J?<8 
7^ -meßbar,  und  es  wäre 

9p  (23)  =  <^  ( SK  58)  -f  <p  (93  —  9K  93) , 
entgegen  (0).     Damit  ist  Satz  VIII  bewiesen. 


i 
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Satz  IX.      Sei    (p    eine    reguläre    Maßfunktion;    dann    ist 
stets: 

(00)  ^^{%)<cp{%); 

ist  's?!  T^-meßbar,  so  ist: 

(000)  q,^^[%)  =  (p  {::}{). 

In  der  Tat,    nach  Definition  ist  cp^,{%)  die  obere  Schranke  von 
9)  (9K')  für  alle  (p- meßbaren  Teile  m'  von  '}{.    Aus  9}J'-<^?(  folgt  aber: 

<p{m')<<p{ssi), 

und  daher  gilt  für  die  obere  Schranke  r/)^  {%)  der  cp  {^V)  Ungleichung  (00). 

Ist  ^?(  (^-meßbar,  so  kann  ait'= ''^(  gewählt  werden,  woraus  sofort 
(000)  folgt. 

Salz  X.     Sei  cp  eine  reguläre  Maßfunktion.    Ist  für  eine 
Menge  %: 

(V)  <p^(^\)  =  q^{%), 

und  ist  dieser  Wert  endlich^),  so  ist  1>(  9T-meßbar. 

Sei    in    der    Tat    %*    eine    maßgleiche    Hülle    von    %    (Satz  V). 
Nach  (^)  von  Satz  IV  ist: 

9*  (50  -f  <P  (^*  —  3t)  =  <P  (^*)  =  95  (21), 

mithin  wegen  (Oq^): 

«7)  (91*  — 90  =  0. 

Nach  §5,  Satz  XVI  ist  also  9r*  —  9(  93 -meßbar,  und  da  auch  9t*  (p- 
meßbar  ist,  so  auch  (§  5,  Satz  IV): 

91  =  <)(*  —  (91*  _  91) . 

Damit  ist  Satz  X  bewiesen. 

Zufolge  der  Definition  der  Meßbarkeit  galt,  wenn  11?  71 -meßbar, 
für  jede  Menge  91: 

cp{%)=(p  {m  91)  j^fp[%  —  <m  9t) . 

Für  den  inneren  (/-Inhalt  gilt  analog: 

Satz  XI.    Ist  (p  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist  50?  cp- 
meßbar,  so  ist  für  jede  Menge  9t: 

(t)  cp^  (9t)  =  cp^  {^%)  +  cp^  (91  —  m^). 

In  der  Tat,  ist  p  eine  beliebige  Zahl: 

(tt)  i'<<P*(9t), 


\)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel :  Sei  9Jl  eine 
9; -meßbare  Menge  mit  9^  (SR)  = -j- CO.  Ist  die  zu  9.1J  fremde  Menge  ^  nicht 
^-meßbar,  so  auch  9}J-|-^  nicht,  aber  es  ist: 

<^*  (2«  +  Ä)  =  9p  (iW  +  ^j  =  +  00 . 
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so  gibt  es  nach  Definition  von  9^^  einen  7' -meßbaren  Teil  93  von  9(, 
so  daß: 

Es  ist  dann,  da  auch  W  9' -meßbar : 

q.  i^<&)  =  9,  {3)i  93)  +  9'  («  —  m  ^)>p, 
und  somit  auch: 

9^*(9)??l)  +  9'*(9(— 5!»90>i?■ 
Da  dies  für  jedes  (ff)  erfüllende  p  gilt,  ist: 

(^t ')  T*  (53i 90  +  9'*  (9t  —  W 9t)  >  9'*  (91) . 

Nach  (f)  von  Satz  III  aber  ist: 

(ftf )  9'*  cm  91)  +  (p^  (9(  -  m  91)  <  <p*  (9r) . 

Aus  ['^r'')  und  (rtf)  aber  folgt  (f),  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

Als  Gegenstück  zu  §  5  Satz  I  und  zu  Satz  VII  erhalten  wir: 
Satz  XII.    Ist  95  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  gilt  für 

jede  91-meßbare  Menge  91  von  endlichem  9'-Maße: 

(1 )  T  (90  =  9'*  (^  91)  +  9^^  (9(  —  m  91) , 

so  ist  y)l  9;-ra eßbar. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  sei  Wi  nicht  9' -meßbar.  Nach 
Satz  VIII  gibt  es  dann  eine  9' -meßbare  Menge  93  endlichen  9) -Maßes, 
so  daß  1>?93  nicht  91 -meßbar.     Nach  Satz  X  ist  dann 

(2)'  9^*(55?33)<9'(9J?93). 

Sei  9t  eine  maßgleiche  HüUe  von  9)i53;  dann  ist: 

(3)  9,(5()  =  9.(g«93);     9JJ93<91. 
Dabei  kann  angenommen  werden: 

(4)  9f  <  « , 

denn    andernfarlls    ersetze   man  9t  durch  die  Menge  9193,    die  gleich- 
falls eine  maßgleiche  Hülle  von  9Jf93  ist. 
Wegen  (4)  ist  auch: 

«i9(-<9??93. 

Wegen  der  zweiten  Relation  (3)  ist  umgekehrt: 

^rf93<9)?9t. 
Es  ist  also: 

(5)  m^  =  Wil;     9(  — W9(  =  9(  — W^. 
Nach  Satz  VI  ist  also: 

9'*(9f  — gj;9t)  =  o. 
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Es  ist  daher,  bei  Beachtung  von  (5),  (2)  und  (3): 

(p^  (W90  +  «r*  (?t  —  SKsr) = (p^  (9K  w)  =  (f^  m  ^)<  «r  {m  S3)  =  <p  {%). 

Es    gilt    also    (1)    nicht    für    jede    9' -meßbare    Menge    ■;>(    endlichen 

9; -Maßes,  und  Satz  XII  ist  bewiesen. 

Nun  endlich  beweisen  wir  das  Gegenstück  zu  Satz  V: 

Satz    XIII.     Ist    (p    eine    reguläre  Maßfunktion,    und    ist 

<;?^  (91)  endlich,  so  gibt  es  maßgleiche  Kerne  von  %. 

In  der  Tat,    nach  Definition   von  99^  gibt    es    zu    jedem  n  eine 

9^ -meßbare  Menge  '!Ö„-<\'t,  so  daß: 

n 
Setzen  wir: 

?i*=«,  +  «,  +  ...  +  «„4-.-.. 

so  ist  'ii^  99 -meßbar,  und  es  ist: 

D  '^1*<^U     9^(«*)  =  9^*C^t). 

Sei  nun  'iSl  eine  beliebige  9; -meßbare  Menge.    Angenommen,  es  wäre: 

{'''')  (p{m%^)<cp^{m^ä). 

Wegen  'ä^^'ä  ist: 

C'^^^)  (p  C?f*  —  9J??(*)  <  <p^  {%  —  9«9I). 

Da  yjl  9^ -meßbar,  würde  die  Addition  von  (^^)  und  (J^^^^j  wegen  (f) 
von  Satz  XI  ergeben : 

'?'(«*)<9'*0-«)> 
entgegen  (^).     Also  ist  (^^)  unmöglich,  d.  h.  es  ist: 

(p{y)UQ  =  cp^{^Mi), 
d.  h.  9(^  ist  maßgleicher  Kern  von  'i>| .    Damit  ist  Satz  XIII  bewiesen. 

Satz  XIV.  Ist  95  eine  reguläre  Maßfunktion,  ist  {^}ly} 
eine  monoton  wachsende-^)  Mengenfolge  uud9(  =  lim'^f^,  so  ist: 

(*)  9^(90  =  lim9?(3rj. 

In  der  Tat,  die  Behauptung  ist  offenbar  richtig,  wenn  es  unter 
den  (p  {)ily)  unendliche  gibt,  denn  dann  sind  sie  fast  alle  =  -j-  00,  und 
wegen  %  >-  §{,,  ist  auch  qp  {%)  = -\- 00 . 

Seien  also  alle  99  (■*?(,,)  endlich  und  sei  (Satz  V)  Slf  eine  maßgleiche 
Hülle  von  5(,. : 

1)  Für  mono'on  abnehmende  Mengenfolgen  gilt  ein  solcher  Satz  nicht: 
F.  Haiisdorff,  Grundz.  d.  Mf-ngenlehre.  419. 
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Wir  setzen: 

dann  ist  auch  die  Mengenfolge  {%}  monoton  wachsend,  und  wegen: 
•ül^ -< 51», -< ^*  ist  auch: 

Setzen  wir:  _  _ 

«-=lim9I,, 

80  ist,  da  die  iu  9? -meßbar  (§  5,  Satz  XV): 

(p  (il)  =  lim  <p  i^y)  =  lim  9?  (<M,), 

V  =  <X>  V=  00 

und  wegen  9l-<9i  ist  also: 

(**)  (p{%)£\im(p{%,). 

Wegen  W>-?(v  ist  aber  andrerseits 

(***)  9)  (51)^  lim  (p(^,). 

Durch  (**)  und  (***)  aber  ist  (*)  bewiesen. 

Satz  XV.  Ist  (f.  eine  reguläre  Maßfunktion,  ist  {51,}  eine 
monoton  abnehmende^)  Mengenfolge  und  3I==hmWv,  so  ist, 
wenn  nicht  alle  9?*(5(r)  unendlich  sind:  """"^ 

(V)  <p^{^)  =  ]im<p^{%y). 

*  In  der  Tat,  wir  können  ohne  Einschränkung  der  Allgemeinheit 
annehmen,  alle  9:* (91,)  sind  endlich.  Sei  %^,  ein  maßgleicher  Kern 
von  %  (Satz  XIII).     Wir  setzen: 

%■=%■*+  %■  +  !  *+...  +  %■  +  !.*+.  .  . 

Dann  ist  {%y}  monoton  abnehmend,  es  ist: 

95  (21.)  =  9^*  (SU), 
und,  wenn : 

91  =  lim  % 

V  -;  X 

gesetzt  wird,  ist  (§  5,  Satz  XIV) : 

9:  (91)  =  lim  (p  {%,)  =  lim  9?  *  (91.)  • 

V  :=  X  )»  —  X 

Wegen  9I>^9I  ist  also: 

9'*(9I)^lim97„(9t,), 


*)  Für  monoton  wacheende  Mengenfolgen    gilt   ein    solcher  Satz   nielii: 
F.  Hausdorff,  a.  a.  0.  418. 


Kap.  VI,  §  6.    Gewöhnliche  und  reguläre  Maßfunktionen.  441 

wegen  •?( -<?(,,  »et: 

«^^(91)^  lim  9?^  (51.), 

womit  (*:»*)  nachgewiesen  ist. 

Nun  können  wir  die  Sätze  V  und  XIII  noch  ein  wenig  verall- 
gemeinern. 

Satz  XVI.  Ist  (p  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist  der 
Raum  9t  Vereinigung  abzählbar  vieler  f/ -meßbarer  Mengen 
von  endlichem  99-Maße,  so  gibt  es  zu  jeder  Menge  ?I  aus  9t 
maßgleiche  Hüllen. 

In  der  Tat,  nach  Annahme  gibt  es  eine  monoton  wachsende 
Mengenfolge  {9tv}j  so  daß  9  (9t,.)  endlich  und 

9fl==lim9t„. 
Sei  91  eine  beliebige  Menge  aus  9t;  wir  setzen: 

Dann  sind  alle  95  (Wv)  endlich,  es  ist  {51,.}  monoton  wachsend,  und 
es  ist: 

5(  =  lim9l,. 

Sei  9(*  maßgleiche  Hülle  von  %..  Wie  beim  Beweise  von  Satz 
XIV  setzen  wir; 

2tv  =  9t?-5r*+i  ...;      9I*=lim31[,. 

Dann   ist  {9Iv}  monoton  wachsend,   und   es  ist  auch  %y  maßgleiche 
Hülle  von  %..     Für  jede  ^r-meßbare  Menge  9)?  ist  also: 

(1)  (p{^%)  =  (p{mu). 

Da  {9JJ9(,.}  eine  monoton  wachsende  Folge  93-meßbarer  Mengen  mit 
lim  5!K?I,  =  9J?9(*  ist.  so  ist  (§  5,  Satz  XV): 

(2)  \im(p{m%)  =  if(m.^{*). 

Da  {5!K9(v}    eine  monoton  wachsende  Folge  mit  lim  SD?  W».  =  SD?  5( ,  ist 
nach  SatzXTV:  "=* 

(3)  \im(p{m%)  =  (f'{m%). 

V  r-  X 

Aus  (1),  (2),  (3)  aber  folgt: 

d.h.  es  ist  %*  maßgleiche  Hülle  von  ?I,  und  Satz  XVI  ist  bewiesen. 
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Satz  XVII.  Ist  9;  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist  der 
Raum  9t  Vereinigung  abzählbar  vieler  99-meßbarer  Mengen 
von  endlichem  f;-Maße,  so  ist  das  Komplement  einer  maß- 
gleichen Hülle  von  ^^l  ein  maßgleicher  Kern  des  Komple- 
mentes von  '-K. 

Wir  haben  zu  beweisen:  Ist  1H*  maßgleiche  Hülle  von  ^>(,  und 
wird : 

(4)  ^  =  9t  — ^)( 
gesetzt,  so  ist 

(5)  «p^=9i  — s)(* 
maligleicher  Kern  von  *ö. 

Da  der  Raum  9J  Vereinigung  abzählbar  vieler  7^-meßbarer  Mengen 
von  endlichem  9 -Maße,  so  ist  er  auch  Vereinigung  abzählbar  vieler 
zu  je  zweien  fremder  solcher  Mengen: 

(6)  gt=ri,-|-C,  +  ...  +  a4----- 

Sei  '?1?  irgendeine  g9-meßbare  Menge.     Wir  haben  zu  zeigen: 

Angenommen  es  wäre: 

(8)  9M«J93*)<9^*0T)?23). 

Dann  gäbe  es  eine  9?-meßbare  Menge  92^5[)Z58,  so  dalJ  auch: 

(9)  9.(9)IS8*)<9^(9J). 
Wegen  (6)  ist: 

V  r 

Wegen  (9)  muß  also  mindestens  eine  der  Ungleichungen  gelten: 

und  mithin 

(10)  <^(gKO..S3*)<<?'*(9J?£lvS3). 

Wegen  Satz  IV^  folgt  aber  aus  (4)  und  (5): 

<p*  cm  o,.  s&)  =  cp{'m  Br)  —  <p{m  g.  %) 
9^  {m  D,.  «*)  =  (pim£iy)  —  <p  {m  a,.  u*) . 

Aus  (10)  würde    also  folgen: 

(p{'m€ir^*)><p{m£i,.'H), 

entgegen  der  Tatsache,  daß  ')}{*  maßgleiche  Hülle  von  1H.  Es  ist 
also  (8j  unmöghch,  d.  h.  es  gilt  [1),  d.  h.  "-^^  ist  maßgleicher  Kern 
von  33,  lind  Satz  XVII  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  XVI  und  XVII  folgt  nun: 
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Satz  XVIII.  Ist  99  eine  reguläre  Maßfunktion,  und  ist 
der  Raum  di  Vereinigung  abzählbar  vieler  71-meßbarer 
Mengen  von  endlichem  f/j-Maße.  so  gibt  es  zu  jeder  Menge '«Jt 
aus  ?)\  maßgleiche  Kerne. 

Sei  {'.H, }  eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  Mengen,  und  sei  9( 
ihre  Vereinigung.  Dann  gilt  (einerseits  nach  Eigenschaft  3.  der  Maß- 
funktionen (S.  424),  andrerseits  nach  Satz  III): 

r  r 

Wir  stellen  nun  noch   einen  wichtigen  Spezialfall  fest,   in  dem  diese 
Ungleichungen  in  Gleichungen  übergehen: 

Satz  XIX.  Sei  91  eine  reguläre  Maßfunktion;  sei  {W,,} 
eine  Folge  zu  je  zweien  fremder  <;>-meßbarer  Mengen,  und  sei: 

Dann  gelten  für  die  Vereinigung 

die  beiden  Gleichungen: 

(*)  'p{^)=^2<p{%-)i  M^i)=:2.9*{^r). 

Sei  zunächst  9:^(91)  und  9*(lU)  endlich,  und  sei  %*  maßgleiche 
Hülle  (Satz  V),  %^  maßgleicher  Kern  (Satz  XIII)  von  '?(.  Dabei  können 
wir  annehmen:  / 

^K*  <  m^  -f  9J?2  +  . . .  +  W..  4-  . . . , 

demi  anderenfalls  hätten  wir  'i>(*  nur  zu  ersetzen  durch  den  Durch- 
schnitt : 

\H*  •  m,  +  m,  -f . . .  +  5K.  +  . . .)  • 

Es  ist  3(* 'in^,,  maßgleiche  Hülle, '^M^,  9)?,.  maßgleicher  Kern  von  'Ky. 
Wir  haben  also: 

(**,  9^(91)  =  99  (2t*);      9^(9t.)  =  9'(«*9K.); 

r* (;?0  =  (p  (9f*) :     9^* (%■)  =  <p  (9(* m,) . 
Da  nun: 

%*  =  s)t*.g!K,  -r-  %*-m.,  -f  . . .  -f  9f*-5!»..  +  . . . ; 

so  ist  auch: 

Aus  (**)  und  (***)  aber  folgt  (*). 
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Ist  9?(3l)  =  -|~  ^^»  so  wegen  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen 
(S.  424)  auch  S^^l-U)»  ^^^  ^^  8^^*  wieder  die  erste  Gleichung  (*).  —  Ist 

(0)  '  <p^{<ä)  =  +  oo, 

so  gibt  es,  wenn  die  Zahl  p  beliebig  gegeben  ist,  einen  9? -meßbaren 
Teil  S&  von  "Jl.  so  daß: 

(00)  <pi'^)>P- 

Setzen  wir: 

93,.  =  ^  5m., 
so  ist  wegen  (00): 

(000)  (p{^)  =  2  (f'  ($8  9}?..)  >  p . 

Da  Sß^Ot,.  ein  9? -meßbarer  Teil  von  %.,  so  ist: 

9^*(5lv)^9^(93gK,), 
und  mithin  wegen  (000): 

29'*(^v)>iJ. 

V 

Da  dies  für  jedes  p  gilt,  so  ist: 

N  99^  (51,)  =  4- 00, 

und  da  auch  (/-^  (%)  =  -|-  00  war,  gilt  die  zweite  Gleichung  (*).    Damit 
ist  Satz  XIX  bewiesen. 

§  7.  Inhaltsfunktionen. 

Wir  gehen  nun  noch  einen  Schritt  weiter  in  der  Spezialisierung 
der  betrachteten  Maßfunktionen  97.  indem  wir  an  Stelle  von  Forde- 
rung 5.  (S.  432),  der  die  regulären  Maßfunktionen  zu  genügen  hatten, 
die  Forderung  treten  lassen: 

0  a.  Zu  jeder  Menge  51  gibt  es  einen  o-Durchschnitt 
X>%  so  daß: 

Eine  Maßfunktion,  die  den  Forderungen  1.,  2.,  3.,  4.  der  gewöhn- 
lichen Maßfunktionen  und  außerdem  noch  der  Forderung  5  a.  genügt, 
wollen  wir  eine  Inhaltsfunktion  nennen. 

Da  nach  §  6,  Satz  II  jeder  0- Durchschnitt  9 -meßbar  ist,  so  ist, 
wenn   5a.  erfüllt  ist,  gewiß  auch  5.  erfüllt,  und  wir  haben: 

Satz  I.  Jede  Inhaltsfunktion  ist  eine  reguläre  Maß- 
funktion*). 

*)  Die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt  nicht.  Beispiel:  Sei  Dt  der  eukli- 
dische  %.   und  sei    9;  (9J)  =  0   oder  =r-|-oo,   je  nachdem   'Jl   abzählbar   oder 
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Satz  II.  Ist  cp  eine  Inhaltsfunktion  und  (pi^)  endlich, 
so  gibt  es  ei-nen  o-Durchschnitt,  der  maßgleiche  Hülle  von 
%  ist. 

In  der  Tat,   nach  Eigenschaft  5  a.   gibt   es    einen   o- Durchschnitt 

"3)>9r,  so  daß  (^^  {%)  =  cp  {%);  nach  §6,  Satz  IV  ist: 

(p^{%  —  9t)  =  9?  (®)  —  <^  (^)  =  0. 
Für  jede  9^-meßbare  Menge  5??  ist  daher: 

V^=,(3}?{®— 9I))  =  0, 
und  mithin  nach  §  6,  Satz  IV: 

q.  {m  ^  =  (p  im'ü)  +  (p^{m{%  —  %))  =  <p  (gji^t), 

womit  Satz  II  bewiesen  ist. 

An  Stelle  von  §  6,  Satz  XIII  tritt: 

Satz  III.  Ist  (p  eine  Inhaltsfunktion  und  9^*(3t)  endlich, 
so  gibt  es  eine  a-V^ereinigung,  die  maßgleicher  Kern  von 
91  ist. 

In  der  Tat,  zunächst  gibt  es  nach  §  6,  Satz  XIII  einen  maß- 
gleichen Kern  ^^(^  von  2(;  wegen: 

99(9U)  =  99(9r) 

ist  (p{%^)  endlich.  Nach  Satz  II  gibt  es  also  einen  o-Durchschnitt  S, 
der  maßgleiche  Hülle  von  9f^  ist.     Wegen: 

(?.(3r*)  =  9^(®) 

ist  auch  (p  (^)  endlich.  Nach  Satz  II  gibt  es  einen  o-Durchschnitt  G, 
der  maßgleiche  Hülle  von  'S  —  9t ^^  ist.  Dabei  kann  angenommen 
werden  (£-<®,  da  man  andernfalls  nur  ®  durch  S-ß  zu  ersetzen 
hätte.  Verstehen  wir  nun  in  §  6,  Satz  XVII  unter  dem  Räume  ^ 
die  Menge  ®,  so  lehrt  er,  daß  das  Komplement  X  —  G  maßgleicher 
Kern  von  9t*  ist,  d.  h.  für  jede  meßbare  Menge  M  ist: 

(t)  <p{m'^  —  ^))  =  (p{^i^u)=(p*{'^'i^)- 

Als  O-Durchschnitt  hat  2)  die  Gestalt: 
(tt)  2)  =  D,-a-...-D„-..., 

wo  die  0„  offen.    Nach  Kap.  I,  §  3.  Satz  IV  ist  aber  0„  eine  a-Ver- 


nicht-abzählbar.  Dann  ist  jede  Menge  9(  <>?- meßbar.  Sei  insbesondere  9(  die 
Menge  aller  rationalen  Punkte  des  ^,.  Dann  ist  qp('<}V)=^0.  Jeder  5t  enthal- 
tende O-Durchschnitt  2  aber  hat  nach  Kap.  I,  §  8,  Satz  VI  die  Mächtigkeit  c, 
so  daß  rp  ('S)  =  -\-  oo.  Es  ist  also  7?  zwar  eine  reguläre  Maßfunktion,  nicht 
aber  eine  Inhaltsfunktion. 
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einigung: 

wo  die  *J3«,,  abgeschlossen,    und  nach  Kap.  I,  §  2,  Satz  XI  kann  an- 
genommen werden: 

Es  ist  also: 

2)  =  ®«„.i  +  S) ?8„,2  4-  •••  +  ® ««,.■+■•  • 
und  mithin  (§  5,  Satz  XV): 

V    —  OB 

Daraus  entnehmen  wir:   Ist  £„  ^  0  beliebig  gegeben,  so  gibt  es 
in   D„  einen  abgeschlossenen  Teil  58^^,  so  daß: 

(ttt)  99(®)-<?^(®-^J<.„. 

Wählen  wir  insbesondere  die  £„   so,  daß: 

n=i  »» 

und  setzen  wir: 

99i-«2-. ..•«„•.. .  =  «^'"^ 
so  ist,  wegen   ^^8     -<  D„,   zufolge   (tt)  ^S^*"^   ein   abgeschlossener   Teil 

von  'S",  und  aus 

X  —  «'""  =  (2)  —  2)  58i )  -|-  ( ®  —  S  33,)  -h  . . .  +  (®  —  ®  93„)  4-  •  •  • 
folgt  wegen  (tft): 

9:^(5))  — <p(S3W)<i£„<  —  . 

Es  ist  daher: 

93  =  ^^W  4-  s8(2)  4- . . .  -i-  93'""  4-  •  • . 

eine  in  D  enthaltene  a- Vereinigung,  für  die  (§5,  Satz  XV): 

und  somit: 

(ftf)  "     ,p(^._33)  =  0. 

Bilden  wir  nun: 

(ttt)  G  =  93  — «C£-  =  (9?  — e)•33.- 

Da  $R  ^ — (ä   als  Komplement    eines   o- Durchschnittes    eine  a -Vereini- 
gung ist  (Kap.  I,  §  2,  Satz  X),    so    auch  S    als  Durchschnitt  zweier 
«-Vereinigungen  (Kap.  I,  §  2,  Satz  XIV). 
Ferner  ist  wegen  93  -<  ® : 
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und    da    ®  — @   maßgleicher  Kern  von  ''H^  war,   auch  6-<"?{^,    und 
mithin  l£^9r. 

Wegen  33  ^l)  folgt  aus  (tft)" 

6  =  58_<8e  =  93(^_g). 
Also  ist : 

(®  —  e) -  6  =  (®  —  e)  —  93 (D  —  (sx ^  —  33, 

und  aus  (ftf)  folgt  daher  für  jede  (/^-meßbare  Menge  i1?: 
Also  wegen  (f): 

d.  h.  es   ist  (£  maßgleicher  Kern   von  '-}(,   und  Satz  III  ist  bewiesen. 

Satz  IV.  Ist  (f  eine  Inhaltsfunktion,  und  ist  der  Raum  9? 
Vereinigung  abzählbar  vieler  ^/-meßbarer  Mengen  von  end- 
lichem 9 -Maße,  so  gibt  es  in  jeder  Menge  ^f  eine  «-Ver- 
einigung, die  maßgleichcr  Kern  von  9(  ist. 

In  der  Tat.  nach  §  6,  Satz  XVIII  gibt  es  in  ^^t  einen  maßgleichen 
Kern  ^.?l^.  Es  wird  genügen  zu  beweisen:  Es  gibt  eine  a- Vereinigung 
%4:^^%,  so  daß 

(p{%  —  'n^^)  =  0. 

Nun  ist  nach  Voraussetzung  3t  ^  Vereinigung  abzählbar  vieler  99-meß- 
barer  Mengen  33i   endlichen  ^'-Maßes: 

•      3I..,  =  33i4-^2  +  ---+^iV  +  .... 

Zu  jeder  Menge  ^,,  gibt  es  nach  Satz  III  einen  maßgleichen  Kern  (i,.,. 
der  «-Vereinigung  ist;  dann  gilt: 

Setzen  wir: 

3u  =  ei  +  e24----4-e.-  +  ..., 

so  ist  auch  %^,^  a- Vereinigung,  es  ist  '^^.^.'^.''H.^,  und  es  ist: 
cp  {%  —  3I*J  £2<P  (33,.  —  e..)  =  0 . 

Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 

Wir  folgern  daraus  weiter: 

Satz  V.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  IV  gibt 
es  zu  jeder  Menge  3(  eine  maßgleiche  Hülle,  die  o-Durch- 
schnitt  ist. 

In  der  Tat,  zunächst  gibt  es  nach  §  6,  Satz  XVI  eine  maß- 
gleiche Hülle  3(*  von  31.  Es  wird  genügen  zu  zeigen,  daß  es  einen 
o-Durchschnitt  3t**>3r*  gibt,  so  daß: 


448  Die  absolut-additiven  Mengenfunktionen. 

Nun  gibt  es,  wie  wir  beim  Beweise  von  Satz  IV  sahen,  eine  a- Ver- 
einigung 6-<9t  —  SU*,  so  daß: 

95(9^  —  51*  — 6)  =  0. 

Wir    setzen    9i  —  G  =  'i?t**.      Dann    ist    '»^l**    0- Durchschnitt,    es    ist 

'?(**> 'Jl*,  und  es  ist: 

<p  {%**  —  31*)  =  9?  (91  —  C  —  91*)  =  0 . 
Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Sei  qy  eine  für  alle  offenen  Mengen  D  definierte, 
nicht  identisch  verschwindende  Mengenfunktion  von  fol- 
genden Eigenschaften: 

1.  Es  ist  99(0)^0  für  alle  offenen  Mengen;  für  die  leere 
Menge  2  ist  (p(2)  =  0. 

2.  Aus  Oj^Oo  folgt: 

3.  Ist   die  offene  Menge  0  Vereinigung  abzählbar  vieler 
offener  Mengen: 

0  =  D,-i-D.3+...  +  D.4---.,      • 
so  ist: 

(1)  ^i^)£<p{^,)  +  <p{0,)  +  ...^<p{D.)-^.... 

4.  Sind   die  beiden   offenen   Mengen   Dj   und   D„   fremd, 

(2)  '         9^(01+0,)  =  9^(0,) +  9.  (DJ. 

Dann  kann  (p{£!)  zu  einer  für  alle  Punktmengen  definierten 
Inhaltsfunktion  erweitert  werden^). 

In  der  Tat,  sei  %  eine  beliebige  Punktmenge.  Wir  verstehen 
unter  99  (9()  die  untere  Schranke  von  99  (0)  für  alle  9(  enthaltenden 
offenen   Mengen  £. 

Die  so  für  alle  Mengen  2t  definierte  Mengenfunktion  99  (91)  ist 
nun  eine  Inhaltsfunktion.  In  der  Tat,  die  Eigenschaften  1.  und  2. 
der  Maßfunktionen  (S.  424)  sind  erfüllt,  wie  sofort  aus  den  Eigen- 
schaften 1.  und  2.  von  (p{£))  folgt.  Wir  weisen  nach,  daß  auch  Eigen- 
schaft 3.  der  Maßfunktionen  erfüllt  ist. 

Sei  zu  dem  Zwecke 

9{  =  9{,-f  9t,4-...  +  9t,.  +  .... 


*)  Ist  QJ  eine  offene  Menge,  und  ist  rpiü)  nur  definiert  für  alle  D<^6J, 
80  kann  rp  zu  einer  für  alle  in  &  enthaltenen  Punktmengen  21  definierten 
Inhaltsfunktion  erweitert  werden. 
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Wir  haben   zu  zeigen,  daß: 

(3)  <?'W^9'(?I,)  +  9'(9t.)  +  ...  +  <^W  +  -... 

Dies  ist  sicher  richtig,  wenn  ein  9?  (91^)  = -{- oo .  Seien  also  alle  93  (3t»,) 
endlich.  Ist  dann  f>0  beliebig  gegeben  und  {ey}  eine  Folge 
positiver  Zahlen,  so  daß: 

(4)  2*K^fc-, 

r 

so  gibt  es  zu  31,.  eine  offene  Menge  S}„  >^  3t>. ,  so  daß : 

(5)  9='(a)<<pW-f  e.. 
Setzen  wir: 

o = o^  4-  D.-,  4-  •  •  •  4-  öv  4-  •  •  • . 

so  ist  0>3I,  und  aus  (1),  (5),  (4)  folgt: 
Aus  D>-3t  aber  folgt: 

y 

und  da  dies  für  jedes  t\>>  0  gilt,  ist  (3)  bewiesen. 

Wir    beweisen    sodann    Eigenschaft    4.  der    gewöhnlichen    Maß- 
funktionen (S.  430).     Seien  91  und  33  zwei  Mengen,  für  die: 

(0)  r(9l,S3)  =  o>0. 

Wir  haben  zu  zeigen: 

(7)  ^(gi^-SBj^^^W  +  ^'CSS). 

Wegen  (3)   ist   gewiß: 

<?^  (91 +  95)  ^9?  (31) +  7^  (33). 
Es  ist  also  nur  noch  zu  zeigen: 

9?  (21  +  93)  ^<7?  (3t)  4- 9?  (33). 

Dazu  genügt  es,  zu  zeigen:  Für  jede  3t -|- 93  enthaltende  offene 
Menge  D  ist: 

(8)  <piQ)><pw-{-wm- 

Wir  setzen: 

Dl  =  0  •  U  (3t ;  1)  :     0,,  =  D  •  U  ^93 :  |)  . 

Wegen  (6)  sind  dann  Oj  und  £:.,  fremd;  es  gilt  also  (2),  und  da 
Oj  +  D.3-<D,  so  ist: 

9^(01  4-a)  =  9'(Ox)4-<^(a,)^9P(D). 
Wegen: 

95(31)^97(0);     9^(93)^9>(C.,) 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  29 
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ist  also   erst   recht: 

und  (8),  und  damit  auch  (7)  ist  bewiesen. 

Was  endlich  Eigenschaft  oa.  der  Inhaltsfunktionen  (S.  444)  an- 
langt, so  gibt  es  nach  Definition  von  99  (^)  eine  Folge  offener  Mengen 

0^>^?l.   so  daß 

lim(j9(D,)  =  9o(<M). 

Setzen  wir: 

®  =  Dj-D.,-...-a-..., 

so  ist  auch  '3)>^'?(  und 

wie  Eigenschaft  5  a.   es  verlangt.     Damit   ist  Satz  VI    nachgewiesen. 

Wir  wollen  noch  ein  anderes  Verfahren  besprechen,  das  uns  in  §  8  auf 
die  wichtigsten   Spezialfälle   des   Begriffes    der  Inhaltsfunktion   führen   wird^). 

Sei  T  ein  System  von  Punktmengen  des  Raumes  9i,  derart  daß,  wenn  o 
irgendeinen  Punkt  von  SR  bedeutet,  in  jeder  Umgebung  von  a  mindestens  eine 
a  enthaltende  Menge  aus  T  liegt.  Für  alle  Mengen  2  von  T  sei  eine  nicht- 
negative Mengenfunktion  t(J)  definiert. 

Sei  nun  21  eine  gegebene  Punktmenge,  q  eine  positive  Zahl.  Wir  be- 
zeichnen als  ein  System  T('2l,o)  jedes  Teilsystem  von  T  mit  folgenden  Eigen- 
schaften: 

1.  Ist  a  ein  beliebiger  Punkt  von  51,  so  gibt  es  in  T{'a,Q)  mindestens 
emc  a  enthaltende,  ganz  in  U(a;o)  liegende  Menge  aus  T. 

2.  Jede  Menge  aus  T(3(,  o)  liegt  ganz  in  der  Umgebung  U  (a;  o)  mindestens 
eines  Punktes  a  von  2t  [und  mithin  ganz  in  U  (21;  q)]. 

Wir  bilden  nun  zu  jeder  Menge  'X  aus  T(2I,e)  den  Funktionswert  r  {%) 
und  bezeichnen  mit  S{T(2I,ö)}  die  Summe  der  t  (X)  'für  alle  Mengen  Z  aus 
T(2t,o)]^;.  Die  untere  Schranke  aller  dieser  Zahlen  S{T(2(,e)}  [für  alle  mög- 
lichen T(2l,o),  bei  festgehaltenem  21  und  g]  bezeichnen  wir  mit  (;p  (2(,  e)- 

Weil  für  g'^g  jedes  T(2l,e';  auch  ein  T(2I,e)  ist,  so  ist: 

Es  existiert  also  der  Grenzwert: 

(0)  (p{<il)  =  hm(f('ä,Q). 

e  =  -(-o 

Hierdurch  ist  die  Mengenfunktion  95(21)  für  alle  nicht  leeren  Mengen  2(  definiert. 
Wir  dehnen  ihre  Definition  auch  auf  die  leere  Menge  2  aus  durch  die  Fest- 
setzung : 

9^(2) -0. 
Wir  behaupten: 


*)  Vgl  hierzu  F.  Hausdorff,  Math.  Ann.  79  (1918),  159. 
")  Gibt  es  unter  den  Zahlen  r(3:)  eine  nicht  abzählbare  Menge  von  Null 
verschiedener,  so  ist  unter  ihrer  Summe  der  Wert  -j-  CX)  zu  verstehen. 
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Satz  VII.  Die  durch  (0)  definierte  Mengenfunktion  cp  ist  (wenn 
sie  nicht  für  alle  VI  vorschwindet)  eine  gewöhnliche  Maßfunktion. 

Wir  haben  zu  zeigen,  daß  rp  (VI)  die  Eigenschaften  1.,  2.,  3.  von  S.  424  und 
4.  von  S.  430  besitzt. 

Für  Eigenschaft  1.  folgt  dies  daraus,  daß  r  (I)  ^  0  vorausgesetzt  war; 
für  Eigenschaft  2.  daraus,  daß,  wenn  33<<3f,  aus  jedem  System  J{^,q)  durch 
Weglassen  gewisser  Mengen  %  ein  System  T(33,e)  wird,  für  das  dann: 

s{T(«,e)}<s{T(?r,e)}. 

Sei,  um  nun  Eigenschaft  3.  nachzuweisen: 

<a  =  a,  +  '^i,  +  . ..  +  ?!,  +  :... 

Wir  haben  zu  zeigen,  daß: 

(00)  9'(«)^2'^(^r)- 

V 

Das  ist  sicher  richtig,  wenn  ein  9?  (9t  J  = -(- oo  .   Seien  also  alle  9s  (2(J  endlich. 
Sei  f  >0  beliebig   gegeben    und    {f^}   eine  Folge  positiver  Zahlen,  so  daß: 

V 

Zu  jedem  SÜ^  gibt  es  ein  System  T(2t^,e),  so  daß: 

S {T  {%,  Q)}  <  TP  (Vl„  Q)^e.^<p  («.)  +  e, . 
Die    Vereinigung    dieser    Systeme    T  (2f^,  g)   {v^=\,2,  .. .)    bildet    offenbar    ein 
System  T(2l,e),  für  das: 

s{T(?i,e)}^2s{T(5i.,e)}<2(?'(2i>)  +  'v)^29^WH-^. 

V  V  V 

Also  ist  auch: 

V 

und  mithin: 

(p  (91)  =  lim  <p{%,Q)^y,cp  (91,.)  +  e, 
e  =  +o  r 

und  da  dies  für  jedes  c  >-  0  gilt,  ist  (00)  bewiesen. 

Es  gilt  noch,  Eigenschaft  4.  nachzuweisen.    Seien  zu  dem  Zwecke  9t  und 
23  zwei  Mengen  positiven  Abstandes.    Wir  haben  zu  zeigen: 

9,(9t  +  93)  =  9'(^a)  +  <^(iö). 
Wegen  (00;  ist  gewiß: 

9>(^Jt  +  93)^9'W  +  9'(33). 
Es  genügt  also,  nachzuweisen: 

(000)  cp  (Vt  -f  93)  ^ '?'  (^21)  -f  9^  (93)  • 

Wir  wählen  zu  dem  Zwecke  die  positive  Zahl  q: 

e<l»-(9t,93). 

Jedes  System  T  (9t  +  53,  p)  ist  dann  Vereinigung  zweier  fremder  Systeme  T(9I,o) 
und  T('.8,ß)  und  daher  ist: 

S  {T  (9t  +  33,  Q)}  ==  S  (T  (9t.  e)}  +  S  {J  (93,  e)}  . 

Für  die  unteren  Schranken  folgt  daher: 

9'(^  +  S3,e)^9(9t,e)  +  7'(93,e). 

29* 
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und  hieraus  folgt  (000)  durch  den  Grenzübergang  q  — >--f-0.  Damit  ist  Eigen- 
schaft 4.  nachgewiesen,  und  der  IJewcis  von  Satz  VII  beendet. 

Satz  VIll.  Sind  die  Mengen  Z  des  Systems  T  offen,  so  ist  die 
durch  (0)  definierte  Mengenfunktion  9;  (wenn  sie  nicht  identisch 
verschwindet)  eine  Inhaltsfunktion. 

Zufolge  Satz  VII  haben  wir  nur  mehr  nachzuweisen,  daß  9;'  die  Eigen- 
schaft 5a.  (S.  444)  hat;  d.  h.  wir  haben  zu  zeigen:  Zu  jeder  Menge  ?l  gibt  ea 
einen  0- Durchschnitt  2)>-3t,  so  daß: 

(*)  q>{'S>)  =  cp{SH). 

Dies  ist  evident,  wenn  97  (?l)  = -|- «J  •     Sei   also  «p  (3()   endlich.     Ist  {o„}  eine 

Folge  positiver  Zahlen  mit 

(**)  lim  i>„  =  0 . 

n  =  00 
80  ist  nach  Definition  von  qy  (?l) : 

(%*)  9.(3r)  =  lim9>(3t,p„). 

n  =  00 

Und  da  9  (31,  p„)  untere  Schranke  der  S  {T  (31,  p„)},  gibt  es  ein  T  (?t,  Qn),  so  daß ; 

(*%)  S{TCä,Q„)}<<pi'H,Qn)  +  l 

Nach  Annahme  ist  jede  Menge  aus  T(3t,£>„)  offen,  daher  (Kap.  I,  §2, 
Satz  VII)  auch  die  Vereinigung  dieser  Mengen,  die  wir  mit  £)„  bezeichnen 
wollen.     Daher  ist: 

S)  =  Di-D2-...-C„-  ... 

ein  0- Durchschnitt,  und  es  ist  S);>-3I. 

Wir  behaupten:  Jedes  System  T  (31,  q„)  ist  zugleich  ein  System  T  ('S,  2q„). 
Wegen  S>- 31  ist  von  den  beiden  Eigenschaften  der  Systeme  T('S),2p„)  (S.  450) 
die  zweite  sicher  erfüllt.  Was  die  erste  anlangt,  ist  zu  zeigen:  Zu  jedem 
Punkte  a  von  1)  gibt  es  in  T  (31,  g„)  mindestens  eine  a  enthaltende,  in  U  (a;  2£)„) 
liegende  Menge  %.  Da  '3)<^D„,  gibt  es  in  T(3I,e„)  gewiß  eine  a  enthaltende 
Menge  'X.  Nach  Definition  von  T(3(,e„)  liegt  diese  Menge  %  ganz  in  der 
Umgebung  U  (a';  £>„)  eines  Punktes  a'  von  3t.  Es  ist  also  r(a,a')<CQn,  und 
wegen  2! -<  U  (a';  p„)  ist  nach  der  Dreiecksungleichung  2;<^U  (a;  2e„),  wie  be- 
hauptet. 

Da  also  jedes  System  T(3t,p„)  ein  System  T(5),2e„)  ist,  folgt  für  die 
untere  Schranke  der  S  {T  (2) ,  2  p„)}  aus  (***): 

9.(®,2e„)<9>(3(,p„)-f-^, 

mithin  wegen  (***)  und  (**): 

tp  (2))  =  lim  (p  (^,  e)  =  lim  9^  (5) ,  2 e„)  ^  9?  (31). 
e  ~+0  n  =  « 

Wegen  D>>31  ist  aber  andrerseits: 

?'(®;^9;(8I). 

Es  gilt  also  (*),  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 
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§  8.    Inhaltsfiinktionen  im  9\^. 

Wir  wollen  uns  nun  insbesondere  mit  Inhaltsfunktionen  im  5R^ 
beschäftigen. 

Sei  eine  Mengenfunktion  if>  definiert  für  alle  abgeschlossenen 
Intervalle  des  iR;^^);  wir  nennen  sie  dann:  eine  Intervallfunktion. 

Wir  werden  im  folgenden  unter  einem  Intervallsystemc  eine 
Menge  abzählbar  vieler  abgeschlossener  Intervalle  verstehen,  die  zu 
je  zweien  keine  inneren  Punkte  gemein  haben.  Besteht  ein  Inter- 
vallsystem aus  endlich  vielen  abgeschlossenen  Intervallen,  so  nennen 
wir  es  ein  endliches  Intervallsystem.  Ist  ^  ein  abgeschlossenes 
Intervall,  S  ein  endliches  Intervallsystem,  und  ist  3  die  Vereinigung 
der  Intervalle  von  S,  so  heißt  das  Intervallsystem  ©  ein  endliches 
Zorlegungssystem  von  ^. 

Wir  dehnen  die  Definition  der  Intervallfunktion  yj  auf  endliche 
Intervallsy steine  aus  durch  die  Festsetzung:  Bilden  die  abgeschlosse- 
nen Intervalle  Si?  S25  •  •  •  >  3n  ^^^  endliche  Intervallsystem  ©,  so  sei: 

V^(©)  =  V(;5x)  +  v(S.)  +  ---  +  vföJ. 

Satz  I.  Sei  v^(3)  eine  (nicht  identisch  verschwindende) 
Intervallfunktion  von  folgenden  Eigenschaften: 

1.  Es  ist  t/;(S)^0  ^ür  alle  abgeschlossenen  Intervalle  3- 

2.  Für  jed^s  endliche  Zerlegungssystem  <B  von  3  ist: 

Verstehen  wir  dann  unter  (p{D)  die  obere  Schranke  von 
1/^(6)  für  alle  in  der  offenen  Menge  O  enthaltenen  end- 
lichen Intervallsysteme  ©"),  so  besitzt  die  Mengenfunktion 
9?(D)  die  Eigenschaften   1.,  2.,  3.,  4.  von  §7,  Satz  VI. 

Für  die  Eigenschaften  1.,  2.,  4,  ist  dies  evident.  Wir  haben 
also  nur  mehr  nachzuweisen:  ist 

(1)  D  =  D,  +  ^.  +  --.  +  a  +  ..., 

wo  die   Ov  offene  Mengen,  so  ist: 

(2)  <p(£))<,^(0j  +  <p(0j  +  ...-f9,(D.)  +  ... 

Wir  beweisen  dies  zunächst  für  die  Vereinigung  zweier  offener 
Mengen :    Ist 

.  D=D,  +  0„ 

^)  Oder  für  alle  in  einer  offenen  Menge  &  des  SR^  liegenden  abgeschlosse- 
nen Intervalle. 

"J  Für  die  leere  Menge  fi  setzen  wir  <f  (2)^=0. 
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SO   ist: 

(3)  9^(0)^9' (DJ +  9^(0,). 
Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre: 

(4)  '  9^  (0)>  9^(01)4-9^(0.3). 

Dann  gäbe  es  in  D   ein   endliches  Intervallsystem  ©,   so   daß  auch: 

(5)  V'(©)>  9^(0.) +  9^(0,). 

Seien  ^i,%,  ....^Sn  die  Intervalle  des  Systems  S.  Weil  O, 
und  D2  offen  sind,  und  somit  nur  innere  Punkte  haben,  gibt  es 
offenbar  zu  jedem  dieser  Interv^alle  %.  ein  endliches  Zerlegungssystem 
©,,  derart,  daß  jedes  einzelne  Intervall  von  ©„  ganz  in  mindesten« 
einer  der  beiden  Mengen  D^  und  D„  liegt  ^). 

Bestehe  nun  ©  aus  den  sämtlichen  Intervallen  von  ©j,  von 
(3.2-  •••,  von  ©^.     Dann  ist  wegen  Eigenschaft  2.  von  yj: 

(6)  V(©)^V^(®)- 

Da  aber  jedes  Intervall  von  ©    sei   es   ganz   in    D^,   sei   es  ganz   in 
D2  liegt,  ist  offenbar: 

(7)  9'(Oi)  +  9'(0.)-^V'(©)- 

Die  Ungleichungen  (5),  (6),  (7)   aber   stehen   miteinander   in   Wider- 
spruch.    Also  ist  (4)  unmöglich,  und  somit  (3)  bewiesen. 

Durch  vollständige  Induktion  beweist  man  nui»  sofort:  Ist: 

C  =  D,4-0.,  +  ...  +  0.,, 
(wo  die  £),,  offene  Mengen),  so  ist: 

9.(D)^9'(Dj  +  9^(a)  +  ...  +  9^(a). 
Sei  endlich  D  gegeben  durch  (l).     Wir  setzen: 

Ö.  =  D,  4-  0-2  -f  •  •  •  +  o... 

^)  In  der  Tat,  ist  ^y  «<Di4-Ö2.  so  gibt  es  ein  q>0,  so  daß  für  jeden 
Punkt  a  von  ^r  mindestens  eine  der  beiden  Ungleichungen  gilt: 

r(a,$R— D,)^o;      r(a,  9i  -  Dg)  _^o. 

Denn  anderenfalls  gäbe  es  zu  jedem  m  einen  Punkt  Om  von  ^^i  für  den: 

r(a^,m  —  D,)<^;      r(a„ ,  J)?  -  D,)<  -  . 

Für  jeden  Häufungspunkt  a  von  {a?«]-  wäre: 

r(a,9{  — Di)  =  0;       r(a,  9fJ —DJ  =  0. 
Weil  3i  — Dl  und  SR  —  Do   abgeschlossen,   heißt  das  aber:   a  gehört   sowohl  zu 
SR  —  Dl  als  zu  5H  — Dg.     Da  ^v  abgeschlossen,   müßte  a  auch  zu  ^y   gehören. 
Das  aber    ist    unmöglich,    da  wegen  3,.  <<  Di -f"  ^a    ^'^    drei  Mengen   SR  —  D, . 
8?  —  D.2,S)  keinen  Punkt  gemeinsam  haben. 
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Diuui  ist.  wie  eben  bemerkt: 

(8)  9.(Ö.)^9'(Oj  +  7^(D.)  +  ...  +  9^(a). 
Wir  beweisen  nun  zunächst: 

(9)  (p  {D)  =  lim  (p(Dy). 

Jedenfalls  ist,  weil  £)y^D: 

(p{£))>l\m<p{Dy). 

y  =  n 

Angenommen,  es  wäre: 

(10)  (p[D)>\imq?{£)r). 

Dann  gibt  es  ein   endliches  Intervallsystem  (S   in  D,   so   daß  auch: 

(11)  ip  ((B)>  lim  (p(Dy). 

Nun  gibt  es  aber  ein  D». ,  so  daß: 

(12)  ®<Ö„. 

Denn  andernfalls  enthielte  jede  der  abgeschlossenen  Mengen  91  —  D,. 
einen  Punkt  von  Q,  d.  h.  keine  der  abgeschlossenen  Mengen  (S(9l  —  D,) 
wäre  leer,  es  wäre  daher  (Kap.  I,  §  2,  Satz  VIII)  auch  ihr  Durch- 
schnitt nicht  leer,  d.  h.  es  gäbe  einen  nicht  zu  0  gehörigen  Punkt 
von  ©,  entgegen  der  Annahme  ©-<  0.  —  Wegen  (12)  ist  nun  ©  auch 
Intervallsystem  aus  D,.,  es  ist  daher: 

93(ä)>V^((S), 
und  da  die  q)  (0,.)  monoton  wachsen,  ist  auch 

]im  <p{Dy)>ip{(B), 

im  Widerspruche  mit  (11).  Also  ist  (10)  unmöglich,  und  (9)  ist 
nachgewiesen. 

Aus   (9)    und   (8)   aber   folgt   durch    den  Grenzübergang  y  — >•  cc 
die  zu  beweisende  Ungleichung  (1),  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Das  wichtigste  Beispiel  zu  Satz  I  erhalten  wir,  indem  wir  unter 
der  Intervallfunktion  i/^(3)  den  Inhalt  von  3  verstehen,  d.h.  indem 
wir,  wenn: 

5  =  [oi>  «-2'  •••.«/.•;  ^.  ^2'  ■■••^  ^J 
ist,  setzen: 

,/,(3)  =  (ö^_aJ(7;,-a,)...(6,-a,). 

Es  entsteht  nach  Satz  I  aus  dieser  Intervallfunktion  eine  für 
alle  ofifencn  Mengen  definierte  Mengenfunktion,  aus  der  weiter  nach 
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tj  7.  Satz  VI  eine  Inhaltsfunktion  abgeleitet  werden  kai)n,  die  wii- 
mit  ,",.(91)  bezeichnen,  und  die  der  /i-diniensionale')  äußere  In- 
halt von  ?[  heißt.  Wo  kein  Zweifel  mögliih  ist,  >agen  wir  auch 
kurz:  der  äußere  Inhalt  und  schreiben  /^(9l).  Die  //^-meßbaren 
Mengen  heißen  A;-di  mensional-meßbar  fodcr  kurz:  nioßl)ar);  für 
eine  solche  meßbare  Menge  wiid  /',.  (9t)  als  der  (/v-dimensionale)  In- 
halt bezeichnet.  Das  innere  //^^-Maß  von  9(  wird  bezeichnet  mit 
/'**  (*0  ^^^^  /^*(9f)  und  beißt  der  (Ar-diniensionale)  innere  Inhalt 
von  91").  Als  Inhalt.- Tun klion  ist  //,.  au(;h  eine  reguläre  Maßfunktion 
(§  7,  Satz  I),  die  offenbar  auch  stetig  ist  (§  3,  S.  408). 
Aus  §  6,  Satz  IX  und  X  entnehmen  wir  daher: 
Satz  II.  Damit  die  Menge  9t  endlichen  äußeren  Inhalts 
/c-dimensional- meßbar  sei,  ist  notwendig'')  und  hinrei- 
chend, daß 

Aus  §  6,  Satz  II  und  §  3,  Satz  VI  folgt: 

Satz  III.  JedeBorelsehe  Menge  des  9^^istA--dimensional- 
nießbar^).  Insbesondere  ist  für  jede  abzählbare  Menge 
/.,(9t)  =  0. 

Aus  §  7,  Satz  IV  und  V  endlich  folgern  wir: 

Satz  IV.  Zu  jeder  Menge  9t  des  gt^gibt  es  eine  maß- 
gleiche Hülle,  die  o-Durchschnitt,  und  einen  maßgleichen 
Kern,  der  «-Vereinigung  ist. 

Endlich  gilt  noch: 

Satz  V.  Zu  jeder  Menge  9t  von  endlichem  jn^i'ii)  und  zu 
jedem  e^Ü  gibt  es  eine  offene  Menge  0>^91,  so  daß: 

/'.(■D)</^fe(9l)  +  6. 

^)  Für  k=^l  sagen  wir  statt  eindimensional  auch:   „linear". 

*)  Der  Begriff  des  A'-dimensionalen  Inhaltes  (äußeren,  inneren  Inhaltes) 
einer  Punktmenge  des  9];.  stammt  von  H.  Lebesgue,  Ann.  di  mat.  (3)  7, 
(1902),  235;  heq.  sur  l'integration  (1904)  109.  Unabhängig  hiervon  ist  auch 
W.  H.  Young  zu  einem  äquivalenten  Inhaltsbegriff  gekommen:  Lond.  Proc. 
(2)  2,  (1904),  16.  Weniger  weittragende  Theorien  des  Inhalts  von  Punktmengen 
hatten  vorher  entwickelt  H.  Hankel,  Math.  Ann.  20,  (1882),  87  =  Ostw. 
Klass.  Nr.  153,  71;  O.  Stolz,  Math.  Ann.  28,  (1884),  152;  G.  Cantor,  Math. 
Ann.  23,  (1884),  473;  A.  Harnack,  Math.  Ann.  25,  (1885),  241;  G.  Peano, 
Applicazioni  geometriche  del  calcolo  infinitesimale  (1887),  154;  C.  Jordan, 
Cours  d'analyse,  2.  M.,  1,  (1893),  28;  E.  Borel,  Le?.  sur  la  th6orie  des  fonc- 
tions  (1898),  46. 

^)  Die  Bedingung  ist   notwendig,  auch  wenn  /<;<  (91)  = -|-  oc  . 

*)  Beispiele  von  Mengen  des  3?^,  die  nicht  Ar-dimensional-meßbar  .sind, 
werden  wir  —  um  hier  nicht  den  Gang  der  Entwicklungen  zu  unterbrechen  — 
an  späterer  Stelle  bringen  (Kap.  VIII,  §  5). 
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In  der  Tat,  es  ist  ^^.  ein  Spezialfall  der  Inhaltsfunktionen  von 
§  7.  Satz  VI;  deren  Definition  zufolge  ist  also  /-t^{'ii)  die  untere 
Schranke  von  /<^(D)  für  alle  oifcm^n  Mengen  D'^'il.  Damit  ist 
Satz  V  bewiesen. 

.  Wie  Satz  III  lehrt,  sind  alle  Boreischen  Mengen  des  9t,  k-di- 
mensional-meßbar.  Wir  wollen  uns  überzeugen,  daß  es  aber  A'-di- 
mensional-nießbare  Mengen  gibt,  die  nicht  Boreische  Metigen  sind. 
Wir  gehen  aus  von  der  Bemerkung: 

Satz  Tl.  Es  gibt  im  iR,j  nicht  leere,  perfekte  Mengen 
des  ^-diraensionalen  Inhaltes  0. 

Das  ist  selbstverständlich,  wenn  k  >  1 :  die  Menge  aller  Punkte 
(x,0,  ...,0)  des  'tRj.,  für  die  0^ic<l,  ist  eine  solche  Menge.  Es 
ist  also  nur  mehr  der  Fall  k=l   zu  behandeln. 

Sei  ^  die  Menge  aller  unendlichen  Systembrüche  der  Grund- 
zahl 3: 

in  denen  keine  Stelle   1   vorkommt.     Nach  Kap.  I,  §9,  S.  110  ist  ^ 
perfekt.     Wir  wollen  zeigen,  daß: 

In  der  Tat,  es  ist  ^  das  Komplement  zu  [0, 1]  der  abzähl- 
baren Menge  der  (zu  je  zweien  fremden)  Intervalle: 

(t)  {0-e,e^...e,l,  0-e^e„^...  e,2)  (v  =  0,  1 ,  2,  . . .), 

in   denen   keine    der    Stellen   e^,e^,...,ey   den    Wert    1    hat.      Jedes 

Intervall  (t)  hat  den  Inhalt  7-—,  und   es  gibt  (bei  gegebenem»')  2" 

solcher   Intervalle.      Die   Vereinigung   iß    aller    dieser   Intervalle    hat 
also  den  Inhalt: 

2' 
^  3.TJ 

Das  Komplement  '^  von   58  zu  [0,1]  hat  also  den  Inhalt  /^^(<|J)  =  0, 
wie  behauptet.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 
Es  folgt  aus  ihm: 

Satz  yil.  Die  Menge  aller  /i  -  dimensional -meßbaren 
Punktmengen  des  9t^  hat  die  Mächtigkeit  2^ 

Sei  in  der  Tat  ^  eine  nicht  leere,  perfekte  Menge  des  9?^^  mit 
f^i^j^O.     Für  jeden  Teil  •?{  von  ^  ist  dann: 

und  daher  ist  %  meßbar  (§  5,  Satz  XVI).     Als  perfekte  Menge  hat 


/•>w=2',4-,=i- 
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«ß  die  Mächtigkeit  c  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XII).  Es  gib^also  2'  Teile 
von  ^  (Einl.  §  2,  Satz  XI).  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Nun  folgt  sofort: 

Satz  Yin.  Es  gibt  im  9t^.  /c-dimensional-meßbare  Mengen, 
die  nicht  Borelsche  Mengen  sind. 

In  der  Tat,  wegen  2'=  >  c  (Einl.  §  2,  Satz  XII)  folgt  dies  nun 
unmittelbar  aus  der  Tatsache,  daß  es  im  9?^  c  Borelsche  Mengen 
gibt  (Kap.  V,  §  7,  Satz  V). 

Als  Gegenstück  zu  Satz  VI  zeigen  wir  nun^): 

Satz  IX.  Ist  3  ^^^  abgeschlossenes  Intervall  des  9^^^ 
und   q   irgendeine   Zahl: 

3</'fe(3). 
so  gibt  es  eine  in  ^  nirgends  dichte,  abgeschlossene  Menge 
9I(<3).  Hir  die: 

In  der  Tat,  sei  r^,  )•.,,...,  r,,,  .. .  die  Menge  aller  rationalen 
Punkte  von  ^,  und  sei  {e,.}  eine  Folge  positiver  Zahlen,  so  daß: 

(tt)  i7«.</'fc(3)-2. 

Sei  weiter  55„   ein   r,,   enthaltendes  offenes  Intervall,  für  das: 

Dann  ist : 

o  =  3i  +  3.3+  ...4-Sv+... 

eine  offene  Menge,  für  die  wegen  (tt): 

(ttt)  /^fc(ö)</^.(S)-3- 

Infolgedessen  ist  3(  =  (g[J — 0)-3  ^^^^  abgeschlossene  Menge,  die 
offenbar  nirgends  dicht  in  3  ist,  und  für  die  wegen  (tft): 

/h:  (^t)  =  /'.  (Sj  — ,".  (O  3)  >  /'.  l3)  —  ^*k  (0)  >  ? 

ist.    Damit  ist  Satz  IX  bewiesen. 

Satz  IX  kann  übrigens  noch  etwas  verschärft  werden: 

Satz  X.    Ist  3  ein  abgeschlossenes  Intervall  des  ^ij^  und 

q  irgendeine  Zahl: 

*)  Das  erste  Beispiel  einer  nirgends  dichten,  abgeschlossenen  Punkt- 
menge des  5Wi  mit  positivem  Inhalte  rührt  wohl  her  von  H.  J.  St.  Smith, 
Lond.  Proc.  6  (1875),  148. 
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80  gibt  es  eine  in  ^  nirgends  dichte,  abgeschlossene  Menge 
9t (-<$^),  für  die: 

In  der  Tat,  nach  Satz  IX   gibt  es  zunächst  eine  in  ^  nirgends 
dichte,  abgeschlossene  Menge  9l'-<3.  für  die: 

(ttt)  fhm>'i- 

Wir  bezeichnen  mit  ^x  (^  >  0)  das  Intervall : 

Dann  ist  /^^(^'Sa)  eine  stetige  Funktion  von  /.,  die,  wenn  X  von  0 
bis  -f-  °^  wächst,  alle  Werte  von  0  bis  /li,.  (?!')  durchläuft.  Wegen 
(ftf)  muß  es  daher  ein  J  geben,  so  daß: 

Wir  setzen: 

und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Die  große  Bedeutung  der  im  vorstehenden  eingeführten  Mengen funktion  w,j , 
die  wir  als  den  Ä:-dimensionalen  Inhalt  bezeichnet  haben,  beruht  auf  folgen- 
dem :  Wir  stellen  uns,  um  den  elementar-geometrischen  Inhaltsbegriff  zu  ver- 
allgemeinern, die  Aufgabe,  im  3?^.  eine  absolut-additive,  nicht -negative  Mengen- 
funktion ff  zu  finden,  die,  wenn  3*  ^^^  offenes  Intervall  (a^,  a^,  ...,Ofe; 
6i,  b.^,  .  .  .,  bk)  ist,  gleich  dem  Inhalt  dieses  Intervalles  wird: 
(Xj  <p  (3*)  =  {b,  -  aj  (&,  -  fl,)  . .  .  (bk  -  flfc). 

Es  zeigt  sich  dann,  daß  für  alle  Ä-dime  nsional-meß  baren  Mengen 
des  jR^  diese  Funktion  ff  notwendig  mit  /<;,  übereinstimmt. 

In  der  Tat,  zunächst  ist  dies  offenbar  für  alle  offenen  Intervalle  der  Fall. 
Sodann  folgert  man  leicht,  daß  auch  für  das  abgeschlossene  Intervall: 

S  =  [«i.«2>---ak:  b,,b,,...,bj.] 
die  Formel  gilt: 

f  (3)  =  (K  —  öl)  iK  —  a,)  .  •  •  (bk  —  (ly) . 

Da  nun  jede  offene  Menge  C  Vereinigung  abzählbar  vieler  abgeschlossener 
Intervalle  ohne  gemeinsame  innere  Punkte  ist,  so  erkennt  man  sofort,  daß  (p  (Cj 
die  obere  Schranke  der  Inhalte  aller  endlichen  Intervallsyeteme  aus  0  ist,  so 
daß  für  alle  offenen  Mengen 

(p(U)  =  iik(C). 
Daher  stimmen  9^  und  //;.  auch  für  die  Komplemente  der  offenen  Mengen, 
d.  h.  für  die  abgeschlo.'senen  Mengen  überein,  und  somit  auch  für  0- Durch- 
schnitte und  a- Vereinigungen.  Da  es  aber  (Satz  IV)  zu  jeder  /c-dimensional- 
meßbaren  Menge  eine  maßgloiche  Hülle  gibt,  die  o-Durchschnitt  ist,  und 
einen  maßgleichen  Kern,  der  a -Vereinigung  ist,  so  stimmen  '/  und  /«^  auch 
für  alle  i-dimensional-meßbaren  Mengen  überein,  wie  behauptet')- 


*)  Es  sei  noch  eigens  V>emerkt,  daß  es  eine  nicht -negative,  im  o- Körper 
aller  Punktmengen  des  3i^.  absolut-additive  Mengenfunktion  <jp,  für  die  (^') 
gilt,  nicht  geben  kann:  F.  Hausdorff,  Grundz.  d.  Mengenlehre  401;  vgl. 
auch  ebenda  469.  • 
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Wir  machen  nun  eino  Anwendung  der  Sätze  VII  und  VII I  von  f?  7.  Unter 
der  Ä-dimensioualen  Kugel  vom  Mittelpunkt  («i,  a.,, . . . ,  aj  und  vom  Radius 
r  (>  0)  verstehen  wir  die  offene  Monge  aller  jener  Punkte  (x, ,  a:^ , . . . ,  x^)  des  W^ , 
deren  Koordinaten  der  Ungleichung  genügen: 

,.r,  -  a, )«  +  {X,  _  a^)«  -f  .  .  .  4-  (a^/.  -  a^^f  <  f\ 
Das  Mengensysteni  T,  das  bei  Konstruktion  der  Mengonfunktion  <f  von  §  7. 
S.  450  auftrat,  sei  nun  das  System  aller  Ä-dimensionalen  Kugeln,  die  in  T  de- 
finierte Mengenfnktion  t  CZ)  sei  der  fc-dimensionale  Inhalt^)  der  Kugel  %. 
Wir  behaupten:  Dann  ist  die  Mengenfunktion  9?  von  §  7,  Satz  VII 
nichts  anderes,  als  der  Ä-dimensionale  äußere  Inhalt  /nj.^). 

In  der  Tat.  zunächst  ist  jedenfalls 
(0)  9^(>n^/<k(2l). 

Deim  wäre  umgekehrt : 

v'W</«fc(3l), 

60  wäre  für  jedes  g  >■  0  aucii 

Eb  gäbe  daher  ein  System  T  (M,  q)  von  Kugeln,  für  das: 

wäre.     Das  aber  ist  unmöglich,  da  /S{T(2l,g)}    die   Summe    der    Inhalte    von 
Kugeln  ist,  deren  Vereinigung  21  enthält.     Damit  ist  (0)  bewiesen. 
W^ir  beweisen  nun  die  umgekehrte  Ungleichung: 

(00)  'fm^t'kCiO- 

Sie  ist  evident,  wenn  .«j,  (21)  = -j- OO .    Ist  /"k  (9t)  endlich,  so  gibt  es  nach  Satz  V 
zu  jedem  f  >0  eine  offene  Menge  D>>31,  so  daß: 

/'fc(D)<,«fc(9l)  +  «. 
Nun    gibt    es,    wie    man  sich   unschwer  überzeugt,  zu  jedem  « ">  0  und  jedem 
e  >  0    ein  System    von    abzahlbar    vielen    Kugeln  Jj ,  2^2 ,  •  •  • ,  3^^,  •  ■  •    aus  C . 

deren  Radien  <  |  sind,  deren  Vereinigung  ganz  D  ist,  und  für  die: 

looo)  2/^fc(3:.)<."fc(0)  +  f   «/.*(2i)  +  2.). 

Lassen  wir  alle  %^  weg,   die  etwa  keinen  Punkt  von  "H  enthalten,    so  entsteht 
ein  System  T(9{,  g),  für  das  wegen  (000): 

-S{T(2r,  y)}^>i(2r)-f2f. 
Es  ist   also  erst  recht : 

und  da  dies  für  jedes  «  >^  0  gilt: 

?'(3I,  e)^,«fe(5I). 
')  Ist  2;  eine  Kugel  vom  Radius  r,  so  ist  also  für  ä  =^  1 :  r{%)=r^2r;  für 
k  =  2:  T{Z)=^r'7i;  für  Jt  =  3 :  t{%)^  *  r'.T.    Allgemein : 

1  * 

'j  Da  der  Inhalt  der  Kugeln  offenbar  invariant  ist  gegenüber  orthogonaler 
Transformation  des  'iH,^,  folgert  man  hieraus  sofort,  daß  auch  der  äußere  In- 
halt Hh  (21)  invariant  ist  gegenüber  orthogonaler  Tran.sformation. 
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Dies  galt   für  jedes  o'O,  also  ist   auch 

q>m^   lim  .p(9l,e)<//fe(2I). 

und  (00)  ist  nachgewiesen.     Aus  (0)  und  (00)  alier  folgt  die  behauptete  Gleich- 
heit  y,(9l)  =  //fc(3l). 

Auf  neue  Inhaltsfunktionen  kommen  wir  hingegen  *),  wenn  wir  unter  r  (X) 
nicht,  wie  soeben,  den  Ä-dimcnsionalen  Inhalt  der  Kugel  X,  sondern  den  ^-di- 
mensionalen  {q  <  k)  Inhalt  einer  g-dimensionalen  Kugel  von  gleichem  Radius  wie 
X  verstehen."  Wir  bezeichnen  dann  die  entstehende  Mengenfunktion  mit  //,,  (^l)  und 
nennen  sie  den  (/-dimensionalen  äußeren  Inhalt  von  ^Jl  (im  Falle  q  ^^  1  auch 
den  linearen  äußeren  Inhalt).  Die //,,-meßbaron  Mengen  heißen  ^-dimension al- 
meßbar, und  ,M,/ (21)  heißt  dann  der  (/-dimensionalo  Inhalt  von  l't.  Das 
innere  «^-Maß  von  ■?(  wird  bezeichnet  mit  fi^  (31)  und  heißt  der  7-dimensionalo 
innere  Inhalt  von  Sil.  Auch  /<,  ist  eine  reguläre  Maßfunktion.  Es  gelten 
daher  die  zu  den  Sätzen  II,  III,  IV  analogen  Sätze  auch. für  fig  {q<:ik).  Doch 
besteht  kein  Analogon  zu  Satz  V.  Vielmehr  ist,  wenn  q<k,  für  jede  offene 
Menge  O  de^  SR^: 

wie  aus  folgendem  Satze  hervorgeht: 

Satz  XI.  Ist  für  die  Punktmenge  21  des  %;  /J^Cä)  endlich,  so  ist 
für  q  <.  q'  ■^k: 

In  der  Tat,  jedes  System  T(2I,  q)  besteht  aus  /c-dimensionalen  Kugeln  %, 
von  Radien  <  g,  in  deren  Vereinigung  21  enthalten  ist.  Sei  Tp{%)  der  p-di- 
mensionale  Inhalt  der  p-dimensionalen  Kugel  von  gleichem  Radius  wie  %,  und 
sei  Sp{T(2l,  e)}  die  Summe  der  Xp{X)  für  alle  %  von  T(2t,  g).  Zufolge  der 
Definition  von  ^,  gibt  es  für  jedes  e>0  ein  System  T(2t,  o),  für  das: 

(*)  S,{T{%,e)}<i^,m-i-\. 

Nun  ist  aber  für  alle  Kugeln  %,  deren  Radius  <^  o  ist,  und  für  q<ig^<,k: 

v(3:)<ce«'-«r,(2;), 

wo  c  eine  geeignet«  Konstante.     Also  ist: 

S,'  {T  (21,  q)}  <  c  Qi'-i  S,  (T  (21.  e)} . 
Also  gilt  für  die  untere  Schranke  tpq'  (21,  g)  der  S/{T(2l,  o)},  wegen  (*): 

'Pq'  {^,e)<CQl' -1(u^m) -{-!), 

und  mithin  ist,  wegen  q' '>  q: 

,M3'(2()  =  lim     9'«'(2t,  e)^0, 
wie  behauptet. 

§9.    Absolut-additive  MeDgenfiinktionen  im  9?^.. 

Sei  M  ein  o-Körper  von  g-dimensional  (q^k)  meßbaren  Punktmengen 
des  SRfc,  und  sei  97  eine  in  M  definierte,  absolut-additive  Mengenfunktiun.  Mit 
f*g  bezeichnen    wir  wieder  den   j-dimensionalen   Inhalt.     Ist    die  Mengenfunk- 


*)   C.  Carath6odory,  Gott.  Nachr.    1914,   420.      F.    Hausdorff,    Math. 
Ann.  79  (1918),  163. 
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tion  9'  totalstetig  nach  der  Basis  //,  (§  4,  S.  416),  so  nennen  wir  sie  5-dimen- 
sional  totalstetig,  ist  sie  rcin-singulär  nach  der  Basis  //,  (§  4,  S.  421),  so 
nennen  wir  sie  5-dimensional  rcin-singulär. 

Wir  setzen  im  folgenden  voraus,  die  Mengen  des  a- Körpers  M  seien  für 
g  =  1,  2,  .  . . ,  Ä;  5-  dimcnsional-meßbar. 

Salz  I.  Ist  die  Mengenfunktion  cp  g-dimcnaional  totalstetig, 
so  ist  sie  für  p<q  auch  p-dimensional  totalstetig. 

In  der  Tat,  ist  21  eine  Monge  aus  M,  und  ist: 

/u^02l)  =  0, 
so  nach  §  8,  Satz  XI  auch: 

und  weil  <p  g-dimensional  totalstetig,  auch: 

Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Satz  U.  Ist  die  Mengenfunktion  93  5-dimensional  rein-singulär, 
80  ist  sie  für  2^^  'I  auch  ^j-dimansional  rein-singulär. 

In  der  Tat,  ist  für  eine  Menge  l'l  aus  M: 

(0)  «pW  +  o, 

80  gibt  es,  da  9:  ^-dimensional  rein-singulär,  einen  Teil  58  von  'i(,  so  daß: 

9^  (33)  =1=0;    /*,(93)  =  0. 
Nach  §  8,  Satz  XI  ist  dann  auch  /iip{'B)=--0,  und  wir  sehen:  in  joder  Menge  5t 
aus  M,  für  die  (0)  gilt,  gibt  es  einen  Teil  93,  so  daß: 

'?'(«)H=0;     //,(58)  =  0,  ^ 

d.  h.  <p  ist  auch  j;-dimensional  rein-singulär,  wie  behauptet. 

Satz  III*).  Jede  im  a-KörperM  absolut- additive  Mengenfunktion 
(p  ist  darstellbar  in  der  Form: 

(1)  9'  =  ?'fc-f  n-i-f- •  •  +  9'i4-9'o  +  '^> 

wo  q>g  (5  =  1,  2,...,/r)g'-dimensional  totalstotig,  (p^_^(q  =  l,  2,  .  .  . ,  k) 
g-dimensional  rein-singulär,  (fQ  stetig,  a>  rein-unstetig  in  M. 
In  der  Tat,  nach  §  4,  Satz  XI  hat  man  (für  ß^^fi^)-. 

wo  (fh  Regularitätsfunktion,  o:^  Singularitätsfunktion  von  cp  nach  fiu,  und  mithin  95^ 
fe-dimcnsional  totalstetig,  a^  i-dimensional  rein-singulär.    Ebenso  (für  j^  =  ^^_j): 

wo  9't_i  Regularitätsfunktion,  ft;^_j  Siugularitätsfunktion  von  oj/t  nach ;f/j(._j,  und 
mithin  fp]^_x  (^  —  l)-dimensional  totalstetig,  C(j^_i  Qi  —  l)-dimen8ional  rein- 
singulär.     Indem  man  so  weiter  schließt,  erhält  man: 

(2)  9^  =  9^^  +  (p^_^  _|_  .  .  .  4-  ^j^  -j-  coj , 

wo  rpy  {q  =  \,2, .  .  .  ,k)  g-dimensional  totalstetig,  co,  eindimensional  rein- 
singulär. 

Nach  §  3,  Satz  XV  ist : 

(3)  wi  =  9^0  +  a. 


»)  Vgl.  J.  Radon,  Wien.  Ber.   122  (1913),  1322. 
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wo  9?o   Stetigkoitsfunktion,    cu    Unstetigkeitßfunktion    von    (p^    und    mithin    <Pq 
stetig,    a    rein -unstetig.     Setzt   man  (3)  in  (2)  ein,   so  erhält  man  (1),   und  es 
bleibt  nur  zu  zeigen,  daß  9'„_i  (5  =  1,  2,  .  .  .  ,  /f)  (/-dimensional  roin-singulär  ist. 
Sei  zu  dem  Zwecke  S(  eine  Menge  aus  M,  für  die: 

(4)  ^,_,C2l)=4=0. 

Wir  haben  zu  zeigen,  daß  ea  in  ihr  einen  Teil  93  gibt,  so  daß : 

(5)  <^,_i(93)  +  0;    A.,(58)  =  0. 
Sei  zunächst  (^  >  1 .     Es  war: 

(6)  cy,  =  9?^_j-f  w,_j, 

worin  q>q-i  Regularitätsfunktion,  a>^_i  Singularitätsfunktion  von  tu,  nach  Hg-i, 
d.  h.  wenn  9lx  einen  Regulärteil  von  ^  für  co^  nach  a<«-i  bedeutet: 

(7)  <p^_l(2r)=cOg03Ix).      c<(a;,_j,2lx)_0. 
Wegen  (4)  ist  also: 

Da  (x3q  g-dimensional  rein-singular,  gibt  es  in  21  ^  einen  Teil  33,  so  daß: 

(8)  a,,(g3)4=0;     /*,(«)-=0. 
Wegen  der  zweiton  Gleichung  (7)  iet  aber: 

Mitbin  wegen  (6)  und  (8) : 

<?.,_,  (S8)- CO,  (93)  H=0. 

Hierdurch  zusammen  mit  der  zweiten  Gleichung  (8)  ist  aber  (5)  nachgewiesen, 
d.  h.  es  ist  993-1  (^^l)  y-dimensional  rein-singulär. 

Sei  sodann  5=1.     An  Stelle   von  (6)   tritt   dann  (3),    und  es  ist,    wenn 
91*  einen  Stetigkeitsteil  von  91  für  Wj  bedeutet: 

(P^  (9()  =  cüj  (91») ,     a  (o),  91*)  =  0 . 
Wegen  cp^  (91)  =f=  0  ist  also : 

ty,  (9l*)=|='o, 

von  wo  aus  ebenso  weiter  geschlossen  werden  kann  wie  vorhin.  Damit  ist 
Satz  III  bewiesen. 

Satz  IV.     Ist    die  Mengenfunktion  q>   von   Satz  III    endlich,    so 
gibt  es  außer  der  Zerlegung  (1)  von  Satz  III  keine  andere: 

(9)  'P  =  y^h  +  Wu-i  +  -----\-Wi  +  Wo  +  X, 

in  der  xpq{q=^\,  2, . .  .,k)  y-dimensional  totalstetig,  i/)5_i  (q=l,2, . . .  ,k) 
5  dimensional  rein-singulär,  »/.„  stetig,  x  rein-unstetig  in  M  ist, 
und  sämtliche  Summanden  endlich  sind. 

Wir  zeigen  sjunächst,  daß  (für  ?  =  1,  2,  .  .  . ,  k): 

(10)  ■  V'9  =  v'9-i4- VV-2  +  -- •  +  v'o  +  ;t 

q-dimensional  rein-singulär  ist.  In  der  Tat,  wie  aus  Satz  II  folgt,  ist  jeder  einzelne 
Summand  rechts  5-dimensional  rein-singulär*).    Sei  nun  91  eine  beliebige  Menge 


*)  Für  die  rein-unetetige  endliche  Mengenfunktion  x  ist  dies  selbstver- 
ständlich, da  sie  nach  §  3,  Satz  VIII  nur  abzählbar  viele  Unstetigkoitspunkte 
besitxt. 
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aus  M,  ?lp^  Singulärteil  von  ?I  für  v>  "ach  .«^,    ?(•*  Unstetigkeitsteil    von    « 
für  2-     Dann  ist : 

(11)  f^A^^p."")-^      (p  =  OJ,...,y-l). 
und  weil  'Jl**  abzählbar  (g  3,  Satz  VIII),  auch: 

(12)  //,(?(**)  =  0.. 

Nach  §  4,  Satz  VII  ist 'Jl  —  ?lp'^  Regulärtoil  von  2t  für  v'p  nach  ,«^;  nach  §3, 
Satz  IX  ist  '31  — 's)!**  Stetigkeitsteil  von  21  für  ;»;.     Wir  eftzen: 

21'''' :-  SH^^i  -i-  <-2  +  .  .  .  4-  Slo  '^  4-  2i** 
und  haben  wegen  (11)  und  (12): 

(13)  .  /.,(2l^'')  =  0. 
Wegen : 

3t_?l'<^<2I_9l^^  Cp==0,  1,  ....  g  — 1);     2t  —  21'''' <2I  —  21** 

i.st,  da  v'p  5-dimensional  rein-singulär  und  x  rein-unstetig: 

(14)  v.^(2t  — 2lxx)=-0     (p  =  0.  1.  ...,  g— 1);     ;j  (2t  -  2txx)  =  0. 
Sei  nun: 

(15)  r,W  +  0. 
Wegen  (10)  und  (14)  ist  dann  auch: 

v;,(2txx)+0. 

Wegen  (13)  ist  also  9(xx  eingulärer  Teil  von  21  für  tpg  nach  ,«,;  jede  Menge  2t, 
für  die  (15)  gilt,  enthält  also  einen  singulären  Teil,  d.  h.  es  ist  y',j  g-dimensional 
rein-singulär,  wie  behauptet. 

Wegen  (9)  und  (10)  ist  nun: 

wo  t/^fc  Jb-dimensional  totalstetig,  "yJ;^  A;-dimen8ional  rein-singulär.  Nach  §  4, 
Satz  XII  ist  also  (wenn  w^  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  beim  Beweise  von 
Satz  III): 

H'k  —  fk;    u'k  —  cok. 
Es  ist  demnach 

und  derselbe  Schluß  zeigt,  daß: 

Indem  man  so  weiter  schließt,  zeigt  man,  daß: 

H>k  =  9li,  'n-i  =  9k^i,  ■  ■  , ,  Vi  =  fPi 
und: 

^1  =  V'o  4-  X  • 

Aus  §  3,  Satz  XVI  folgt  endlich  noch: 

V'o  =  «Po;     X=^o}- 
Damit  ist  Satz  IV  bewiesen. 


Siebentes  Kapitel. 

Die  Funktionen  endlicher  Variation. 

§  1.   Absolutzuwachs,  Positivzuwachs,  Negativzuwachs  einer 

Funktion. 

Wir  haben  in  §  8  von  Kap.  VI  gesehen,  wie  aus  einer,  zwei 
einfachen  Forderungen  genügenden  Intervallfunktion  ip  des  9^^  eine 
Inhaltsfunktion  hergeleitet  werden  kann.  Als  erstes  Beispiel  hierfür 
erhielten  wir  den  Ä;-dimensionalen  äußeren  Inhalt,  indem  wir  unter 
der  Intervallfunktion  yj  (3)  den  Ä;-dimensionalen  Inhalt  des  Inter- 
valles  3  verstanden.  Wir  machen  nun  eine  zweite  Anwendung  dieser 
Theorie. 

Sei  in  einer  offenen  Punktmenge  ®  des  $R^  eine  endliche  Funk- 
tion f{x^,x^,...,Xf^)  definiert^),  und  sei: 

(1)  S  =  [ai>  «2,  •••,«fc;  ^i,&o,  ...,&J 

ein  abgeschlossenes,  in  ®  enthaltenes  Intervall.  Wir  definieren 
die  Differenz  Ai^)"^)  von  f  im  Intervall  5  durch  Induktion:  für 
/c=l  (Funktionen  einer  Veränderlichen)  sei  die  Differenz  von  f{x) 
im  Intervalle: 

S  =  [«,6] 
definiert  durch: 

Sei  sodann  bekannt,  was  unter  der  Differenz  einer  Funktion  von 
/c  —  1  Veränderlichen  in  einem  abgeschlossenen  Intervalle  des  91^.  _  ^ 
zu  verstehen  sei.     Wir  betrachten  die  Funktion 

93  (x„ ,  . . . ,  xj  =  /■(&! ,  X2 ,  . . . ,  a:J  —  f{a^ ,  a:, .  . . . ,  xj 


^)  In  den  folgenden  Untersuchungen  ist  diese  Menge  @  als  der  metrische 
Raum  9?  zu  betrachten,  der  den  allgemeinen  Untersuchungen  von  Kap.  VI  zu- 
grunde lag. 

■^)  Ist  es  notwendig,  die  Funktion  f  in  Evidenz  zu  setzen,  so  schreiben 
wir  statt  dessen:  A{^,  f). 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  .30 
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und  definieren  die  Differenz  J  (5)  ^^n  /(x^,  .r.,,  . . . ,  x J  im  Intervalle 

(1)  als    die   Differenz    von    (f{x„, xj    im    Intervalle    [a., ,  . . . ,  a^; 

6., , 6 J .     Man   bestätigt   dann    sofort    durch  Induktion    folgendes 

Bildungsgesetz    von    J(3):     Es    ist    zJ  (3)    die   Summe    aller    jener 

Glieder,    die    man    aus  /(6j,6.,, h^)    erhält,     indem    man    darin 

auf  alle  möglichen  Weisen  0,  1,  2,  . . . ,  A:  der  Zahlen  hy  durch  die 
entsprechende  Zahl  üy  ersetzt,  und  das  Vorzeichen  -f-  oder  —  gibt, 
je  nachdem  die  Zahl  der  ersetzten  h,.  gerade  oder  ungerade  ist. 

Daraus  folgt  ohne  weiteres:  Ist 

«1  =  «1.  0  <  Ol,  1  <  • .  •  <  «1.  n-l  <  "i.  u  =  bi, 
und  wird  gesetzt: 

vS»'  =  [Cl,  .-1  ,  «2'  •  •  • '  "k'-   "i.  '■'  K,  ■••^  b^], 
so  ist: 

Indem  man  diese  Tatsache  mehrmals  hintereinander  anwendet, 
findet  man:  Ist 

«.  =  H  0  <  Ol.  1  <  •  • .  <  «.-,  «,-1  <  «/.  n,  =  bi         {i=l,2,...,k), 

und  wird  gesetzt: 

(2)  3v„r, v^  =  [ai,  v,-l,  02.,-,-],  ..••  «*,  .*-!;  ^U>i'  ^2,>f   ••■'  "k't], 

SO  ist: 

(3)  ^(S)=  2    i  ...  2^(3...... .J. 

»'1  =  1  '■»  =  !  »7;  =  1 

Daraus  folgt  endlich  allgemein:  Ist 

3=,Sx4-S2  +  ...+a. 

irgendein  endliches  Zerlegungssystem  (Kap.  VI,  §  8,  S.  453)  von  ^, 
so   ist : 

(4)  J  (3)  =  A  (3,)  +  J  (3,)  +  . . .  +  ^  (SJ. 
Sei  in  der  Tat: 

Seien  Ofo?  "..  i- •  •  •  ?  Oi.n,  die  sämtlichen  verschiedenen  a|, ,.  und  i»/. ,,, 
der  Größe  nach  geordnet.  Die  Intervalle  (2)  bilden  dann  ein  Zer- 
legungssystem von  3)  und  sie  zerfallen  in  n  Inbegriffe,  deren  jeder 
ein  Zerlegungssj'stem  eines  der  Intervalle  3i  ?  S«  >  •  •  • '  Sn  darstellt. 
Wendet  man  auf  3  Formel  (3)  an.  und  sammelt  in  der  rechts  auf- 
tretenden Summe  die  zu  3^.  zu  ^o'---'  z"  S„  gehörigen  3,.,. ,., v*, 

so  erhält  man  die  behauptete  Formel  (4). 


Kap.  VII,  J5  1.    Absolutzuwachs,  Positivzuwachs  usw.  4<j7 

Wir    definieren    nun    für   alle   abgeschlossenen  Intervalle  3    ^<^8 
Definitionsbereiches  &  von  /'  drei  Intervallfunktionen  \j  A(^},  P(3) 
JV(3)  durch  die  Festsetzungen: 


(5) 


^(3)=    M(3)s 

^(aJ/  — j      0  wenn  J(3)<0. 

^  /       0  wenn  J  (3)  >  0 

^*-^^-\  M(3)  wenn  A{^)<0. 


Dann  ist: 

Wie  in  Kap.  VI,  §  8,  S.  453  dehnen  wir  diese  Definitionen  auf 
Intervallsysteme-)  3  aus  durch  die  Festsetzung:  Besteht  £  aus  den 
Intervallen   Oi  •  So- •  •  • '  3>  ? so  sei^): 

^'^  P(©)  =  2P(S.);  ^v(®)  =  2^v(3.). 

Wir  erkennen  dann  ohne  weiteres,  daß  die  Intervallfunktionen  ^(3), 
P[^).N(Zs)  die  beiden  in  Kap.  VI,  §8,  Satz  I  geforderten  Eigen- 
schaften haben.  In  der  Tat,  Eigenschaft  1.  dieses  Satzes  ist  erfüllt, 
denn  es  ist: 

4(3)^0;     P(3)^0;      .V(3)^0; 

und  auch  Eigenschaft  2.  ist  erfüllt,  denn  es  gilt  der  Satz: 

Satz  I.  Ist  das  System  3  der  Intervalle  3i'3o)--?S„ 
ein  Zerlegungssystem  von  ^,  so  ist: 

A{^)^Ä{^);     P(©)^-P(3);     N{B)^Ni^). 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  (7),  (5)  und  (4). 

Aus  Satz  I  von  Kap.  VI,  §  8  entnehmen  wir  also:  Ist  D  irgend- 
ein offener  Teil  des  Definitionsbereiches  @  von  /'  und  bezeichnen 
wir  mit  « (D),  rr  (D),  J'(D)  die  oberen  Schranken  von  ^(S),P(©), 
JV(3)  für  alle  in  der  Menge  C  enthaltenen  endlichen  Intervallsysteme  3, 


^)  Ist  es  nötig,  die  Funktion  /'  in  Evidenz  zu  setzen,  so  schreiben  wir 
statt  dessen: 

A{^,n,P{^,f),N{^,f). 

^)  Wie  dort  verstellen  wir  unter  einem  Intervallsystem  eine  Menge  ab- 
zählbar vieler  abgesclilosaener  Intervalle,  die  zu  je  zweien  keinen  inneren  Punkt 
gemeinsam  haben. 

^)  Die  Summen  A{B),  P(ß),  -iV(®)  können  stets  gebildet  worden,  zl  (S) 
nur,  wenn  von  den  beiden  Summen  P(S),  N (<B)  mindestens  eine  endlich'  ist 
^vgl.  S.  395,  Fußn.  2). 

30* 
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so  besitzen  die  so  definierten  Mengenfunktionen  «(O),  7r(0),  v(D) 
die  Eigenschaften  1.,  2.,  3.,  4.  von  Satz  VI  in  Kap.  VI,  §  7.  Es 
können  also  a  [D) ,  jt  (jD) ,  r  (£i)  erweitert  werden  zu  Inhaltsfunktionen 
«(^0,  7t('?1),  r('?0^),  die  für  alle  Teilmengen  91  von  &  deliniert  sind. 
Wir  bezeichnen  sie  als  den  äußeren  Absolutzuwachs,  den  äußeren 
Positivzuwachs,  den  äußeren  Negativzuwachs  von  /'  auf  ?](• 
und  können  den  Satz  aussprechen: 

Satz  IL  Ist  die  Funktion  f  definiert  und  endlich  in 
der  offenen  Punktmenge  ®  des  3t^,  so  sind  ihr  äußerer  Ab- 
solutzuwachs, Positivzuwachs,  Negativzuwachs  Inhalts- 
funktionen, die  für  alle  Punktmengen  aus  &  definiert 
sind. 

Zwischen  den  Funktionen  a  (%) ,  jt  ('iC) ,  v  (SU)  besteht  folgender 
Zusammenhang: 

Satz  III.     Für  jede  Punktmenge  %  aus  ®  ist: 

(*)  «(5t)  =  7r(9()+''(^0- 

Wir  beweisen  die  Gleichung  (*)  zunächst  für  alle  offenen 
Mengen  D  aus  '*>(.  Wegen  (6)  wird  es  genügen,  nachzuweisen:  Es 
gibt  in  O  eine  Folge  endlicher  Intervallsysteme  {©„},  so  daß: 

(**)    «(D)  =  lim^(Sj;     Ji{Q)  =  limP{(Bn);     >'(D)  =  lim  A^(3„  ). 

n=»  n--3o  M=oo 

Nach  Definition  sind  a  (Dj,  :n  (0),  v  (D)  die  oberen  Schranken  von 
ä{(B),  -P(3),  N{<B)  für  alle  möglichen  endlichen  Intervallsysteme  © 
aus  D.  Es  gibt  also  Folgen  {Sn},  {S«},  {S'»}  solcher  Intcrvall- 
systeme,  so  daß: 

(V)     ß(D)  =  lim^(S'„);    ti  (D)  =  lim  P (©;') ;    r  {D)  =  lim  N{<Bn')- 

M=co  n=cc  n=<ß 

Ersetzt  man  nötigenfalls  die  Intervalle  von  (B'n,  ©«.  Q'n  durch  ge- 
eignete Zerlegungssysteme  (wodurch  sie  in  die  Intervallsysteme 
©nj  S'n,  ©n'  Übergehen  mögen),  so  gibt  es  ein  System  S^^,  derart, 
daß  jedes  Intervall  von  (B'n,  von  &n,  von  ©n'  auch  zugleich  Intervall 
von  ©„  ist.     Nach  Satz  I  ist  dann: 

{***)  A{2n)>A{&n);      P{^n)>P{®:y,     ^'(©„)  ^  A^  (©'„")• 

Und  da  «(D),  7i(D),  J'(D)  die  oberen  Schranken  aller  ^.(S),  P((5), 
A'(3)  sind,  folgen  aus  (***)  und  (***)  sofort  die  behaupteten  Be- 
ziehungen (**).  Damit  ist  (*)  für  alle  offenen  Mengen  D  aus  ® 
nachgewiesen. 


^j  Ist  es  notwendig,  die  Funktion  f  in  Evidenz  zu  setzen,   so    bezeichnen 
wir  diese  Mengenfunktionen  mit  a(2i,  /"),  7r(9t,  /"),  vCü,  f). 
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Sei  nun  )}[  eine  beliebige  Punktmenge  aus  ©.  Nach  Definition 
(Kap.  VI,  §7,  Satz  VI)  sind  a  {^) ,  n  C^l) ,  v  {^{)  die  unteren  Schranken 
von  « (D),  7r(D),  >'(D)  für  alle  9(  enthaltenden  offenen  Mengen  O 
aus  ®.  Es  gibt  also  Folgen  {D'„}>  {ÖH}/{Dn'}  von  offenen  Mengen 
D  aus  ®,  die  91  enthalten  und  für  die: 

(t)       «(9l)  =  lim«(D;);    TT  {'H)=  lim  niD'Jiy,    v(9l)  =  nm  v(n'„"). 

n -00  n  — 00  n  :« 

Wir  setzen : 
dann  ist: 

~„^^~n-       --^«^-v^w;       ^n^~-',i' 

Da  ((,  71,  V  Maßfunktionen  (Kap.  VI,  §  ö,  S.  424),  ist  also  auch: 

(tt)  «(On)^a(D'J;    ^(D„)^.t(d;');    "(C«)^''('ör). 

Und  da  a{'ä),n{%),v(^}[)    die    unteren    Schranken    aller    a(0),JT(C), 
»-(D)  sind  (9KD-<®),  so  folgt  aus  (f)  und  (ff): 

(ttt)    «(^0  =  lim  «(DJ;    ti  (^21)  =  lim  tt  (D  J ;    j'(^H)  =  ]im  r(©J. 

Wie  schon  bewiesen,  ist  aber: 

«(Dj  =  .-r(0j  +  ''(0j, 

so  daß  aus  (ftt)  die  Behauptung  (*)  folgt.     Damit  ist  Satz  III  be- 
wiesen. 

Satz  IV.  Eine  Menge  SO?  aus  %  ist  «-meßbar  dann  und 
nur  dann,  wenn  sie  sowohl  oi-meßbar  als  »'-meßbar  ist. 

Seien  in  der  Tat  91  und  W  zwei  Mengen  aus  ö),  und  sei  «(3() 
(und  somit  auch  jt{%)  und  v{%))  endlich.    Nach  Satz  III  ist: 

(0)  a{W-%)  =  n{m'%)-^v{m-%) 

a  m  —  m-m  =  71  (91  —  m-'ä)  -\-v{%~  m-^:}i). 

Gelten  also  die  CUeichungen: 

.  ^  (3t)  =  ^  i^l  •  3f )  +  ^  (91  -~m-  90 ; 

^     •  V  (91)  =  V  {m  ■  91)  4-  V  (9f  —  m  •  90 , 

so  auch  die  vermöge  (0)  daraus  durch  Addition  folgende  Gleichung: 

(000)  a  (90  =  « (9K  •  9()  +  «  (9t  —  m  ■  9t) , 

d.  h.  (Kap.  VI,  §  5,  Satz  I)  ist  Tl  sowohl  .T-meßbar,  als  auch  »'-meß- 
bar, so  auch  «-meßbar. 

Nach  Eigenschaft  3.  der  Maßfunktionen  (Kap.  VI,  §  5,  S.  424)  ist; 
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Wegen  (0)  kann  also,  da  ;t('?[)  und  j'(9t)  endlich  sind,  (000)  nur 
dann  gelten,  wenn  (00)  gilt,  d.  h.  es  ist  die  Menge  M  «-meßbar  nur 
dann,  wenn  sie  sowohl  rr-meßbar  als  auch  )'-meßbar  ist.  Damit  ist 
Satz  IV  bewiesen. 

Wir  nennen  die  «-meßbaren  (und  somit  auch  rr-meßbaren  und 
»'-meßbaren)  Mengen  aus  &  auch  /-meßbar.  Ist  'ii  /'-meßbar,  so 
nennen  wir  a(5(),  7i(9().  i'(9l)  auch  Absolutzuwachs.  Positiv- 
zuwachs. Negativzuwachs  von  /'  auf  *?(. 

Da  nach  Satz  II  a  eine  Inhaltsfunktion,  und  mithin  (Kap.  VI, 
§  7,  Satz  I)  auch  eine  reguläre  Maßfunktion  ist,  können  wir  den  Satz 
aussprechen  (Kap.  VI,  §  6,  Satz  II): 

Satz  V.  Ist  /definiert  und  endlich  in  der  offenen  Punkt- 
menge ®  des  9ij,.,  so  bilden  die  /-meßbaren  Mengen  einen  alle 
Boreischen  Mengen  aus  ®  enthaltenden  o-Körper,  in  dem 
Absolutzuwachs,  Positivzuwachs,  Negativzuwachs  von  f 
absolut-additiv  sind. 

Sei  9(  eine  beliebige  Punktmenge  aus  ®,  für  die  mindestens 
eine  der  beiden  Zahlen  77(90  und  j'(9l)  endlich  istM-    Wir  setzen: 

und  nennen  diese  Größe  den  äußeren  Zuwachs  von  /"  auf  %  oder 
wenn  'i?(  /-meßbar  ist,  kurz:  den  Zuwachs  von  /'  auf  51.  Wir 
können  dann  sofort  den  Satz  aussprechen: 

Satz  "\7.  Ist  der  äußere  Absolutzuwachs  «(95)  von  /"auf 
93  endlich,  so  ist  der  Zuwachs  ^(91)  von  f  absolut-additiv 
im  o-Körper  aller  /'-meßbaren  Teile  von  93. 

Wir  sprechen  noch  den  Satz  aus: 

Satz  VII.  Ist  5(  /'-meßbar  und  «(9()  endlich,  so  gibt  es 
einen  %  enthaltenden  o-Durchschnitt  3)  und  eine  in  91  ent- 
haltene «-Vereinigung  93,  so  daß: 

7t(9r)  =  7r(®)  =  7i(93);     v{'>A)  =  v(^)  =  v{'>8): 
a  (91)  =  « (®)  =  a  (58) ;     d  (9()  =  ö  (®)  =  ö  (95) . 

In  der  Tat,  da  9f  /"-meßbar,  d.  h.  «-meßbar  ist,  so  ist,  wenn 
«:,,  das  zu  a  gehörige  innere  Maß  bezeichnet,  nach  Kap.  VI,  §  6, 
Satz  IX: 

«*(90  =  «(90, 

und  da  nach  Satz  II  «  eine  Inhaltsfunktion  ist,  folgt  aus  Kap.  VI,  §  7 
Satz  II,  III:    Es    gibt    einen    "H    enthaltenden   o- Durchschnitt   5)  und 


*)  Nach  Satz  III  ist  das  sicher  der  Fall,  wenn  c/.  (3()  endlich  ist. 
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eine  in  9(  enthaltene  a -Vereinigung  5>,  so  daß: 

a(<)t)  =  «(®)  =  «(Sß). 
Daraus  folgt: 

fi  (®  —  aj)  =  0 , 

und  somit: 

7^(2)  — 58)  =  0;    v{^  —  '>B)  =  0. 

Wegen  ^^8  -<  'J(  -<  D  folgt  daraus  weiter  : 

7r(®)  =  7r(S3)  =  ;r(s:)l);    »^  (®)  =  r  («)  =  v  (31) , 

und  somit  auch: 

(5(®)  =  ö(5ß)  =  ^(9{). 

Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Satz  VIII.  Sind  f^  und  /.^  definiert  und  endlich  in  der 
offenen  Menge  ®  des  fRj.,  so  ist  für  jede  Punktmenge  'ä 
aus  ö: 

^'r?f./i+/;)^"C?(./;)+''(5t./.). 

In  der  Tat,  es  wird  genügen,  die  Ungleichung  für  tt  zu  be- 
weisen; ebenso  beweist  man  dann  die  für  v,  woraus  die  für  «  folgt. 

Kehren  wir  zurück  zur  Bezeichnungsweise  (5),  S.  467,  so  ist 
offenbar  stets: 

p(-v,/;  +  A)^p(3,/i)+^(?s./.)- 

Daher  gilt  für  jedes  Intervallsystem  S  aus  ßj: 

1^)  P(3,/,  +  /,)<p(s,fj  +  P(s,/:,). 

Sei  £>  eine  offene  Menge  aus  @.  Dann  gibt  es  in  0  Folgen 
{©»»}»  {2n}-  {5',r}  endlicher  Intervallsysteme,  so  daß 

n{£,  /,)  =  limP(©;,  f,);     7i{D,  f„)  =  UmP(©;',  /,); 


^  (O,  /;  +  f,)  =  lim  Pi5'„",  /,  4-  /.) 


n  -    75 


Wie  beim  Beweise  von  Satz  III  leitet  man  daraus  Intervallsysteme 
(B„  her,  für  die: 

7i{D.  f,)  =  lim  P(©,.,  f,);  7r(0,  /,)  =  lim  P(©„,  /;); 

n—  «  n  =  X 

^  (0>  A  + /o)  =  lim  P(3,.,f, +  /:.). 
SO  dal.i  ans  (  x  ]  folgt : 
(XX)  ;r(r./^+/;,)<;r(D,/,)  +  ;r(0,/;). 
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Sei  endlieh  '^l  eine  beliebige  Menge  aus  ®.  Es  gibt  dann 
Folgen  {D'n},  {On}>  {^nj  offener,   '•ä  enthaltender  Mengen,   so  daß: 

7t{%,  /,)  =  lim  7r(0;,  /,);     7t{<H,  /;,)  =  lim  7r(D';,  Q; 

n      X  n  -  00 

^(^,  /; + Q = li™  ^(ön''  /i  +  /:>)• 

n  -  00 

Setzen  wir: 

SO  ist  ofifenbar: 

.-t(9I,  /,)  =  lim  7i(0„,  fj;     r7(5l,  /.•)  =  lim  ;t(D„,  /;); 

rt  00  n  :        00 

Da  für  jedes  D„  (xx)  gilt,  folgt  hieraus: 

und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Satz  IX.    Ist  «(!./;)  und  r^(9I,/;)  endlich,  so  ist: 

In  der  Tat,  ist  D  eine  offene  Menge,  so  gibt  es,  wie  der  beim 
Beweise  von  Satz  III  und  Satz  VIII  angewandte  Schluß  zeigt,  in  >D 
eine  Folge  {©„}  von  Intervallsystemen,  so  daß: 

n{D,  Q  =  \im  P(©„,  /;);     :^(D,  Q  =  \im  P(©„,  Q; 
n     00  « =  =c 

'^(O,  A  4-  /.)  =  lim  P(@,,,  /;  +  4); 
r(D,  /;)  =  lim  A^(©„,  /;);     r(D,  /,)  =  lim  iv^((S^„  Q; 

n,—  ti  n=  » 

»'(D,/;  +  /;)  =  ]imj^(@,, /;  +  /;). 

Daraus  folgt  durch  Subtraktion  vermöge  (6),  S.  467: 

öiD,  fj  =  lim  J(6„,  /,);     ö(£),  f,)  =  lim  J(©,.,  fj; 
n=  00  n=  00 

^(0,/-x  +  /,)  =  limzi(©„, /,  +  /;), 
und  da  offenbar: 

ißt,  so  haben  wir  für  jede  offene  Menge  D: 

Ist  nun  %  eine  behebige  Menge,  so  gibt  es  eine  Folge  {D„} 
offener  91  enthaltender  Mengen,  so  daß: 
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7i{%,  /;)  =  lim  jt{0„,  /;);     7i(3l,  /.•)=- lim  7r(£)„,  /,); 

^  n  —  00  -  n  —  00 

^(^, /;  +  /;)=ii"^^(^,p/;4-/2); 

v(^I,  /;)  =  lim  v(D„,  fj;     v(9t,  g  =  lira  r(D„,  /,); 

n  ■=  00  n  =  oo 

n^t, /;  +  /.)  =  lim  v(£)„, /,  +  /,), 

n  —  00 

und  da  für  jedes  D„  (^x^)  gilt,   folgt   hieraus   durch  Subtraktion  die 
behauptete  Geichung  (xxx),  womit  Satz  IX  bewiesen  ist. 

Es  sei  noch  eigens  erwähnt,  daß  keineswegs  stets  für  ein  ab- 
geschlossenes Intervall  ^i 

ist^);    ferner  daß    nicht   notwendig  «(5(),  7r(5l),  v(5l)  Absolutfunktion, 
Positivfunktion,  Negativfimktion  (Kap.  VI,  §  2,  S.  404)  von  c»(5l)  sind"). 

§  2.    Funktionen  totalstetigen  Absolutzuwachses. 

Wie  in  §  1  sei  /'  eine  in  der  offenen  Menge  ®  des  9^^  definierte 
und  endliche  Funktion,  cci'ül)  ihr  äußerer  Absolutzuwachs  auf  der 
Menge  5t  aus  ®. 

Mit  @„  bezeichnen  wir  die  nur  aus  dem  Punkte  a  bestehende 
Menge.     Dann  gilt: 

Satz  I.  Ist  51  eine  beschränkte  und  abgeschlossene 
Menge  aus  ®,  für  die: 

(0)  ^  «(5I)  =  +  c^ 

ist,  dann  gibt  es  in  5t  auch  einen  Punkt  a,  so  daß: 

«((£J  =  +  (X). 

In  der  Tat,  auf  Grund  des  Boreischen  Theorems  (Kap.  I,  §  6, 
Satz  I)  gibt  es  endlich  viele  abgeschlossene  Ä:-dimensionale  Kugeln'^) 


1)  Beispiel  im  5Ri :  Sei  5  =  [0,1]  und  f(x)  =  0  für  x£l,  f{x)  =  1  für  a;  >  1 . 
Dann  ist: 

Vgl.  hierzu  §  2,  Satz  VII. 

-•)  Beispiel  im  9ii:  Sei  f{x)  =  0  für  x  4=  0,  /*(0)  =  1  ■  Dann  ist  a(2l)  =  2 
oder  0,  .-r(?I)=  v(?t)  =  1  oder  0,  je  nachdem  §1  den  Punkt  0  enthält  oder 
nicht,  und  es  ist  stets  (5(81)  =0.  Näheres  hierüber  in  einer  demnächst  er- 
scheinenden Arbeit  von  E.  Tri  Hing. 

■')  Unter  der  i-dimensionalen  abgeschlossenen  Kugel  vom  Mittelpunkt 
(ßi,  O2,  ...,  Oft)  und  vom  Radius  r  wird  verstanden  die  Menge  aller  Punkte 
(Xi,  x„,  . .  .,  a;fc)  des  9?^,  für  die: 

(*i  -  a,f  +  (X,  -  a^  +  . . .  -f  (X,  -  a^f  ^  r«. 


474  Die  Funktionen  endlicher  Variation. 

^,,   vom  Radius  l,  in  deren  Vereinigung  y(  enthalten  ist.  Setzen  wir: 

so  gibt  es  wegen  (0)  mindestens  einen  Index  /j,  etwa  ?«,  so  daß: 

(00)  «(?rjO)  =  +  cx). 

Da  auch  \|{,y  beschränkt  und  abgeschlossen,  gibt  es  endlich  viele 
abgeschlossene  A;-dimensionale  Kugeln  ^,^ ,  ,j  vom  Radius  ^^,  in  deren 
Vereinigung  '?(,J  enthalten  ist.     Setzen  wir: 

SV  .0  .  ^_  s)r .  ©  .0  . 

so  gibt  es  wegen  (00)  mindestens  einen  Index  i.,,   etwa  i^,    so  daß: 

«(5ti?,,-S)  =  +  oo. 

So  weiter  schließend,  erhalten  wir  eine  monoton  abnehmende 
Folge  beschränkter  abgeschlossener  Mengen  {^lu.iS,. .  .,r"}.  deren  n-te 

enthalten  ist  in  einer  Kugel  vom  Radius  — ,  und  füf"  die: 

Der  Durchschnitt  aller  dieser  Mengen  besteht  aus  einem  Punkte 
a  (Kap.  I,  §  2,  Satz  VIII j,  und  aus  der  Definition  von  a  folgt 
sofort,  daß: 

ist.     Damit  ist  Satz  I  bewiesen. 

Aus  Satz  I  folgt  ohne  weiteres: 

Satz  II.  Ist  der  Absolutzuwachs  a  von  f  stetig  im  o- 
Körper  der  /-meßbaren  Mengen,  so  ist  «(W)  endlich  für 
jeden  beschränkten  und  abgeschlossenen  Teil  von  ®. 

Ist  der  Absolutzuwachs  a  von  /'  totalstetig  nach  dem  Ä-dimen- 
sionalen .  Inhalt  ^^.  (Kap.  VI,  §  4,  S.  416)  im  ö-Körper  der  Boreischen 
Mengen^)  aus  ®,  so  heißt  die  Funktion  /'  von  totalstetigem  Ab- 
solutzuwachs in  @.  Dann  sind  auch  Positivzuwachs  .t  und  Negativ- 
zuwachs r  von  /  totalstetig  nach  //^  im  o- Körper  der  Boreischen 
Mengen. 

Satz  III.  Ist  /  von  totalstetigem  Absolutzuwachs  in  ®, 
und  ist  für  die  Menge  '>i(  aus  &>: 

80  ist  9t  /'-meßbar. 

'j  Wie  Satz  III  und  IV  lehren,  ist  dann  a  tolalstetig  nach  //^  auch  im 
ö-Körper  aller  /c-dimensional-meßbaren  Mengen  aus  (Vi. 
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In  der  Tat,  nach  Kap.  VI,  §  8,  Satz  IV  gibt  es  einen  ry-Durch- 
Bchnitt   X  >-','{.  so  daß: 
(000)  ,/JD)  =  ^^(<){)  =  0. 

Da  T  eine  Boreische  Menge,  und  da  a  totalstetig  nach  ju^^  im  a-Körper 
der  Boreischen  Mengen  aus  ®,  folgt  aus  (000): 

«(^)  =  0, 

und  mithin,  wegen  ?( -<  X  auch: 

r.'(;iO  =  0. 

Also  ist  '■X  f.'-meßbar  (Kap.  VI,  §  5,  Satz  XVI),  d.  h.  /'-meßbar,  und 
Satz  III  ist  bewiesen. 

Nun  folgt  leicht: 

Satz  IV.  Ist  /  von  totalstetigem  Absolutzuwachs  in  ®, 
so  ist  jede  A-dimensional-raeßbare  Menge  aus  ®  auch 
/-meßbar. 

In  der  Tat,  zu  jeder  ^-dimen.sional-meßbaren  Menge  51  gibt  es 
einen  maßgleichen  Kern  ^,  der  a- Vereinigung  ist  (Kap.  VI,  §  8, 
Satz  IV).    Dann  ist: 

//fe('9(— ss)  =  o, 

also  ist  nach  Satz  III  51  —  55  /- meßbar .  und  da  35  als  Boreische 
Menge  /"-meßbar,  so  ist  auch  ■?(  als  Vereinigung  der  beiden  /"-meß- 
baren Mengen  58  und   i'(  —  5Js  /'-meßbar,  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Sei  £  ein  Intervallsystem,  bestehend  aus  den  Intervallen  ^^, 
55., o, Wir  schreiben  dann: 

Unter  A{<B),  ^(S)  vei-stehen  wir  wieder  die  in  ^  1,  Gleichung  (7) 
S.  467.  eingeführten  Ausdrücke. 

Satz  V.  Damit  /von  totalstetigem  Absolutzuwachse  sei 
in  der  offenen  Menge  ®  des  9?^,  ist  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  für  jede  Folge  {3,,}  von  endlichen^)  Intervall, 
Systemen  aus  &,  die  sämtlich  einem  beschränkten  und  ab- 
geschlossenen Teile  58  von  &  angehören,  und  für  die 

lim  //,  (©„)  =  0 

n      X 
ist,  auch  die  Beziehung  gelte: 
(*)  lim4(©„)  =  0. 

n=x 

')  Dieser  Zusatz  kann  auch  ohne  weiteres  wegbleiben. 
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Die  Bedingung  ist  notwendig.     Angenommen  in  der  Tat,   sie 
sei  nicht  erfüllt.     Dann  gibt  es  wegen: 

eine  Folge  {©„}  von  Intervallsystemen,  die  sämtlich  einem  be- 
schränkten, abgeschlossenen  Teile  33  von  91  angehören,  und  für  die: 

lim  /<k(©„)  =  0 ;     lim  rt  (©„)  =f=  0 . 

Ist  nun 

«(93)  =  +  oo, 

so  lehrt  Satz  II,  daß  a  nicht  stetig,  und  somit  auch  nicht  total- 
stetig nach  //^  ist.  Ist  hingegen  «(33)  endlich,  so  folgt  aus  Kap.  VI, 
§  4,  Satz  IV,  daß  a  nicht  totalstetig  nach   iij.  ist. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;    denn   ist  a    nicht    totalstetig 
nach  //^.  so  gibt  es  in  ®  eine  Menge  3t j  so  daß: 

(**)  ,«feW  =  0;     «(3l)H=0. 

Zufolge  der  Definition  von  «(31)  gibt  es  also  in  ®  eine  Folge 
{£>„}  offener.  31  enthaltender  Mengen,  so  daß: 

(V)  lim  «(DJ  ==«(31)4=0, 

und  dabei  kann  wegen  der  ersten  Gleichung  (**)  offenbar  angenommen 
werden-): 

(*%)  lim/i,(£)J  =  0. 

n  —  oc 

Zufolge  der  Definition  von  ß(D„)  folgt  aus  {*^*):  Es  gibt  in  ö^ 
ein  Intervallsystem   @^,  so  daß: 

lim^(<Sj  +  0. 

n=  X 

Wegen  (^%)  ist:  ,.  /^  n       . 

n  =  X 

Also  ist  die  Bedingung  von  Satz  V  nicht  erfüllt.  Damit  i^t  Satz  V 
bewiesen. 

Satz  YI.    In  Satz  V  kann  (*)  ersetzt  werden  durch: 

(t)  •  limzl(®J  =  0. 


^)  Diese  Ungleichung  begründet  man  in  folgender  Weise:  Ist  D  eine  offene 
Menge,  die  alle  Intervalle  von  S  enthält,  so  ist  (nach  Definition  von  a) : 

a(D)^.4(©). 
Und  da  (wieder  nach  Definition)  a  (©)  die  untere  Schranke  von  a  (O)  fjir  alle 
S  enthaltenden  offenen  Mengen  D  ist,   folgt    die  behauptete  Ungleichung. 

-)  Denn  ersetzt  man  C„  durch  einen  offenen,  21  enthaltenden  TeilD^,  so  ist 

«w^«(o;)^«(o„). 
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Die  Bedingung  ist  notwendig;  denn  ist  (t)  nicht  erfüllt,  so 
ist  (*)  erst  recht  nicht  erfüllt 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  denn  ist  a  nicht  totalstetig 
nach  it^,  so  gibt  es  nach  Satz  V  eine  Folge  {S„}  von  Intervall- 
systemen,   so    daß : 

(tt)  Um^(©„)  +  0;     lim/z,((5j  =  0. 

n  =  OD  n  -  00 

Wegen: 

können  dann  nicht  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 
limP(S„)  =  0;     lim  2/(Sj  =  0. 

n  =  00  n  =  X 

Nun  gibt  es  aber  in  ®„  je  ein  Teilsystem  ©^  und  ©«>  so  daß: 

P(©„)  =  J(S;);      N{Qn)  =  -^{^n). 

Es  können  also  auch  nicht  die  beiden  Gleichungen  bestehen: 
lim  A  (e'„)  =  0 ;     lim  J  (©;')  =  0 , 

n=  oo  n=  00 

und  da  aus  der  zweiten  Gleichung  (ff)  folgt: 

lim  fi,{<B'n)  =  0;     lim  //.(©'„O  =  0, 

n  =  00  n  —  « 

ist  Satz  VI  bewiesen. 

Wir  haben  am  Ende  von  §  1  darauf  hingewiesen,  daß  nicht 
allgemein  die  Differenz  A  (^)  von  f  im  abgeschlossenen  Intervalle  3 
mit  dem  Zuwachse  (3(3)  von  f  in  diesem  Intervalle  übereinstimmt. 
Wohl  aber  trifft  dies  für  Funktionen  von  totalstetigem  Absolutzu- 
wachse zu.     Es  gilt  der  Satz: 

Satz  YII.  Ist  f  von  totalstetigem  Absolutzuwachse  fh 
der  offenen  Menge  ö)  des  Ot^,  und  ist  3  ein  abgeschlossenes 
Intervall  von  ®  und  5*  ^^^  ^"^  ^en  inneren  Punkten  von 
3  bestehende  offene  Intervall,  so  ist: 

(X)  ö(3)  =  '5(3*)  =  J(S). 

In  der  Tat,  da  der  Absolutzuwachs  a  von  f  totalstetig  nach  /Hf. 
ist,  so  auch  ti  und  y.     Wegen: 

ist  also: 

M  ^(3)  =  --^(3*);    KS)  =  K5*). 

Nach  Satz  II    ist  a(3),    mithin    auch    tc(^)    und    v(3)    endlich;    aus 
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ö  =  .T  —  )'  folgt  also : 

womit  die  erste  Hälfte  von  (x)  bewiesen  ist. 

Da  ^v*  offen  ist,  gibt  es  nach  (**)  von  §  1,  S.  468  zu  jedem 
f^O  ein  endliches  Intervallsystem  ®'  aus  ^*,  so  daß: 

(xxx)  p((S')>;i(c^*)_e;     N{(B')>v{^*)  —  e. 

Durch  Hinzufügung  eines  endlichen  Intervallsystems  3"  kann  3' 
ergänzt  werden  zu  einem  Zerlegungssysteme  (S=S'-|-<3"  von 
3.    Nach  (4)  und  (6)  von  §  1   (S.  466,  467)  ist  dann: 

Aus  (xx)  und  (xxx)  folgt: 

(0)  P(©)>7r(3)-f;     N{^)>y{^)-e. 

Für  jede  offene  Menge   0>-3  ^st: 

P(@)^^(D);     N{^)<r{D), 

und  da  :^(3),  v{^)  die  unteren  Schranken  von  ^{£)),  v{£i)  für  alle 
offenen  Mengen  0>-;3  sind,  ist  auch: 

(00)  P{(B)£7i{^),     N{e)<v{^). 

Aus  (0)  und  (00)  folgt: 

\{P{<B)-N{B))  —  {n(^)  —  v{^s))\<e, 

und  da  hierin  e^O  beliebig  war,  so  ist  dies  wegen  [^^)  und  wegen 
^  =  71  —  r  gleichbedeutend  mit: 

Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Wir  können  nun  den  Zuwachs  ö[%)  von  f  auf  einer  /c-dimensional- 
meßbaren  Menge  ?(  leicht  als  Grenzwert  von  Ausdrücken  A  (©)  dar- 
stellen, Avo  S  eine  Folge  von  geeigneten,  die  Menge  3(  approximie- 
renden Intervallsystemen  durchläuft.  Dabei  bezeichnen  wir  kurz 
mit  ©  auch  die  Vereinigung  der  das  Intervallsystem  ©  bildenden 
Intervalle.     Es  gilt  der  Satz: 

Satz  VIII.  Sei  f  von  totalstetigem  Absolutzuwaclise  in 
©,  und  sei  W  eine  A-dimensional-meßbare  Punktmenge, 
die  ganz  in  #einem  beschränkten  abgeschlossenen  Teile  S5 
von  (5)  enthalten  ist.  Ist  dann  {@v}  eine  Folge  von  Inter- 
vallsystemen aus  ^,  so  daß^): 


•)  Wir  schreiben  hier  und  im  Folgenden  der  Einfachheit  halber 
2^4-5?  —  ^     für    (aif-f  5R)  — ^J. 
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(♦)  lim  /t,  (?r  -f  S.-  —  91  •©..)  =  0 , 

8ü  ist: 

6(«)  =  limzl(©,). 

In  der  Tat,  für  das  aus  den  Intervallen  3i' Sa»  •  • -5  vSn  be- 
stehende Intervallsystem  3  gilt,  da  der  Absolutzuwachs  «,  und 
somit  auch  der  Zuwachs  ö  von  /'  totalstetig  nach  fi^  ist,  und  je 
zwei  ^y  nur  eine  Menge  vom  Inhalte  0  gemeinsam  haben: 

Wegen  Satz  VII  ist  also: 

(**)  ^(e,)  =  j(®„). 

Nun  ist: 

(♦**)        %  =  s}i ©,.  -|_  (?r  _  2t (S„).  ©.,  =  9t ©V  +  (©V  —  % ©r). 

Hierin  ist: 

9t  — 9l©v<9t4-©.  — 5t©.;     ©V  — 9t©,.<9t-(-©v  — ?tS... 
Also  folgt  aus  (*): 
(%*)  lim  /i,  (9t  —  9t  ©,.)  =  0 ;     lim  ,u,^  (©„  _  9r  ©,,)  =  0 . 

v=  ao  V  =  5C 

Da  9t  und  alle  ©,,  in  33  liegen  und  nach  Satz  II  a{^)  endlich 
ist,  kann  Satz  IV  von  Kap.  VI,  §  4  angewendet  werden ,  so  daß  aus 
(%*)  folgt: 

(,,%)  lim(5(9t  — 9t©v)  =  0;     lim  Ö(S,  —  9l©„)  =  0. 

Wegen  (***)  ist  nun  aber: 

^(9t)  =  (5(91©.)  +  6(9t  —  9t©.);     (5(©,)  =  ^(9t©.)  +  ^(©.  —  9t©,.), 
und  somit  wegen  [^^): 

<5(9t)  =  lim  d (9t  ©.) ;     lim  {6 (@v)  —  r5  (9t  ©,.))  =  0 , 

und  hieraus  durch  Addition: 

6(9t)  =  lim(3(©,.). 

»•  =  X 

Wegen  (**)  aber  ist  dies  die  Behauptung,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

§  3.    Ausgezeichnete  Folgen  von  Intervallsystemen. 

Wir  wollen  nun  zwei  Sätze  beweisen,  die  für  Absolutzuwachs, 
Positivzuwachs  und  Negativzuwachs  einer  Funktion  /'  Analoges  leisten, 
^^'ie  die  Sätze  VII  und  VIII  von  §  2  für  den  Zuwachs  ö  von  /". 

Unter  dem  Durchmesser  des  Intervalles  [a^,  a«, ...,  a^;  6^,  ^2, ...,  Z/J, 


480  t)ie  Funktionen  endlicher  Variation. 

oder  des  Intervalles  (a^,  ag, . . .,  a^;  &j,  t^,  . . .,  6j  verstehen  wir  den 
Abstand  der  beiden  Punkte  (a^,  a^,  . . .,  aj  und  (b^,  bc^,  . .  .,b^).  Haben 
sämtliche  Intervalle  des  Intervallsystems  ©  einen  Durchmesser 
^d,  Bo  nennen  wir^)  d  eine  Norm  des  Intervallsystems  ©. 

Sei  {S,}  eine  Folge  von  Intervallsystemen  aus  dem  abgeschlos- 
senen Intervalle  .5,  derart  daß: 

(0)  limju,{(Br)  =  ^i,{^). 

Gibt  es  dann  zu  ©^  eine  Norm  dy,  so  daß: 

lim  dy  =  0, 

r  =  X 

SO  heißt  {©,.}  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Intervallsystemen 
aus  3. 

Das  endliche  Intervallsystem  @'  heißt  ein  Untersystem  von  ©, 
wenn  jedes  Intervall  von  ©'  Teil  eines  Intervalles  von  (S,  und  wenn 
die  Vereinigung  aller  Intervalle  von  ©'  übereinstimmt  mit  der  Ver- 
einigung aller  Intervalle  von  <B.  Aus  §  1,  Satz  I  folgt  dann  sofort: 
Ist  ©'  Untersystem  von  ©,  so  ist: 

(1)  Ä{&)^A{(B);     P{(B')>P{(B);     ^'{&)>N{S). 
An  Stelle  von  Satz  VII.  §  2  tritt  nun  der  Satz: 

Satz  I.  Ist  /'  von  totalstetigem  Absolutzuwachse  in  der 
offenen  Menge  ®  des  9t^,  und  ist  Q  ein  abgeschlossenes 
Intervall  aus  ®  und  ig*  das  aus  den  inneren  Punkten  von 
3  bestehende  offene  Intervall,  so  ist  für  jede  ausgezeich- 
nete Folge  {©v}  von  Intervallsystemen  aus  3: 

«(3)  =  «(3*)  =  limA(©,). 

r  =  00 

Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  Gleichungen  nachzuweisen; 
denn  ebenso  beweist  man  die  zweite,  woraus  die  dritte  dann  von 
selbst  folgt. 

Da  a  totalstetig  nach  //^.,  so  auch  tt.  Aus  "^(3  —  3*)  =  0 
folgt  also: 

d.  h.  die  erste  Hälfte  der  zu  beweisenden  Gleichung. 

Nach  §  2,  Satz  II  ist  71  {^),  und  somit  auch  ji{^*)  endlich.    Da 


^)    Nach    J.   Pierpont,    The   theory  of   functions  of   real    variables,    1 
(1905),  157. 


Kap.  VII,  §  3.    Ausgezeichnete  Folgen  von  Intervallsystemen.         481 

3*  eine  offene  Menge   ist,    gibt  es    zufolge  der  Definition    von  n  zu 
jedem  e  ^  0  ein  endliches  Intervallsysteni  S  aus  3*.  so  daß : 

C-^)  .         P(s)>^(3*)-e. 

Sei  nun  {3,}  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Intervallsystemen 
aus  3-  Wir  zerlegen  3v  in  zwei  Teilsysteme  St  und  S'^,  wo  ©t  die- 
jenigen Intervalle  von  ©>.  enthält,  die  ganz  in  einem  Intervalle  von 
(S  liegen,  3"  die  übrigen.  Weil  {3,}  eine  ausgezeichnete  Folge  von 
Intervallsystemen  aus  3  i^t.  und  mithin  (0)  gilt,  ist  offenbar: 

lim  /(^(3'^)  =  /<^(3). 

In  3t  gibt  es  nun  ein  endliches  Teilsystem  3*',  so  daß  auch: 

(3)  lim//^(3*)  =  //fe(3). 

Wir  können  3?  durch  Hinzufügung  eines  endlichen  Intervallsystems 

3**    zu    einem    Unters3^stem    3,    von    3    ergänzen.      Aus    (3)    folgt 
dabei: 

(4)  lim,«,(3r)  =  0. 


V  =  00 


Nun  setzt  sich  P(3v)  folgendermaßen  zusammen: 

(5)  P(©,)  =  p(i,)_p(s**)-|-P(©:)_p(©*)-|-P(@;'). 

Da  ©„  Untersystem  von  3,  ist  nach  (1): 

(6)  P(äj^P(3). 

Weil    71    von  totalstetigem  Absolutzuwachse,   folgt  nach  §  2,  Satz  V 
aus  (4): 

(7)  lim  4 (3**)  =  0     und  somit:     UmP(3v*)  =  0. 

I'  =  »  ►  ^  ao 

Ferner  ist  offenbar: 

(8)  P(3t)>P(©v*);    P(®'v')^0- 
Wegen  (6),  (7)  und  (8)  folgt  aus  (5): 

P(3^)>P(©)  — e     für  fast  alle  v, 

und  somit  weiter  wegen  (2): 

P(3v)>?i(S*)  — 2«     für  fast  alle  v. 

Da  hierin  e  ^  0  beliebig  war,  und  da  andererseits  (vgl.  S.  476,  Fußn.  ^): 

;r(3*)^P(©.)     für  aUe  v, 
so  folgt  daraus: 

lim  P  (3,)  =  71  (3*), 

Hahn.  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  31 
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d.  h.  die  zweite  Hälfte  der  zu  beweisenden  Gleichung.  Damit  ist 
Satz  I  bewiesen. 

Sei  nun  91  eine  beliebige,  Ar-dimensional-meßbare  Punktmenge.  Sei 
{<Br}  t'ine  Folge  von  Intervallsystemen,  derart  daß: 

lim  ,M,  (91  -f  Sv  —  91  •  ®v)  =  0. 

Gibt  es  dann  zu  iS,.  eine  Norm  d,.,  so  daß: 

lim  d,.=  0 , 

SO  heiße  {2,.}  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Näherungs- 
systemen  für  die  Menge  9t.  An  Stelle  von  Satz  VIII,  §  2  tritt 
nun  der  Satz: 

Satz  II.  Sei  f  von  totalstetigem  Absolutzuwachse  in  &, 
und  sei  91  eine  Ai-dimensional-meßbaie  Punktmenge,  die 
ganz  in  einem  beschränkten,  abgeschlossenen  Teile  93  von 
@  enthalten  ist.  Ist  nun  {Sv}  eine  in  'iB  enthaltene,  aus- 
gezeichnete Folge  von  Näherungssj'stemen  für  die  Menge 
91,  so  ist: 

n  (91)  =  lim  P  (Sv) ;     V  (^?0  =  lim  N  (©,.) ;     et  (91)  =  lim  Ä  (©,,) . 

Wieder  genügt  es,  die  erste  dieser  Gleichungen  zu  beweisen. 
Aus  dem  Boreischen  Theorem  (Kap.  I,  §  6,  Satz  I)  folgern  wir:  Es 
gibt  ein  endliches  Intervall  System  S  aus  ®  derart,  daß  in  der  Ver- 
einigung seiner  Intervalle  die  Menge  95,  und  somit  auch  9t  und 
alle  Intervallsysteme  S,,  enthalten  sind. 

In  (5t,  gibt  es  ein  endhches  Teilsystem  S',  so  daß: 

lim  ju^{Q>v  —  Sr)  =  0. 

V=  CO 

Weil  f  von  totalstetigem  Absolutzuwachse,  ist  dann  auch  (Kap.  VI, 
§  4,  Satz  IV) : 

(0)  lim  {71  i^,.)  — 71  {&,))  =  0, 

und  somit  erst  recht ^): 

(00)  lim  (P(S,.)  —  P (©:.))  =  0. 

V  —  X 

Da  {Sv}  eine  ausgezeichnete  Folge  von  Näherungssystemen 
von  91  war,  gibt  es  zu  ©,,  eine  Norm  d,.,  so  daß 

lim  dy  =  0 . 
Wir  ergänzen  St  durch  Hinzufügung  eines  endlichen  Intervallsystems 


»)  Vgl.  S.  476,  Fußn.  ^). 
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2''  von  der  Norm  d,.  zu  einem  Untersysteme  2,,  von  (£.    Indem  vir 
auf  jedes  Intervall  von   3  Satz  I  anwenden,  erhalten  wir: 

;T(©)=limP(Sv). 
Da  hierin:  *"  =  " 

7r(®)  =  7r(©;)-f  ;i(®C');     P(®.)  =  P(®;)  +  P(©t'). 
kann  dies  auch  so  geschrieben  werden: 

lim  {(.r  (©:)  —  P(S:))  -^  0-r  (S")  —  P(Sv ))}  =  0, 

und  da  keiner  dieser  beiden  Summenden  negativ  ist,    folgt  hieraus: 

lim(7r(S;)  — P(®;)j  =  0, 

y  —  X. 

und  somit  wegen  (0)  und  (00): 

(000)  lim  {71  (©.,)  —  P (©„))  =  0 . 

Wie  beim  Beweise  von  §  2  Satz  VIII  setzen  ^\ir: 

{o%)  9(  =  ^3tS.-f  (?(  — SISv),  2.  =  5r©,-f  (2,-31  ©v), 

und  folgern  wie  dort  (***): 

(OqO)  lim  TT  (91  —  9{  2v)  =  0 ;     lim  .t  (2,  —  «  2.)  =  0 . 

Auch  hier  ist  wegen  (qOq) 

ji{^)=^jr{^l<By)^n{^  —  %<Br),  7i(<By)  =  7i{'ä(By)-\-n{(B,  —  'äQy), 
woraus  wegen  (OqO)  weiter  folgt: 

71  (51)  =  lim  71  (2,). 

Wegen  (000)  folgt  daraus  weiter: 

71  (21)  =  lim  P  (2,), 

y-'  oc 

und  Satz  II  ist  bewiesen. 

§  4.     Variation,  positive  und  negative  Variation  einer 
Funktion  f{x). 

Bei  Funktionen  fix)  einer  reellen  Veränderlichen  stehen  die  Be- 
griffe des  Absolutzuwachses,  des  Positivzuwachses  und  des  Xegativ- 
zuwachses  in  engster  Beziehung  zu  den  bekannten  Begriffen  der 
Variation,  der  positiven  und  negativen  Variation,  die  \\ir 
nun  entwickeln  wollen^). 


»)  Diese  Begriffe  wurden  eingeführt  von  C.  Jordan,  CR.  92  (1881),  228; 
Cours   d'analyse   2.  6d.,  1  (1893),  54,  und    finden   sich   seither  in  den    meisten 

31* 
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Sei  [a,  b]  ein  Intervall  des  di^.    Durch  Einschalten  endlich  vieler 
Punkte : 
(0)  o  =  a?o<a;i<...<a-„_i<x„=fo 

entsteht  eine  endliche  Zerlegung  Z  des  Intervalles  [a,  /;].  Die 
Punkte  x- (/  =  0,  1,  . . .,  «)  heißen  die  Zerlegungspunkte  von  Z. 
Kommen  sämtliche  Zerlegungspunkte  von  Z  unter  den  Zer- 
legungspunkten der  Zerlegung  Z'  vor.  so  heißt  Z'  eine  Unterzer- 
legung von  Z.  Sind  endlich  viele  Zerlegungen  Z^,  Z„,  . . .,  Z^  ge- 
geben, so  heißt  die  Zerlegung  Z,  deren  Zerlegungspunkte  die  sämt- 
lichen Zerlegungspunkte  von  Z^,  Z.-,,  . . .,  Z^  sind,  die  Produktzer- 
legung: 

Z  =  Z^Z.,-...  Z^\ 

sie  ist  Unterzerlegung  jeder  der  Zerlegungen  Z^^,  Z„,  , . .,  Z,^. 

Wir    führen    folgende  Bezeichnungsweise  ein,    die  wir  weiterhin 
festhalten  wollen:    Ist  z  irgendeine  Zahl,  so  setzen  wir: 

wenn     z^  0 


H: 


+  [0        wenn     z  <C_0, 

0        -wenn     z  ^0 

z  I     wenn     z  <C0. 

Sei  f{x)  eine  in  [a,  b]  definierte  und  endliche  Funktion,  und 
sei  Z  die  durch  (0)  gegebene  Zerlegung.    Wir  bilden  die  Summen^): 

Ä{Z)  =  i\f{x.)-r{x,_,)\; 

p{z)=i  \n^;)-fix,^,)\;  N{z)^i\f{x,)-f(x,_,)\. 

»■  =  1+  »■  - 1  - 

Dann  ist: 

(00)        Ä{Z)  =  P{Z)~^N{Z);     f{b)-f{a)  =  P{Z)-~N{Z), 

und  man  erkennt   unmittelbar: 

SatE  I.     Ist  Z'  eine  Unterzerlegung  von  Z,  so  ist: 

A(Z')  >A{Z);     P{Z')  >  P{Z);     N{Z')  ^  N{Z). 

Wir  definieren  nun:  Die  obere  Schranke  aller  A{Z)  (für  alle 
möglichen  Zerlegungen  von  [a,  &])  heißt  die  Variation  von  /"  in 
[a,  &],  in  Zeichen  Aa(/").     Die    obere  Schranke    aller  P{Z)  heißt  die 


Lehrbüchern  dei-  Analysis.    Vgl.  auch  die  Darstellung  von  W. H.  Young,  Quart. 
Journ.  42  (1911),  54. 

^)  Ist  es    nötig,    die  Funktion  f  in  Evidenz    zu   setzen;    so    schreiben  wir 
statt  dessen  A(Z,f),  P{Z,  f),  N{Z,  f). 
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positive,  die  obere  Schranke  a\\eTN(Z)  heißt  die  negative  Vari- 
ation von  /■  in  [a.b],  in  Zeichen  'Haif)  bzw.  Na(/).  Wir  dehnen 
diese  Definition  auch  auf  den  Fall  a=^b  aus  durch  die  Festsetzung: 

(000)  A2(/)  =  0;     n:  (/•)  =  ();     N^(/)  =  0. 

Satz  II.  Zwischen  Variation,  positiver  und  negativer 
Variation  einer  Funktion  /  besteht  die  Beziehung: 

*)  Aj(/)  =  nJ(/)  +  N!(/). 

In  der  Tat,  aus  (00)  folgt: 
P[Z)  =  l  {Ä  (Z)  4-  f{b)  ~  fia));      N{Z)  =  l  (A  (Z)  -f{b)-\-  f{a)). 
Daraus  folgt  für  die  oberen  Sehranken : 

nj  (/•)  =  I  (A;  (/•)  +  f{b)  -  na)); 

Nj(/)=i(A;(n-/{6) +/■(«)), 

und  daraus  durch  Addition  die  Behauptung  (*). 
Satz  III.     Für  jedes  c  aus  [a,  b]  ist: 

(t)  K{f)  =  K{f)  +  ^Uf)■^ 

nj^ = K  if)  +  n^  (/■) ;    K  (f)  =  K  (f)  +  n*  (f ) . 

Es  wird"  genügen,  die  Formel  für  TTa  nachzuweisen;  ebenso  be- 
weist man  die  für  N«,  woraus  nach  Satz  II  die  für  Aa  folgt. 

Zufolge  der  Formeln  (000)  sind  die  Formeln  (f)  trivial  für 
c  =  a  und  c=^b:  wir  nehmen  also  an: 

Sei  {Zy}  eine  Zerlegungsfolge  des  Intervalles  [a,b],  so  daß: 
(tt)  •     n^:f)=  lim  P(Z,), 

V  —  CO 

und  seien  {Zl}  und  {Z'J}  Zerlegungsfolgen  von  [o,  c]  bzw.  [c,  b], 
so  daß : 

(ttt)  n:(/)=limP(z;);     nl  =  hm  P{Z:!). 

V  Cd  V  —  00 

Sei  Zy  die  Zerlegung  von  [a,  b].  die  alle  Zerlegungspunkte  von 
Zy,  Z'y  und  Zy  enthält;  ebenso  sei  Z'y  die  Zerlegung  von  [a,  c],  die 
alle  (nach  [a,  r]  fallenden)  Zerlegungspunkte  von  Zy  und  Z'y  enthält, 
und  es  sei  Z'^  die  Zerlegung  von  [c,  fc],  die  alle  (nach  [c,  6]  fallenden) 
Zerlegungspunkte  von  Z,,  und  Z"  enthält.     Dann  ist  offenbar: 

(-it)  p(z,)=p(z;)+p(^'); 
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und  da  Z,.,  Zl,  Z"  Unterzerlegungeii  von  Z^.  bzw.  Z'.,  bzw.  Z"  sind, 
folgt  aus  (tt)  und  (fff)  vermöge  Satz  I: 

n;(r)  =  lim  P(Z:);     n:(n=limP(Z:);     T\]{f)  =  \irxiP{Z':). 

Aus  (■'"t''")  folgt  also  unmittelbar  die  Behauptung  (f). 
Aus  Satz  III  entnimmt  man  sofort: 

Satz  ly.     Für  jedes  Teilintervall   [a'.b']  von  [a,h]  ist: 

aJ;(/-)<aJ(/-);   n*:(/o<nJ(/-);    ^'XO^Kif)- 

Wir  bezeichnen  nun  wieder  als  ein  Intervallsystem  aus  [a,  h\ 
jede  Menge  abzählbar  vieler  Teilintervalle  [xj,  x'']  (i^l,2,...)  von 
[a,h],  die  zu  je  zweien  keinen  inneren  Punkt  gemein  haben.  Be- 
steht ein  Intervallsystem  nur  aus  endlich  vielen  Intervallen,  so  nennen 
wir  es  ein  endliches  Intervallsystem. 

Ist  5  ein  Intervallsystem  aus  [a,  h],  bestehend  aus  den  Intervallen 
\x'i.  a"'/]  (1=1,2...,),  so  bilden  wir: 

I    -i-  1 

Dann  gilt  der  Satz:  '-^ 

Satz  Y.  Es  ist  Aa(/')  die  obere  Schranke  von  J.(5),  TTa(/') 
die  obere  Schranke  von  P{S).  ^a{f)  die  obere  Schranke  von 
N{S)  für  alle  endlichen  Intervallsysteme  S  aus  [a,  &]. 

Es  wird  genügen,  die  Behauptung  für  Aa(/")  nachzuweisen.  Sei 
A'  die  obere  Schranke  von  A  (S)  für  alle  endlichen  Intervallsysteme 
aus  [a,  h].  Da  jede  endliche  Zerlegung  Z  zugleich  ein  endliches 
Intervallsystem  .S'  liefert,  und  Agff)  die  obere  Schranke  aller  A(Z) 
war,  ist: 

Andrerseits  kann  jedes  endliche  Intervallsystem  S  aus  [a,  b]  durch 
Hinzufügung  endlich  vieler  Intervalle  zu  einer  Zerlegung  Z  von 
[a ,  b]  ergänzt   werden,  für  die  dann  offenbar : 

AiZ)'^Ä{S) 

ist.  Also  besteht  zwischen  den  oberen  Schranken  der  ÄiZ)  und  der 
Ä{S)  die  Ungleichung: 

r^)  aJ(/-)^a'. 

Die  beiden  Ungleichungen  (^)  und  {'^^)  ergeben  die  Behauptung. 
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Satz  VI.  In  Satz  V  kann  die  Beschränkung  auf  endliche 
Intervall  Systeme  wegbleiben. 

Sei  in  der  Tat  wieder  A'  die  obere  Schranke  von  A  (S)  für  alle 
end liehen,  A"  die  obere  Schranke  von  A(S)  für  alle  Intervall- 
systeme aus  [a,b].     Dann  ist: 

(%^)  A"^A'. 

Ist^  irgendeine  Zahl  <C  A",  so  gibt  es  ein  Intervallsystem  S,  so  daß 

ÄiS)>p. 
In  S  gibt  es  dann  ein  endliches  Teilsystem  S',  so  daß  auch 

Ä{S')>p. 

Also  ist  auch  K's>i),  und  da  dies  für  jedes  p<Z^"  gilt,  ist: 

(x\j  A'^A". 

Die    Ungleichungen  (^x^)    und  (x^x'  ergeben  A'  =  A",  und    Satz  VI 
ist  bewiesen*). 

Sei  wieder  S  ein  Intervallsystem  aus  [a,  b],  bestehend  aus  den 
Intervallen  [xj,  xj']  (i  =  l,2,...).  Wir  bezeichnen  mit  Oi  die 
Schwankung  von  f  in  [x'i,  x'/]  (Kap.  III,  §  2.  S,  190)  und  setzen"';: 

Dann  gilt  der  Satz: 

Satz  Vir^j.  Es  ist  A(,(/'j  die  obere  Schranke  von  Ü(Z)  für 
alle  endlichen  Zerlegungen  Z  von  [a,  b]. 

Sei  in  der  Tat  Q  die  obere  Schranke  von  Ü{Z)  für  alle  end- 
lichen Zerlegungen  Z  von  [a,  b].     Wegen: 

Q(Z)'^A{Z) 
ist  dann: 

(1)  ü>^l(f). 

Sei  sodann  j?  irgendeine  Zahl  <[  Q.  Dann  gibt  es  eine  Zerlegung 
Z,  so  daß: 

Ist  oi^    die    Schwankung    von  /'  im  Intervalle    \x^_^.  xj    von   Z,    so 
gibt  es  (Kap.  III,    §2,  Satz  II)    zu    jedem   £>-0    in  [x^-j.xj    zwei 

^)  Daraus  folgt  sofort  daß  A^  (f)  die  obere  Schranke  von  A  (Z)  nicht 
nur  für  alle  endlichen,  sondern  auch  für  alle  Zerlegungen  Z  von  [a,h]  ist. 

'-)  Da  die  Zerlegungen  Z  von  a,  h'  spezielle  Intervallsysteme  sind,  ist 
hierdurch  auch  Ü{Z)  für  alle  Zerlegungen  Z  von  [a,  h    definiert. 

■■')  E.  Study,  Math.  Ann.  47  (ls96),  29s. 
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Punkte  xj.a-',  so  daß^): 

Bezeichnen  wir  mit  S  das  aus  den  Intervallen  [a-J,  a'/J  (i=l,  2,  ...) 
bestehende  Intervallsystem,  so  ist: 

A{S)  =  ^\f{xr)-f{x';)\>^co,-e  =  .QiZ)  —  e>p~e. 

Nach  Satz  V  ist  also: 

Al{f)>Ä{S)>p  —  e,      ■ 

und  da  dies  für  jedes  p  <i  Ü  und  jedes  t  >.  0  gilt,  ist  auch : 

(2)  A:{r)^i^. 

Durch  (1)  und  (2)  aber  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Ganz  ebenso,  wie  Satz  V  und  VI  beweist  man  noch: 

Satz  Till.     Es  ist  A^(/)  die   obere  Schranke  von  Q{S)  für 
alle  lendlichen)  Intervallsysteme  S  aus  [a,  h]. 

Seien    nun    /^    und    f^    zwei    in    [a,  b]    definierte    und    endliche 
Funktionen.     Dann  gilt: 
Satz  IX.     Es  ist: 

n«(/,  +  /,)^nS(/j-fn^(4);    Nj(f,+/,)<N*(/;)  +  N;(/,). 

In  der  Tat.    es   genügt  wieder,  die  Ungleichung    für  TT«  zu  be- 
weisen. 

Für  jedes  Teilintervall  [x',  x"]  von  [a,  h]  ist: 

I  (/i  ioo")  +  /,  {x"))  —  ( /,  {x')  +  /:,  (x')) !  < 

+ 

1 /;  (x")  - /;  fa;')  i  +   t,(x")  —  fjx')\, 

+  + 

und  somit  für  jede  Zerlegung  Z: 

PiZ,  f,-^Q^F{Z,  t\}  +  P{Z,  /,). 

Da  aber  TT„(/)  die  obere  Schranke  aller  P{Z,  f)  ist,    so   ist  die  Be- 
hauptung bewiesen. 

Satz  X.     Sind  G^    und  G.,   obere    Schranke  von     f\'    und 

'  /j  i  in  [a,h],  so  is^  : 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  {.uis  der  Ungleichung: 

')  Dies  gilt,  wenn  loi  endlich.    Für  wj  =- -|- c»  tritt  eine  leicht  ersicht- 
liehe  Änderung  des  Beweises  ein. 
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(3)     ■  \t\{^")-fA^")-fii^')-fA^\ 

<    f\  (x")  I  •    /,  {x")-  f,  {x')  I  +    /,  ix')  I .  \  f,  [x")  -  /,  [x') , .       . 

Satz  XI.  Sind  Gj  und  G.,  obere  Schranke  von  \f^\  und 
\f„\  in  [«,&],  und  hat  /.',  in  [a,h]  eine  positive  untere 
Schranke  g^O,  so  ist: 

A;  (1^)  ^  4  (^lAa(/,)  +  &,AS  (/,)). 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Ungleichung: 

Satz  Xn.     Es  ist: 

In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus  der  Ungleichung: 

(5)  ll/V)   -^f(x')\\£\fix")-fix')^. 

Satz  XIII.  Sind  die  Z^, /.',,.••,  4  definiert  und  endlich  in 
[a,  6],  und  ist  /der  größte  (kleinste)  unter  den  A;  Funktions- 
werten  /i,/o,-..,4,  so  ist: 

Aj (/■)< 2 A^ (/;.);   n^(/)^ inj (/•,);    nJ(/-)^2nJ(/;). 
t=i  t=i  »=i 

In  der  Tat.  es  genügt,  dies  für  TTa  nachzuweisen.  Da  offen- 
bar in  jedem  Teilintervalle  [x',  x"]  von  [a,  b]  für  mindestens  ein  i 
u-=l,  2,  ...,k): 

+  + 

so  ist:  . 

P{Z.f)^^P{Z,i\)      (1=1, 2, ....Ä). 
woraus  die  Behauptung  folgt. 

§  5.     Funktionen  endlicher  Variation. 

Ist  f{x)  definiert  und  endlich  in  [a,  b],  und  istAa(/)  endlich, 
so  heißt  die  Funktion  f{x)  von  endlicher  Variation^)  in  [a,  fc]; 
sie  ist  dann  offenbar  auch  beschränkt  in  [a.  fe].  Aus  §4,  Satz  II 
folgt: 


*)    Vielfach    auch:     „von   beschränkter   Schwankung".     Bei    C.   Jordan 
,ä  Variation  born^e". 
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Satz  I.  Damit  /'  von  endlicher  Variation  sei  in  [a,  b],  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  sowohl  TT*  (/)  als  auch  Na(f) 
endlich  seien. 

Aus  §  4,  Satz  IV  folgt: 

Satz  II.  Ist  /'  von  endlicher  Variation  in  [a,  b],  so  auch 
in  jedem  Teilintervalle  [a',  b']  von  [a,  b]. 

Aus  den  Sätzen  IX,  X,  XI  von  §  4  folgt: 

Satz  III.    Sind  f\  und  /^  von  endlicher  Variation  in  [a,b], 

so  auch  /,-fA"..  fi  —  /It,  /'i'/!.  und,    falls   die   untere  Schranke 

f 
von  1/;,    in  \a,b]  positiv  ist,   auch   y. 

Aus  §  4,  Satz  XII  folgt: 

Satz  IV.  Ist  f  von  endlicher  Variation  in  [a,b],  so 
auch     f\. 

Aus  §  4,  Satz  XIII  folgt: 

SatzV.  Sind  /;,  Z^,  . ..,  ^  von  endlicher  Variation  in  [a,b], 
und  ist /'der  größte  (kleinste)  unter  den  fc  Funktionswerten 
/",/;,....,  4,    so   ist  auch  /'von    endlicher  Variation    in  [a,b]- 

Die  Sätze  III,  IV,  V  erinnern  an  das  Verhalten  stetiger  Funktionen. 
Es  sei  darum  eigens  festgestellt,  daß  —  entgegen  dem  Verhalten 
stetiger  Funktionen  —  die  durch  Zusammensetzung  zweier  Funktionen 
f{x),g{y)  endlicher  Variation  entstehende  Funktion  g{f{x))  nicht 
notwendig  von  endlicher  Variation  ist^). 

Satz  VI.     Ist  die  Reihe 

(0)  2fr{x)    {=f{OC)) 

V  —  1 

eigentlich  konvergent  im  Punkte  Xq  von  [a,  b],  und   ist    die 


*)  Beispiel:    Sei  {x„}    eine    stets    wachsende   Zahlenfolge    aus   (0,  1)    mit 
lima;„=l.      Wir    setzen    noch    X(,^=0    und    definieren   f{x)    in    [0,1]    durch 
n=  <x> 
f{X2n)  =  0;    /•(a;2„_i)  =  ^;   f{l)=-0:  /"(x)  linear  in  jedem  Intervalle  [«„_,,  x„] 

(«  =  1 ,  2 .  . . .) .     Dann  ist 

00 

n=l 
also  ist  f  von  endlicher  Variation  in  [0,  1].     Ist  g(y)  =  \'y,  so  ist 

und  somit  ist  g{f(x))  nicht  von  endlicher  Variation  in  0,  1]  (vgl.  i?  6,  S.  498).  — 
Selbstverständlich  ist  aber  ^  (/"(a;);  von  endlicher  Variation,  wenn /"  monoton 
und  g  von  endlicher  Variation. 
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Reihe  der  Variationen: 

(00)  2Aa(/;) 


eiorentlich  konvergent,  so  ist  die  Reihe  (0)  eigentlich  gleich- 
mäßig konvergent  in  [a,  b],  ihre  Summe  f\x)  ist  von 
endlicher  Variation  in  [a,  h],  und  es  ist: 

(000)  ^l{f)<lK(f.). 

In  der  Tat,  setzen  wir: 

n 
v  =  l 

SO  ist: 

!  Sn"  (x)  —  Sn'  {x)\£\  Sn"  (x)  —  S„'  (x)  —  S„"  (Xq)  +  Sn'  (Xq)  | 

+  I  «n"  K)  —  ^V  (a^o)  I  ^      2      AJ  (/;)-[-    Sn"{xQ)  —  Sn'{Xo)\, 
>■  -n'  +  l 

womit,  wegen  der  vorausgesetzten  eigentlichen  Konvergenz  der  Reihe 
(0)  für  x  =  Xq  und  der  Reihe  (00) ,  die  eigentlich  gleichmäßige  Kon- 
vergenz von  (0)  in  [o,  h]  nachgewiesen  ist.  Ungleichung  (000)  folgt 
dann  unmittelbar  aus  der  für  jedes  Teilintervall  [x',  x"\  von  [a,  6] 
gültigen  Ungleichung: 

\f{x")-f{x'),^±\f,.{x")-f,.{x')  , 
1=1 

und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Wir  nennen  eine  Funktion /'(.r)  monoton  wachsend  in  [a,  6], 
weim  aus  a  <x'  ^  x"  <  h  folgt : 

f{x')^f{x"), 

wir  nennen  sie  stets  wachsend  in  [a,  6],  wenn  aus  a  <  x' <^ a;"  <  &' 
folgt:  ~  ~ 

f{x)<f{x"). 

Analog  ist  die  Definition  der  monoton  abnehmenden  (stets 
abnehmenden)  Funktionen.  Monoton  wachsende  und  monoton  ab- 
nehmende Funktionen  werden  zusammengefaßt  in  den  Begriff  der 
monotonen  Funktionen.      Es  gilt  der  Satz: 

Satz  YII.    Jede  in  [o,  i;]  endliche  und  monotone  Funktion 
ist  von  endlicher  Variation. 

In  der  Tat,  ist  f{^x)  monoton  wachsend  in  [«,&],  so  ist: 

(W      n^(f)  =  /■(&) -/■(«);     Nj(/-)  =  0:     ^'a{f)  =  f{h)-f{a): 


492  1^'^  Funktionen  endlicher  Variation. 

ist  f(x)  monoton  abnehmend  in  [a,  b].  so  ist: 

[0%)    n^/)  =  0;     N^7-)  =  -(/-(6)-/-(a));     A'aU)  =  -  (/W  -  A«)), 

womit  Satz  VII  bewiesen  ist. 

Nach  Satz  III  ist  daher  auch  die  (im  allgemeinen  nicht  mono- 
tone) Differenz  zweier  monoton  wachsender  endlicher  Funktionen 
von  endlicher  Variation.    Hiervon  gilt  nun  auch  die  Umkehrung: 

Satz  VIII.  Jede  Funktion  f{x),  die  in  [a,  b]  von  end- 
licher Variation  ist,  ist  Differenz  zweier  in  [ci ,  b]  monoton 
wachsender,  endlicher  Funktionen,  und  zwar  ist  für  jedes  a; 
aus  [a,  b]: 

[*)  f{^)  =  f{o)-{-K{f)-K{f% 

In  der  Tat,  die  Formeln  (**)  von  S.  485  ergeben,  angewendcl 
auf  da^  Intervall  [a,  x] : 

{**)   n;:  if)  =  l  (a:  (/•)  +  fix)  -  /•(«)) ;    N,^  [f)  =1{K  (/•)  -  fix)  +  A«)) 

da  nun  alle  hierin  auftretenden  Größen  endlich  sind,  folgt  durch  Sub- 
traktion (*),  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Unter  allen  Darstellungen  von  /"  als  Differenz  zweier  monoton 
wachsender  Funktionen  ist  die  Darstellung  [*)  ausgezeichnet  durch 
die  Eigenschaft: 

Satz  IX.  Für  je  des  Paar  monoton  wachsenderFunktionen,' 
deren  Differenz  f{x)  ist: 

(t)  f^{x)  —  f^^{x)  =  f{x), 

gilt  in  jedem  Teilintervalle  [a,  b']  von  [a.  b]: 

In  der  Tat.  nach  (OqO)  ist: 

(tt )       ^a'  if,)  =  f,  m  -  /;  («');   A^'  (/.;)  =  /,  {V)  -  /,  («') . 

Wegen  (*)  und  (f)  würde  aus  jeder  der  l)eiden  Ungleichungen: 

(ttt)        nj; (/")>/■, (&')-/,(«');    <-{f)>W)-tW)      * 

die  andre  folgen.     Wäre  also  eine  von  beiden  erfüllt,  so  wäre: 

i\  (bl  -  f\  («')  +  /.  (V)  -  /,  («')  <  K  if)  -f  N  j;  (/■) = Aj:  if), 

während  wegen  §  4,  Satz  IX,  und  wegen  (ft)' 

^a'it)  =  A^'(A  -  f.)  <  Aa'(/;)  +  f^aif,)  =  /,  (^O  -^  /^(a')  +  f,  (&')  "  /".(«')• 

Also    kann    keine    der    Ungleichungen  (ttt)  gelten,    und  Satz  IX  ist 
bewiesen. 
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Satz  X.  Ist  die  Funktion  f'[x)  von  endlictier  Variation 
in  [a,  &],   so  hat  sie  in  [a,b]  nur  Unstetigkeiten  erster  Art*). 

In  der  Tat,  offenbar  hat  eine  monotone  Funktion  nur  Unstetig- 
keiten erster  Art,  daher  nach  Satz  VIII  auch  eine  Funktion  endlicher 
Variation. 

In  jedem  Punkte  x^  von  [a,  b]  existieren  also  einseitige  Grenz- 
werte von  /(.r).     Wir  schreiben  abkürzend  (Kap.  II,  §13,8.179): 

lim    f{x)  =  f(x,  +  Oy,       lim    f{x)  =  f(x^  —  0). 

x  —  Xo  +  O  x  —  x^  —  O 

Aus  Kap.  III,  §  6,  Satz  IV  folgern  wir  noch: 

Satz  XI.  Ist  die  Funktion  f{x)  von  endlicher  Variation 
in  [a.h],  so  hat  sie  nur  abzählbar  viele  Unstetigkeitspunkte 
in  [a,  b]. 

Wir  wollen  nun  Absolutzuwachs,  Positivzuwachs,  Negativzu- 
wachs einer  Funktion  f(x)  vergleichen  mit  ihrer  Variation,  positiven 
Variation  und  negativen  Variation.     Wir  schreiben  dabei: 

Satz  XII.  Ist  f[x)  definiert  und  endlich  in  [a,  b],  so  ist, 
damit  /'  von  endlicher  Variation  in  [a,  b]  sei,  notwendig 
und  hinreichend,  daß  «(Q*)  endlich  sei. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  es  ist  fKa(f)  die 
obere  Schranke  von  Ä{S)  für  alle  endlichen  Intervallsysteme  S  aus 
[o,  b]  (§  4,  Satz  V)  und  a  (3*)  die  obere  Schranke  von  A  (5)  für  alle 
endlichen  Intervallsysteme  S  aus  {a,h).     Also  ist: 

«(5*)<a;(/-). 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Sei  in  der  Tat  a(3*)  endlich. 
Da  für  alle  x'  und  x"  aus  (a,  fc): 

\f{x')  —  f{x")\^a{^*), 

ist  die  Funktion  f{x)  beschränkt  in  (a.  b),  und  da  sie  nach  Aimahme 
endlich  ist  in  [a,  fc],  ist  sie  auch  beschränkt  in  [a,  b]: 

(•i-+t)  \f{x)\<k     in     [a,b]. 

Sei  nun  Z  irgendeine  endliche  Zerlegung  von  [a,  b],  und  S 
das  Intervallsystem  aus  (a,  b),  das  entsteht,  indem  man  aus  Z  die 
beiden  äußersten  Intervalle  wegläßt.     Wegen  (tft)  ist: 

A{Z)<A{S)^4:k, 

»)  Kap.  III,  §  6,  S.  216. 
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und  da: 

Ä{S)<ai^*) 

ist,  haben  wir  für  alle  endlichen  Zerlegungen  Z  von   [a,  ^]: 

.4(Z)<«(S*)  +  4Ä, 
mithin  auch: 

und  Satz  XII  ist  bewiesen. 

Satz  XIII.  Ist  fix)  von  endlicher  Variation  in  [a.b], 
80  ist: 

Aa  if)  =  a  (3*)  +    f{a  4-  0)  -  f{a)  \  +  i  m  -  f{h  -  0)  | , 

K{f)  =  ^  (S*)  +    /■(«  +  0)  -  f{a) :  +  '  /■(6)  -f{h-0)\, 

+  + 

N;(f)="(3*)+/(«  +  0)-/-(a)i4-; /•(&)- A^-O);. 

Es  wird  genügen,  die  zweite  dieser  Gleichungen  nachzuweisen. 
Nach  Satz  XII  ist  a  (3*)  und  somit  auch  tt  (Q*)  endlich.  Zufolge  der 
Definition  von  n  gibt  es  zu  jedem  £  >  0  ein  endliches  Intervallsystem  S 
aus  (a,  h),  so  daß: 

n  p{s)>^(s*)— «.  • 

Sodann  gibt  es  ein  a  ^  a  und  ein  b'  <^b,  so  daß : 

(XX)  lf(^a')-f{a-^0):<8;     \f{b')-r{b-0)\<e, 

und  so  daß  die  Intervalle  [a,a']  und  [&',&]  zu  den  Intervallen  von  S 
fremd  sind.  Fügen  wir  [a ,  a']  und  \b',  t]  zu  S  hinzu ,  so  entsteht 
ein  Intervallsystem  S'  aus  [a,  fcj,  für  das: 

P{S')  =  F{S)^\f{a')-f{a)\Jr\m-f{h')\, 

+  + 

und  somit  wegen  (^)  und  (^^): 

P(SO>^(S*)+ |f(«  +  0)-/'(a)|  + :/•(&)— f(6-0):-3£. 
+  + 

Also  ist  nach  §  4,  Satz  V: 

Tt{t)>n{T)+\f{a^O)-f{a)\^\f{b)-f{h-0)'-de, 

+  + 

und  da  hierin  £  >■  0  beliebig  war : 

+  + 

Andererseits  gibt  es  zu  jedem  e  ^  0  eine  endliche  Zerlegung  Z 
von  [a,6],  so  daß 

P{Z)>Vil{f)-e. 
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Wir  schalten  in  ihr  zwischen  <i  und  den  ersten  Zerlegungspunkt, 
sowie  zwischen  b  und  den  letzten  Zerlegungspunkt  neue  Zerlegungs- 
punkte  a  und  h'  so  ein,  daß  (^^)  gilt.  Für  die  so  entstehende 
Unterzerlegung  Z'  von  Z  ist  nach  §4,  Satz  I: 

(V)  PiZ')^P{Z){>Ul{f)-e). 

Wir  lassen  aus  Z'  die  Intervalle  [a,(i'],  [h',b]  weg.  Es  entsteht  ein 
Intervallsystem  S  aus  {a,b),  für  das: 

P{S)  =  P{Z')--  f{a')-f{a)\-  :  f(b)-  f(b')\, 

+  + 

und  somit,  wegen  (^^)  und  (^x^): 

P{S}>Tf,if)-\r{ai-0)~f{a)\-\f{b)~r{b-0)   -3e. 

+  + 

Da  7i{^*)>P(S),  entnimmt  man  hieraus: 

(x'^x)      ^  (S*)  >  K  in  -   f{a  +  0)  -  f{a)  \-\f{b)-f{b-0)\. 

+  + 

Aus  (><^x)  und  (x^x)  ^bßr  folgt  die  zweite  Gleichung  von  Satz  XIII. 

Wir  bezeichnen  wieder  mit  (5^  die  nur  aus  dem  Punkte  c  be- 
stehende Punktmenge,  und  behaupten: 

Satz  XIV.  Gibt  es  ein  c  enthaltendes  Intervall  {a,b),  so 
daß  /von  endlicher  Variation  in  [a,b],  so  ist: 

a  (e,)  =  I  f{c)  -  f{c  -  0)  i  +  !  f{c  +  0)  -  f{c) ;; 
^{^;)=\f{c)-f(c-0)\^\f(c-l-0)-f(c)'; 

viQ,)=[f{c)-r{c-0)i-{-\nc-{-0)-f{c)i. 

Ist  insbesondere  /'  auch  stetig  im  Punkte  c,  so  ist  dem- 
nach c  Stetigkeitspunkt^)  der  Mengenfunktionen  a,  n  und  v. 

Wieder  genügt  es,  die  zweite  dieser  Gleichungen  nachzuw^eisen. 
Wir  setzen: 

5*  =  (ö, fc);    S**  =  («. c);    3***  =  (c, b). 

Nach  Satz  XIII  ist: 

fnJ(n  =  ^-r(S*)-f|/'(«  +  0)-^(a)!+jW-r(fc-0)|; 

m  (/•)  =  --^  (S**)  +V(«  -f  0)  -  f  (a)  i  +  I /-(c)  -  f  (c  -  0)  I ; 

TT?  (/)  =  n  (3***)  -j-    /-(c  +  0)  -  f{c)  I  +  I  f{b)  —  f{b  -  0)  I . 
+  + 

Nach  §  4,  Satz  III  ist: 

(**)  ~  TT$(/)  =  n^/)  +  TTj(/-). 


')  Kap.  VI,  §  3,  S.  408. 
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Wegen  der  Additivität  von  .t  ist: 

(***)  ^  (3*)  =  ^  (S**)  +  ^  (3***)  +  ^  (e  J . 

Durch  Vergleich  der  Formeln  (*),  (**),  (***)  folgt  tatsächlich  die 
zweite  Gleichung  von  Satz  XIV. 

Satz  XV.  Gibt  es  ein  [a,b]  enthaltendes  Intervall  {a',b'), 
so  daß  f  von  endlicher  Variation  in  [a,  b'],  so  ist,  wenn 

gesetzt  wird: 

«(S)  =  Aj(n-f-! /•(«)- /•(a-0)+|/-(6  +  0)-f(6)|; 

^  (S)  =nj  (/■)  +  7(a)  -  f  (a  -  0)  i  +  I /-(^  +  0)  - /-(fe)  j ; 

+  + 

»'(S)  =  Nj(n  +  l/X«)-/'(«-o)i4-im  +  o)-/(ö)i. 

In   der   Tat,   es   ist: 

S  =  3*  +  Ga  +  ®.. 

so  daß  Satz  XV  unmittelbar  aus  Satz  XIII  und  XIV  folgt. 

Absolutzuwachs  a,  Positivzuwachs  .t,  Negativzuwachs  v  einer  Funktion  f 
sind,  wie  wir  wissen,  Mengenfunktionen,  die  absolut-additiv  sind  im  o- Körper 
der  /"-meßbaren  Mengen  (§  1,  Satz  V).  Variation,  positive  Variation,  negative 
Variation  einer  Funktion  f[x)  sind  uns  nur  als  Intervall! unkt ionen  bekannt. 
Es  sei  nun  darauf  hingewiesen,  daß  diese  Intervallfunktionen  im  allgemeinen 
nicht  zu  absolut-additiven  Mengenfunktionen  erweitert  werden  können.  Wir 
wollen  uns  davon  an  einem  Beispiele  überzeugen. 

Sei  f(x)  =  0  in  [—1,0]  und  =  1  in  (0,1].  Wir  behaupten:  Es  gibt 
keine  absolut-additive  Mengenfunktion  9?  (21),  die  sich  auf  A^  (/■)  reduziert 
für  '3I=[a,&].  In  der  Tat,  angenommen,  es  gäbe  eine  solche.  Sei  (Jq  die 
nur  aus  dem  Punkte  0  bestehende  Menge.    Es  ist  ©<,  sowohl  der  Durchschnitt 

der  Intervalle  T ,  Ol  (»'  =  1,  2,  .  .  .),  als  auch  der  Durchschnitt  der  Inter- 
valle Po,  -1.     Es  müßte  also  sein: 

<p  (So)  =  lim  a!  !(/•);       g>  (go)  =  Um  A  ;  (f) . 

Das  aber  ist  unmöglich,  weil: 

i 
A%(/')  =  0;       A''(/')  =  l      für  alle  V. 

V  0 

Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen.  —  Es  gibt  ebensowenig  eine  absolut- 
additive Mengenfunktion  9?  (2t),  die  sich  auf  A^(/")  reduziert  für  2l  =  (a,6). 
In  der  Tat,  es  ist  (0,  1)  die  Vereinigung  der  monoton  wachsenden  Intervall- 
folge 3r  =  (^ '  1)  5  wegen  <p  (3^)  =  0  müßte  also  sein: 
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während  doch: 

ist.     Damit  ist  die  Behauptung  bewiesen. 

§  6.    Stetige  Funktionen  endlicher  Variation. 
Ausgezeichnete  Zerlegungsfolgen. 

Sei  f{x)  von  endlicher  Variation  in  [a,b].  Dann  sind  fi\^(f), 
TTa(/'),  Na  (/■)  definiert  für  alle  x  von  [a,&],  und  zwar  sind  es,  wie 
aus  §  4.  Satz  IV  hervorgeht,  monoton  wachsende  Funktionen  ven  z. 
Es  existieren  also  die  Grenzwerte  M: 

Ar'^=limAr'';     Ar"=limAr' 

h=+0  Ä-+0 

und   die   analogen  Grenzwerte   ^^^    K^\    K~\    Nr°-     Es   gilt 
für  sie  der  Satz: 

Satz  I.     Es  ist: 


n:  -  nr "  =  fix)  -f(x-o)';   nr "  -  K  = !  /-(x  +  o)  -  f{x)  \  -, 

+  + 

K-K~'=   f{x)-f{x-0);      K^'-K=   f{x-{-0)-f{x)\- 
K  -  A^"'  =  ,  f{x)  -  f{x  -  0) ; ;     A*^"  -  A^  =   f(x  +  0)  -  f{x)  I . 
Sei  {hy}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit  limÄ^  =  0.     Dann  ist: 


(0)  n:-nr"=iimn: 


X     h^ 


v  =  oc 


Da  es  (§  5,  Satz  XI)  nur  abzählbar  viele  ünstetigkeitspunkte  von  f 
gibt,  können  die  hy  so  gewählt  werden,  daß  f  in  den  Punkten  x  —  hy 
stetig  ist.  Nach  §5,  Satz  XIII  ist  dann,  wenn  ^,.=  (x  —  hy,x) 
gesetzt  wird: 

(00)  m_„^  =  ^  (3,)  -f  I  /-(x)  -f(x~0)\. 

+ 

Da  71  absolut-additiv,  und  {^v}  eine  monoton  abnehmende  Mengen- 
folge mit  leerem  Durchsclmitt,  ist: 

lim;i(3^)  =  0. 
Also  folgt  aus  (0)  und  (00): 

na^-nr°  =  !/-(x)-/-(x-o)|. 


*)  Für  x^a  und  z  =  b  kommt  nur  je  einer  dieser  Grenzwerte  in  Frage. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  32 
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Damit  ist  die  erste  Gleichung  von  Satz  I  nachge\\ie8en,  und  analog 
beweist  man  die  anderen. 

Satz  II.  Ist  f  von  endlicher  Variation  in  [a,fc],  so  ist, 
damit  /'  im  Punkte  x^  stetig  sei  auf  [a,  h\,  notwendig  und  hin- 
reichend, daß  sowohl  17«  als  auch  Na  stetig  seien  auf  [a,^] 
im  Punkte  Xq. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  dies  folgt  un- 
mittelbar aus  Satz  I.  Denn  ist  /"  unstetig  in  x^,  so  ist  mindestens 
eine  der  Größen: 

I  f{x,)  -  f{x,  -  0) ' ,       f{x,  +  0)  -  f{x,)  i , 

+  -r 

/■(^o)-A^o-o)i'   lfK  +  ^)-fW! 

von  0  verschieden. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend;  dies  folgt  aus  §5,  Satz  VIII. 

Satz  III.  Ist  f  von  endlicher  Variation  in  [a,h]^  so  ist, 
damit  /'  im  Punkte  x^  stetig  sei  auf  [a,h],  notwendig  und 
hinreichend,  daß  A«  stetig  sei  auf  [a,fc]  im  Punkte  Xq. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  In  der  Tat,  dies  folgt  un- 
mittelbar aus  Satz  I.  Denn  ist  f  unstetig  in  x^,  so  ist  mindestens 
eine  der  Größen: 

i  fi^o)  -  n^o  -  0)  I '  I  fi^o + 0)  -  fM  1 

von  0  verschieden. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  In  der  Tat,  ist  A*  stetig 
auf  [a,h]  in  Xq,  so  ist  nach  Satz  I^): 

;  fM -  fi^o - 0)  I  =  0;    ;  f{x,  +  o) -  f{x,)  =  o. 

Daraus  aber  folgt  die  behauptete  Stetigkeit  von  f{x),   und  Satz  III 

ist  bewiesen. 

Aus  Satz  II  zusammen  mit  Satz  VIII  von  §  5  folgt: 

Satz  IV.     Ist  f{x)   stetig  und  von  endlicher  Variation  in 

[a,b],  so  ist  f{x)  Differenz   zweier  in  [a,  &]  stetiger,   monoton 

wachsender  Funktionen. 

Beispiele  von  Funktionen,  die  in  einem  Intervalle  [a,h]  stetig,  aber 
nicht  von  endhcher  Variation  sind,  können  leicht  angegeben  werden:  Sei  {a;^} 
eine  stets  wachsende  Zahlenfolge  aus  (0,1)  mit  lima;^=l.  Wir  setzen  noch 
Zo=0  und  definieren  f{z)  in  [0,1]  durch:  *•=" 


')   Für  a;o  =  a  und  Xq=^^  kommt  nur  je   eine  dieser  Gleichungen  in  Be- 
tracht. 
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f{x.,^)  =  0     (v  =  0,l....);     /•(^2._i)  =  |     (v-1,-2,...);     /-(Ij-O; 

fix)  linear  in  jedem  Intervalle  [x^_.^,  x^]      (v=l,2, ...). 

Dann   ist   f{x)  stetig  in    [0,1],     Sei   Z  die  endliche  Zerlegung   von  [0,1]    mit 
den  Zerlegungspunkten:    0,  x^,  x.,,...,  x^^,  1,  so  ist: 


Aj(/')^^(Z)  =  2(l  +  ^4-...  +  ^). 


also: 

Ai(/-.)-  +  oo, 

d.  h.  /"  ist  nicht  von  endlicher  Variation  in  [0,  1]. 

Ein  Beispiel  einer  Funktion,  die  in  einem  InteiTalle  [a,b]  stetig,  aber  in 
keinem  Teilintervalle  von  [a,  b]  von  endlicher  Variation  ist,  liefert  die  Ordi- 
nate y  (t)  einer  Peanoschen  Kurve  (Kap.  II,  §  7,  S.  150).  Man  erkennt  dies 
sofort,  wenn  man  bemerkt,  daß  (bei  ungeradem  g)  für  jedes  Teilintervall 
[^„'>']  von  [0,1]: 

I  *  V  ^2n    y        ^  \g2n  )  I       gti 

Wir  haben  Variation,  positive  und  negative  Variation  einer 
Funktion  definiert  als  obere  Schranken  der  Ausdrücke  Ä(Z), 
P{Z),  N{Z).  Für  eine  weite  Funktionenklasse,  die  insbesondere 
alle  stetigen  Funktionen  umfaßt,  gelingt  eine  wichtige  Grenzwert- 
darstellung dieser  Zahlen. 

Sei  Z  die  durch  die  Punkte 

i  *,)  (i=^-o<^l<^-2<---<Xn-l<^n  =  b 

gegebene  endliche  Zerlegung  von  [a,b].     Ist 

x.  —  Xi_i<d  ({=1.2,.*..,«), 

so  nennen  wir  d  eine  Norm  der  Zerlegung  Z.  Eine  Folge  end- 
licher Zerlegungen  {Zy}  von  [a,  b]  heißt  eine  ausgezeichnete 
Folge ^),   wenn  es  eine  Norm  dy  von  Zy  gibt,  so  daß: 

lim  dy  =  0. 

y=  X 

Sei  f[x)  eine  in  [a,h]  definierte  Funktion,  die  nur  Unstetig- 
keiten  erster  Art  besitzt.    Jeden  Punkt  x  von  [a,b],  in  dem  nicht: 

f{x  —  0)<  f{x)  <  f{x  -f  0)     oder     f{x  —  0)  ^  f{x)  >  /"(a;  -f  0) , 

nennen  wir  eine  <äußere  Sprungstelle^)  von  f{x).  Dann  gilt 
der  Satz^): 


*)  Nach  G.  Kowalewski.  Grundzüge  der  Differential-  und  Integral- 
rechnung (1909),  171. 

-)  Dies  befindet  sich  in  Einklang  mit  der  Definition  des  äußeren 
Sprunges  Kap.  III,  §  5,  S.  212. 

3)  E.  Study,    Math.  Ann.  47   (1896),  301.     Daselbst   auch    eine   weitere 

32* 
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Satz  V.  Ist  die  Funktion  /'(.r)  endlich  in  [a,b]  und  hat 
sie  dort  nur  Unstetigkeiten  erster  Art,  so  gilt  für  jede 
ausgezeichnete  Folge  {Zy}  endlicher  Zerlegungen  von  [o,  i;], 
für  die  jede  äußere  Sprungstelle  von  /"  in  fast  allen  Zer- 
legungen Zy  als  Zerlegungspunkt  auftritt: 

(**)      fii,{f)  =  UmA{Zy);     T]!:  {f)  =  lim  P{Z,);     NJ  (/•)  =  lim  2^  (Z, ) . 

V       00  »■  -    00  » ^  00 

Dies  ist  sicher  richtig,  wenn  f  nicht  beschränkt  ist,  da  dann  in 
jeder  dieser  drei  Gleichungen  beide  Seiten  den  Wert  -j- oo  haben. 
Wir  nehmen  also  im  folgenden  Beweise  /"  als  beschränkt  an.  Es 
genügt  wieder,  den  Beweis  für  TTj  zu  führen. 

Zu  jedem  q<ZT[a (/)  gibt  es  eine  endliche  Zerlegung  Z  von 
[<7  ,h],  so  daß : 

P{Z)>q. 

Seien  etwa  (*)  die  Zerlegungspunkte  von  Z.  Wir  bilden  die  Pro- 
duktzerlegung : 

Zi  =  ZZy. 

Nach  §  4,  Satz  I  ist  dann  auch: 

(***)  P{Zt)>q. 

Seien : 

diejenigen  unter  den  Zerlegungs])unkten  (*)  von  Z,  die  nicht  zugleich 
Zerlegungspunkte  von  Zy  sind.  Da  sie  alle  unter  den  Punkten 
«j ,  ajg , . . . ,  a;^,  _  j  vorkommen,  ist 

Seien  x'y\    Sl"^  der  dem  Punkte  a-^*)  unmittelbar  vorangehende  und 

nachfolgende  Zerlegungspunkt  von  Z„.  Da  {Z,.}  eine  ausgezeichnete 
Zerlegungsfolge,  ist  für  fast  alle  r: 

^W  <  a;W  <  f  (")  <  .r.J')  <  x^  <  |^")  <  . . .  <  ic«.-)  <  x^  <  x'^^^ , 
und  es  wird: 

F{zi)~p[z;) 

=  i  { i  f{x^^)  -  rm  I  + 1  rm  -  tXx^^) '  - !  rm  -  rm  \ ), 
»=i  +  +  + 

woraus  wir  unmittelbar  folgern:  Ist  e>>0  beliebig  gegeben,  so  ist 
für  fast  alle  v 


Untersuchung    der   Werte,    denen    A{Zv)    zustrebt,    wenn    die    ausgezeichnete 
Zerlegungsfolge   {Zy}   nicht  der  Bedingung  von  Satz  V  genügt. 
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(%*)  p(z;)  -  P(z.)  <i{f  (^r«"))-  /"(a:;.")  -  0)  I 

»■-■1  + 

+  :  fi^t'  +  0)  -  f{x'.^))  I  -  I  fix^;^  +  0)  -  /-(x'^)  -  0) :  }  +  £. 

+  + 

Da  aber  die  Punkte  x^*"'  nicht  Zerlegungspunkte  von  Zy  sind,  und 
jede  äußere  Spiungstelle  in  fast  allen  Z^  Zerlegungspunkt  ist,  so 
ist  für  fast  alle  v  keiner  der  Punkte  x[^^  äußere  Sprungstelle,  und 
somit  ist  für  fast  alle  v  in  (*:(,*)  die  Summe  rechts  =0,  so  daß  (*^*j 
übergeht  in: 

F[Zl)  —  P{Zy)<_s     für  fast  alle  r. 

Aus  (***)  folgt  also  weiter: 

P(Z^)>5  — t     für  fast  alle  r. 

Da  hierin  q<C^a{t)  "i^^l  e>0  beliebig  waren,  heißt  das: 

limP(Z,)  =  Tt(f). 

Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Aus  Satz  V  folgt  unmittelbar: 

Satz  VI.  Ist  die  Funktion  f[x)  endlich  in  [a,i/],  hat  sie 
dort  nur  Unstetigkeiten  erster  Art,  und  hat  sie  in  (a,fo) 
keine  äußere  Sprungstelle,  so  gilt  (**)  für  jede  ausgezeich- 
nete Folge  endlicher  Zerlegungen  {Z^}  von  [a,b]. 

Ferner  folgern  wir  aus  Satz  VI: 

Salz  VII.  Es  genüge  /(.r)  den  Voraussetzungen  von 
Satz  VI.     Sind  dann  q^- q.^,  q^  beliebige  Zahlen: 

3i<A2(r);     q,<T\l{f);     q,<K[f), 

so    gibt    es    eine    Zahl    d,    so    daß    für    jede    endliche    Zer- 
legung Z  von  [o,?'],  deren  Norm  ^d  ist: 

A{Z)->,i,:     PiZ)>q,;     N{Z)>q,. 
Es  genügt,   die  Behauptung  für  F{Z)  nachzuweisen.     Wäre  sie 
nicht  richtig,   so  gäbe  es  ein  q<^T\a{f)  und  eine  endliche  Zerlegung 
Zy   von  der    Norm      ,  so  daß: 

U%)  P{Z^)<q<Tt{f). 

Dann   ist  {Zy}   eine   ausgezeichnete  Zerlegungsfolge;    es   müßte   also: 

lim  P(Z,)  =  Tfa{r) 

V-X. 

sein,  im  Widerspruch  mit  (:^*:„).     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 
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Von  Satz  V  gilt  folgende  Umkehrung: 

Satz  yni.  Ist  f{x)  von  endlicher  Variation  in  [«,&],  so 
ist,  damit  für  die  ausgezeichnete  Folge  endlicher  Zer- 
legungen {Z,.}  von  [a,  b]  eine  der  Gleichungen  (**)  gelte, 
notwendig,  daß  jede  äußere  Sprungstelle  von  f  für  fast 
alle  Zy  Zerlegungspunkt  sei. 

Angenommen  in  der  Tat,  die  äußere  Sprungstelle  x'  sei  für 
unendlich  viele  Zy  nicht  Zerlegungspunkt.  Indem  wir  nötigenfalls 
von  {Z,.}  zu  einer  Teilfolge  übergehen,  können  wir  annehmen,  dies 
sei  für  alle  Z^  der  Fall.  Seien  x,.,  Xy  der  dem  Punkte  x'  in  Zy 
unmittelbar  vorangehende  und  nachfolgende  Zerlegungspunkt,  und 
sei  Zy  die  aus  Z,.  durch  Hinzufügung  des  Zerlegungspunktes  x'  ent- 
stehende Zerlegung.     Dann  ist: 

P(Z;)-P(Z..)=.    f{x')-f{x)\^\f{^)-f{x')\-\m-f{x)\ 
+  +  + 

und  somit: 

itl)  lim  {P  (ZI) -P{Z,))  = 

v=oo 

;  /■(:,')  _  f^x'  -  0) :  -I-  I  f{x'  -f  0)  -  fix') '  -  i  f{x'  +  0)  -  fix'  -  0) : . 

+  +  + 

Da  x'  äußere  Sprungstelle,  hat  hierin  die  rechte  Seite  einen  Wert 
>;  >  0 ;  und  da 

T\a(f)>PiZ:,)     für  alle   v, 
so  folgt  aus  (**): 

na(/')>P(Z„)-f  '^-     für  fast  aUe  v, 

so  daß  die  zweite  Gleichung  (**)  nicht  gelten  kann.  Analog  ist 
der  Beweis  für  die  beiden  anderen  Gleichungen  (**),  und  Satz  VIII 
ist  bewiesen. 

Unter  die  Funktionen,  für  die  Satz  VI  gilt,  fallen  insbesondere 
auch  die  stetigen  Funktionen.  Doch  kann  für  stetige  Funktionen 
ein  noch  allgemeineres  Resultat  ausgesprochen  werden. 

Wir  führen  neben  den  bisher  benutzten  endlichen  Zerlegungen 
nun  auch  unendliche  Zerlegungen  von  [a,b]  ein,  durch  die  Fest- 
setzung: jede  unendliche,  die  Punkte  a  und  b  enthaltende,  abzähl- 
bare, abgeschlossene  Punktmenge  ^  aus  [a,b]  ruft  eine  unendliche 
Zerlegung  Z  von  [o,b]  hervor.  Die  Punkte  von  Sß  heißen  die 
Zerlegungspunkte,  die  abzählbar  vielen  Intervalle,  aus  denen  sich 
das  Komplement  \^on  ^  zu  [a,b]  zusammensetzt,  heißen  die  Zer- 
legungsintervalle von  Z.  Sind  (xi,  x")  (i=  1,2,. . .)  diese  Inter- 
valle, so  setzen  wir: 
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P{Z)  =  2  \  fi^i)  -  fix]) : :     N{Z)  =  2  f^xT)  -  f[x'i) , . 

i   +  »' 

Die  Definition  der  Norm  einer  Zerlegung,  und  der  ausgezeichneten 
Zerlegungsfolgen  bleiben  dieselben,  wie  für  endliche  Zerlegungen. 

Satz  IX.  Ist  f  endlich  und  stetig  in  [a,h\,  und  ist  e>>0 
beliebig  gegeben,  so  gibt  es  zu  jeder  Zerlegung  Z  von  [a,h] 
der  Norm  d,  für  die  A{Z)  bzw.  P{Z),  N{Z)  endlich  ausfällt, 
eine  endliche  Zerlegung  Z'  der  Norm  d,  so  daß 

(t)     Ä{Z')<Ä{Z)-i-e;     P(Z')<P(Z)  +  e;     N  {Z')<  N  (Z) -\- e . 

Seien  x^,  x.^, . .  .,Xy,  . . .  die    sämtlichen  Zerlegungspunkte  von   Z. 

Wir  umgeben  x,.  mit  einem  Intervall  [xy  —  /«,.,  Xy  -\~  hy],  wo  hy  <l       und 

ferner  so  klein  gewählt  sei,  daß  für  je  zwei  Punkte  x',  x"  dieses 
Intervalles  : 

(•t)  f(^")-f{^').<{y 

Unter  den  Intervallen  [Xy  —  hy,Xy-]^hy]  gibt  es  dann  nach  dem 
Boreischen  Theorem  (Kap.  I,  §  6.  Satz  I)  endlich  viele: 

[xy^  —  /;,. . ,  X, . 4- hy-]  (i=l,2,-.-,k), 

in  deren  Vereinigung  alle  .r^  enthalten  sind.  Wir  können  sie  durch 
endlich  viele  Intervalle  ^^  (v=  1, 2, . .  .,e)  ersetzen,  in  deren  Ver- 
einigung gleichfalls  aUe  Xy  enthalten  sind,  und  die  zu  je  zweien 
keinen  inneren  Punkt  gemein  haben.  Bei  geeigneter  Numerierung 
wird  für  je  zwei  Punkte  x',  x"  von  ^v  Ungleichung  (rf)  gelten. 
Wir  tilgen  nun  in  jedem  Qv  alle  Zerlegungspunkte,  mit  Ausnahme 
des  am  weitesten  links  gelegenen  x'y,  und  des  am  weitesten  rechts 
gelegenen  x".  Wir  erhalten  so  eine  endliche  Zerlegung  Z'  der 
Norm  d.  Die  einzigen  ZerlegungsintcrvaUe  von  Z',  die  nicht  zugleich 
Zcriegungsintervalle  von  Z  sind,  sind  die  e  Intervalle  [.rt.art'].  Da 
aber  wegen  (ff): 

\f{x:)-f{x:)\<y^      (v=i,2,...,e), 

gelten  die  Ungleichungen  (t),  und  Satz  IX  ist  bewiesen. 

Nunmehr  beweisen  wir  leicht: 

Satz  X.^)  Ist  f(x)  endlich  und  stetig  in  [a,b],  so  ist  für 
jede  ausgezeichnete  Folge  {Zy}   endlicher  oder  unendlicher 

*)  H.  Lebesgue,  Lc^ons  sur  lintegraticn.  -li.  V'gi.  auch  Rend.  Line.  16  1 
(1907),  95. 
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Zerlegungen  von  [«,&]: 

H    Aj(n  =  lim^(Z,);     H*  (/•)  =  limP(Z,);     NJ  (/•)  =  lini  2^(Z,). 

V  —  W  V       X  »CO 

In  der  Tat,  es  wird  wieder  genügen,  die  zweite  dieser  Gleichungen 
zu  beweisen.  Dabei  können  wir  offenbar  aus  der  Folge  der  {Zy} 
alle  diejenigen  weglassen,  für  die  P{Z,.)  =  -{-  oc  ist.  Wir  nehmen  also 
von  vornherein  an,  alle  P(Z,.)  seien  endlich.  Nach  Satz  IX  gibt  es 
dann  zu  jeder  Zerlegung  Z,  eine  endliche  Zerlegung  Z'.  gleicher 
Norm,  für  die 

i^'^)  P{Z,.)>P{K)^^ 

ist.    So  wie  {Z,.}  ist  aber  auch  {Zl}  eine  ausgezeichnete  Zerlegungs- 
folge.    Nach  Satz  VI  ist  also: 

.^^^)  um.p(z:,)  =  n^(/'). 

Nach  i^  4.  Satz  VI  ist  andrerseits: 


Aus  (^^),  C^^^),  C^^)  aber  folgt  die  zweite  Gleichung  (^),  und  Satz  X 
ist  bewiesen. 

Wie  Satz  VII  beweist  man  nun: 

Satz  XI.    Ist  f(x)  in  [a.b]  endlich  und  stetig,  und  sind^/^, 
q^.  (jfg  beliebige  Zahlen: 

q,  <  Aa(/');       q,  <  Kif);      q,  <  K{f), 

so    gibt   es   eine  Zahl   d,   so   daß   für  jede  (endliche  oder  un- 
endliche) Zerlegung  Z  von  [a,  &J,  deren  Norm  ^d  ist: 

A(Z)>q,:     P(Z)>q,;     N{Z)>  q,. 

Satz   XII.     Ist   fix)  in   \a,h]   von  endlicher  Variation,   so 

ist,  damit  für  alle  ausgezeichneten  Folgen  {Z^}  unendlicher 

Zerlegungen 

Aa(0  =  lim^(Z,) 
»•  —  » 

sei,  notwendig,  daß  f  in  [a,  &]  stetig  sei. 

Angenommen  in  der  Tat,  es  gebe  in  [«,&]  einen  Unstetigkeits- 
punkt  Jq,  und  zwar  sei  etwa: 

/K  +  o)H=/K)- 

Ist  dann  Z  eine  unendliche  Zerlegung  von  [a,t],  für  die  x^  rechts- 
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seitiger  Häufungspunkt   von   Zerlegungspunkten   ist,   so   ist    offenbar 

woraus  sofort  die  Behauptung  folgt. 


§  7.  Unstetige  Funktionen  endlicher  Variation. 

Wir  wissen  bereit.'!,  daß  eine  Funktion  endlicher  Variation  nur 
abzählbar  viele  Unstetigkeitspunkte  besitzt  (§  5,  Satz  XI j,  und  daß 
alle  ihre  Unstetigkeitspunkte  von  erster  Art  sind  (§  5,  Satz  X).  \A'ir 
behaupten  nun: 

Satz  I.  Ist  die  Funktion  f(x)  von  endlicher  Variation 
in  [a,6],  und  sind  x^,  x„,  . . .,  Xy,  . . .  ihre  nach  {a,b)  fallenden 
Unstetigkeitspunkte,  so  sind  die  Reihen: 

•  2  {  I  n.Xr)  —  fix,.  —  Oj   -f   /'(x,  +  0)  —  rix,.)  }  ; 


(0) 


2{   f{x,.)-r{x,-0)\-ir\f{xy-^0)  —  rix,.)   }: 

V  +  + 

2  {  '  f{xy)  —  f{xy  —  0)  i  +  I  fix,  +  0)  —  f{xy)   } 


eigentlich  konvergent. 

Es  genügt,  dies  für  die  erste  dieser  Reihen  nachzuweisen.  Ist 
S,.  die  nur  aus  dem  Punkte  x,.  bestehende  Menge,  so  ist  nach  §  5, 
Satz  XIV: 

(00)  !  f{xr)  -  riocy  —  0)   -f   fix,.  +  0)  —  fix,) '  =  « (®v). 

Setzen  wir: 

^^t  =  e,  ^  g,  +  . . .  +  g,  +  . . . ,      3  *  =  (a ,  6) , 

so  ist,  weil  9(  ^  :3  *  • 

(000)  t:{SH)£a{^*). 

Nach  §5,  Satz  XII  ist  also  (c(^3t)  endlich,  und  wegen: 

«(?i)  =  «(gj-j-«(ej-f  ...-f  «(g,)  +  ... 

ist  zufolge  (OOj  die  eigentliche  Konvergenz  der  ersten  Reihe  (0)  nach- 
gewiesen, und  Satz  I  ist. bewiesen. 

Ist  nun  ix',x")  irgendein  Teilintervall  von  [a,fe],  so  bezeichnen 
wir  mit: 

(    2  {  fix,.)  -  fix,.  -  0) ,  4- ,  fix.  4-  0)  -  fixr)  } ; 

{x',x") 

(0.0)  J     2  {   fix.)  -  fix,  -  0)  j  -h  ,  fix,  +  0)  -  fix,)  \  } ; 

2  {   fix,)-f{x,-())   ^'fix,-\-^)  —  fix,)\') 

,  (x'.x") 
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die  Summe  aller  jener  Glieder  der  entsprechenden  Reihe  (0),  deren 
Xy  nach  {x'.  x")  fällt.  Nach  Satz  I  sind  auch  die  Reihen  (OqO)  eigent- 
lich konvergent. 

Satz  II.  Für  jedes  x'  aus  {a,h)  ist')  (unter  den  Voraus- 
setzungen von  Satz  I): 

lim       2     {:/'(av)-/-(x.,-0)|  +  'f(x..  +  0)-/-(x.)|}  =  0; 

Ä=+0  (z',x'  +  h) 

lim       2     {l/'K)~/"(^.-0)i  +  |/-(a:..  +  0)-/-(x„)|}=0; 

/i-+0  {x',x'-^h)  +  + 

lim       2     {!/-(^..)-/'(a:,.-0)|  +  i/-(x,  +  0)-f(x,.)|}  =  0. 

h     +0  [x\x'  +  h)  - 

Es  genügt  wieder,  die  erste  dieser  Beziehungen  nachzuweisen.  Sei 
{/t^^}  eine  abnehmende  Folge  positiver  Zahlen  mit  lim/t^  =  0.  Wir 
setzen  "  =  * 

(x',x'  +  Äj  =  3„. 

und  bezeichnen  mit  3t^  die  Menge  der  nach  3,,  fallenden  Unstetig- 
keitspunkte  x,..     Ebenso  wie  vorhin  (000),  gilt  dann: 

Da  {^„}  eine  abnehmende  Mengenfolge  mit  leerem  Durchschnitt,  ist 

lim  a  (3„)  =  0 . 
n  —  X 
Also  ist  auch: 

lim«(3tj  =  0, 

n—  oc 

und  da: 

^^(5g=     2     {|f(«^,.)-r(^v-0)|  +  |f(x.  +  0)-f(a:„)|, 

{x'.x'  +  hn) 

80  ist  Satz  II  bewiesen. 

Wir  bilden  nun  für  alle  x  aus  (a ,  6]  die  Ausdrücke :  " 

f  n^{x)  =  j  f  (a+0)  -  f{a)  1  +  2(1  f(^.')  -  f{xr-0)  \  + 1  f(x,+0)  -  f{x,)  \ } 

+  {a,x)  +  + 

J^\f{x)-f{x-0)\; 

+ 

o^{x)  =  \f{a-{-0)-f{a)\+^{\f{x:)-f{xy-Q)\Mf{Xy  +  0)-f{x,)\} 

(a,x)  - 

+  \f{x)-f{x-0)\, 


(1) 


*)  Dieselben  Beziehungen  gelten  mit  lim . 

Ä=-0 
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die  wir  als  Funktion  der  positiven  (bzw.  negativen)  Sprünge 
von  f{x)  bezeichnen').     Ebenso  bezeichnen  wir  den  Ausdruck: 

(2)  o  (x)  =  a^{z)  -  a.Xx)  =  {f{a  +  0)  —  f(a)) 

+  2  {fi^y  +  0)  -  f(x,  -  0)}  +  (fix)  -  fix  —  0)) 

ia.X) 

als  die  Funktion  der  Sprünge  von  f{x). 
Satz  III.    Die  Differenzen: 

(3)  T]:(f)~n^{x)  =  g^{xy,     K{f)  -  o^{x)  =  g  (x) 

sind  stetig  und  monoton  wachsend  in  [a,  b].     Die  Differenz: 

(4)  f{x)  —  o(x)==g(x) 

ist  stetig  und  von  endlicher  Variation  in  [o,/^]. 
Da  nach  §  5,  Satz  VIII : 

(5)  9  (^)  =  .9+  (x)  —  9- («)  4-  /"(«) 

ist,   genügt   es,    die  Behauptung   für  g+{x)   und   g  (x)   nachzuweisen. 
Wir  führen  den  Beweis  etwa  für  g+{x). 

Sei  x  ein  Punkt  von  [a,  b).    Nach  §  6,  Satz  I  ist: 

(6)  lim  {Ur'  -  n„")  =  I  fix  +  0)  -  fix)  I . 

h:+0  + 

Da   o^i^x)    seiner   Definition    zufolge   monoton   wächst,    existiert   der 
Grenzwert: 

lim  {  0+  [x  -\-h)  —  0^.  (x) } . 

h=+0 

Sei  {ä,,}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit  limÄ^  =  0,  die  so  gewählt 

n  —  CO 

seien,  daß  die  Punkte  x  -\-h^  nicht  Unstetigkeitspunkte  von  f  sind. 
Dann  ist: 

"+ (^  4-  K)  -  ^^  (^)  =  \  f{x  +  0)  -^  fix)  I 

+ 

+    2    {\f{x^)-fix,~Oy-{-\fix.^Q)~fix.)\}, 
(x,x+K)  +  + 

und  mithin  nach  Satz  II : 

(7)  \i^^o^ix^h)-oJx)}  =  -  fix-\-0)~f{x)\. 

h  =  +0  + 

Aus  (6)  und  (7)  aber  folgt: 

(8)  \ira{g^ix-\-li)~g^ix)}  =  0. 

*)  Für  x=a  setzen  wir:  o^  (o)  =  0,  a_(a)  =  0.  —  Ist  ea  nötig,  die 
Funktion  f{x)  in  Evidenz  zu  setzen,  so  schreiben  wir  a^(x,f),  a^{x,f)  atatt 
o+{x),  o_{x). 
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Ganz  ebenso  beweist  man  für  jeden  Punkt  x  von  (a ,  h]: 
(9)  lim  {g+{x  —  h)  -  </+  {x) }  =  0 . 

h--+0 

Die    Beziehungen    (8)    und    (9)    aber   besagen:    (/+{x)    ist    stetig    in 
[ö,  b]. 

Ferner  ist  für  jedes  Intervall  [x',  x"]  aus  [a ,  b] : 


(10) 


'  y+  [x")  -  g^  (ar')  =  U^'  -  (a+  {x")  -  a^  (a:')) 

=  T]l':-\f{x'-\-0)-t\x')\ 

+ 

(a;',a;"j  +  + 


-i/V)-/V-o)'. 

+ 

Hierin  nun  ist,  wenn  (a;',a;")  =  5*  gesetzt  wird,  nach  §  5,  Satz  XIII: 

(11)  nf/ -    f(a:'  +  0)  -  fix')  I  -  I  fix")  -  /'(o:"  -  0)  |  =  7r(S*), 

+  + 

und,   wenn  mit  "^K   die  Menge  aller  nach   ix',x")  fallenden   Unstetig- 
keitspunkte  Xy  von  /'  bezeichnet  wird,  zufolge  §  5,  Satz  XIV : 

(12)  :S    {  I  fi^r)  -  n^r  -  0)  1  +  i  fix,  +  0)  -  fiXy)  I  }  =  ^  (31)  • 
(x'.x")+  + 

Wegen  9t  ^  ^  *  aber  ist : 

.-7(<)t)^7r(3*); 

aus  (10),  (11)  und  (12)  folgt  also: 

!Uix")-g^ix')^0, 

d.  h.  g+ix)  ist  monoton  wachsend.     Damit  ist  Satz  III  bewiesen. 
Aus  Satz  III,  zusammen  mit  §  6,  Satz  I  folgt  sofort: 
Satz  IV.     In  jedem  Punkte  x  von  [(i,b]  ist^): 

o+ix)  —  a+(a;  —  0)  == :  fix)  —  fix  —  0) ;; 

+ 

o^ix-\-0)-o^ix)  =  ifix^O)-fix)\; 

+ 

a.  ix)  —  o_  (x  —  0)  =  1  fix)  —  fix  —  0)  I ; 

o^  (x  +  0)-a   (x)=  i  fi^  +  O)  -  fix) ;; 
o  (a:)  —  o (a:  —  0)  =  /(a;)  —  /"(a:  —  0); 
o(a;  +  0)  — o(a:)  =  /(a:  +  0)  — /». 

')   Für  X  =^  a   und  x^=b   kommt   nur   die    eine  Hälfte  dieser  Formeln   in 
Betracht. 
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Satz  V.    Werden  die  Bezeichnungen  von  Satz  III  beibe- 
halten, so  ist: 
(13)  K{f)=^:{9)  +  K(o); 

(u)  ^:ig)  =  9A^)  +  9  {^);    M{o)  =  o^{x)-\-o^{x). 

In  der  Tat,  aus  (8)  folgt: 

(15)  A*(/-)  =  n^(/')  +  N:(/')  =  ^^(a;)  +  ^_(x)-fa^(a:)  +  a  (x). 
Andrerseits  folgt  aus  (4),  (5)  und  (2): 

fix)  =  9  {x)  -\-o{x)  =  g^ {x)  —  g^{x)  +  a+  {x)  —  o. [x)  -f  /"(«) , 
und  somit  nach  §4,  Satz  IX: 

(1 6)  M  (/■)  ^  M{9^  -  g:)  +  M  (a^  -  a_) . 

Da  g^,  g_.  o+,  o_  monoton  M'achsen,  und  für  x  =  a  verschwinden,  ist: 

(17)  I      A:(,9-,-Sr_)^A^(^J  +  A^(^„)  =  ^^(x)  +  ^_(:r);. 

l      Ao  {o+  —  o__)  ^  o+  (x)  -\-  o_{x) . 

Die  Gleichung  (15)  aber  ist  mit  den  Ungleichungen  (16),  (17)  nur 
verträglich,  wenn  in  diesen  überall  das  Zeichen  =  gilt ;  berücksichtigt 
man  noch,  daß  nach  (5)  und  (2): 

y  (x)  =  9+ix)  —  9-{x)  +  /■(«) :     o{x)  =  o+{x)  —  o_(x) , 
so  folgt  aus  (17): 

9+  (x)  +  9-  (x)  =  Aa  (9+  —9_)  =  M  [g] ; 
a+  {x)-{-o  {x)  =  Aa(ö+  —  o_)  =  Aa  (a) . 

Damit  ist  (14)  bewiesen,  und  durch  Einsetzen  in  (15)  erhält  man  (13). 
Hiermit  ist  der  Beweis  von  Satz  V  beendet. 

Die   zweite  Formel  (14)   kann,   wenn  man  für  o^[x),  o_{x)  ihre 
Bedeutung  (1)  einsetzt,  auch  so  geschrieben  werden: 

r  A:(o)=:/-(a  +  0)-/-(a)| 


(18) 


+  2  { I /"(^v) -- /-(^r,  -  0) :  + 1  f  (^. -f  0)  - /-(x.)  I } 


^\f{x)~f{x~0)\. 

Ferner  folgern  wir  aus  Satz  V: 
-  Satz  Va.    Es  ist: 
(*)  n:(a)  =  a^(a:);        K{o)  =  o_{x). 

(**)  TMig)  =  gAx)\     K{g)  =  gAx)- 

In  der  Tat,  es  ist: 

o  [x)  =  o^  {x)  —  o_  (x) ;       o  (x)  =  n^  (ö)  —  N^  (a) . 
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Würde  nun  nicht  (*)  gelten,  so  wäre  nach  §  5,  Satz  IX: 

a^{x)>K{o);       ö_(rr)>N:(ö), 

und  daraus  durch  Addition: 

o+(a;)-fa_(a;)>Aa(a), 

im  Widerspruche  mit  Satz  V.    Dadurch  ist  (*)  bewiesen,  und  ebenso 
beweist  man  ( 


**) 


Salz  VI.  Der  Absolutzuwachs^)  a{o)  der  Funktion  der 
Sprünge,  der  Zuwachs  <5(a+)  und  <5  (0  )  der  Funktion  der 
positiven  und  der  negativen  Sprünge  sind  rein-unstetige 
M  engen  funktionen. 

Wir  führen  den  Beweis  für  die  Funktion  der  Sprünge.  Ganz 
analog  verläuft  er  für  die  Funktionen  der  positiven  und  der  negativen 
Sprünge,  bei  denen,  da  sie  monoton  wachsen,  Zuwachs  und  Absolut- 
zuwachs identisch  sind. 

Da  nach  Satz  III  g  von  endlicher  Variation,  so  auch  (§  5,  Satz  III) 
n=f — g.  Bezeichnen  wir  wieder  mit  ^*  das  Intervall  {a,h),  mit 
'^I  die  Menge  der  Unstetigkeitspunkte  x^,x^,  . .  .,Xy,  ...  von  /'  in  (a, 6), 
so  haben  wir  zufolge  §  5,  Satz  XIII  unter  Benutzung  von  (18)  und 
Satz  IV: 

(19)     «  (3*,  o)  =  2  {  1  f{^v)  -  fix.  -  0)  I  +  I  f{x,  +  0)  -  fix;)  I  } ; 

(a,6) 

andrerseits  ist  nach  Satz  IV  und  §  5,  Satz  XIV: 

[  «(5i,ö)  =  2«(ex,,o) 

^^^^  =2{lfW-/(:r,-0)|  +  |/'(a:,  +  0)-f(x.)|}. 

l  (a,6) 

Aus  (19)  und  (20)  aber  folgt: 

a(?l,a)  =  a(3*>o), 

und  somit  für  jede  zu  31  fremde,  d.  h.  keinen  Unstetigkeitspunkt 
von  f  enthaltende  Menge  33  aus  (a,&): 

(21)  a(S3,o)=0. 

Nach  Satz  III  sind  aber  die  Unstetigkeitspunkte  von  /'  in  (a,  h) 
identisch  mit  denen  von  a,  und  daher  nach  §  5,  Satz  XIV  auch  mit 
denen  von  a(ö),  also  besagt  (21),  daß  a{o)  rein-unstetig  ist,  und 
Satz  VI  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  VI  folgern  wir: 


*)  Und  somit  auch  Poeitivzuwachs,  Negativzuwachs  und  Zuwachs. 
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Satz  VII.  Die  Funktionen  o+(x)  und  o_^(x)  können  nicht 
zerspalten  werden  in  zwei  monoton  wachsende  Summanden, 
deren  einer  stetig  und  nicht  konstant  wäre. 

Angenommen  etwa,  es  wäre 

(22)  o^{x)  =  h,{x)-^h,{x), 

wo  h^{x),  h.^{x)  monoton  wachsend,  und  h^{x)  stetig  und  nicht  konstant. 
Dann  gäbe  es  ein  Teilintervall 

von  [a,  ^],  so  daß: 

Nach  §  5,  Satz  XIII  ist  dann  auch: 

(23)  d  (3',  K)  =  a  (S',  Äj  =  h,  {b')  -  h,  (aO  >  0. 
Aus  (22)  folgt  (§  1,  Satz  IX): 

Weil  Ä„  monoton  wächst,  ist  hierin  «5(^2)^0,  und  mithin: 

(24)  O£d{h^)£d{o+). 

Ist  31'  die  Menge  der  nach  (a',  h')  fallenden  Unstetigkeitspunkte 
von  f,  und  93'  das  Komplement  von  9('  zu  {a',h'),  so  ist: 

(25)  di^\h,)  =  dm\h,)^d{S&',h,). 

Nach  Satz  IV  sind  die  Unstetigkeitspunkte  von  o^  enthalten 
imter  denen  von  f.  Nach  §  5,  Satz  XIV  sind  demnach  auch  die  Un- 
stetigkeitspunkte von  d  (a+)  enthalten  unter  denen  von  f.  Also  ent- 
hält 93'  keinen  Unstetigkeitspunkt  von  <3(a+),  und  da  nach  Satz  VI 
d  (0+)  rein-unstetig,   so   ist: 

^(93',a+)  =  0, 

und  mithin  nach  (24)  auch: 

(26)  ($(93',AJ  =  0. 

Nach  §  5,  Satz  XIV  folgt  aus  der  Stetigkeit  von  h^  die  Stetig- 
keit der  Mengenfunktion  d  (AJ.  AJso  ist,  da  51'  abzählbar,  nach  Kap.  VI, 
§  3,  Satz  VI: 

(27)  ö(r,Ä,)  =  0. 

Aus  (25),  (26),  (27)  würde  aber  folgen: 

im  Widerspruch  mit  (23).     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 
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Satz  VIII.  Ist  /'  von  endlicher  Variation  in  [a,  h],  so 
gelten  bei  jeder  Zerspaltung  von  /  in  zwei  Summanden 
endlicher  Variation: 

(28)  /•=/;  +  /:., 

deren  einer  f\  stetig   ist  in  [o,  fe],  für  den  anderen  in  jedem 
Teilintervalle  [a',b']  von  {a,b\  die  Ungleichungen: 

(29)  Tl^Af,)>o^{b')-n^(a');     N^-f/ö)  ^  a_  (&')-''-(«')  > 
und  mithin  auch: 

(30)  A'a'iQ^^a'io). 

Wir  führen  den  Beweis  für  ein  in  (a,  h)  liegendes  Intervall  [a',  b']  ^). 
Wir  setzen  wieder: 

5' =  («',&'), 
bezeichnen  mit  %'  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte  von  f  in  (a',  b'), 
mit   33'   ihr   Komplement  zu  {a',b'). 

Da  fj  stetig,  sind  Positiv-  und  Negativzuwachs  n{f^,  v{fy) 
stetige  Mengenfunktionen,  mithin,  da  91'  abzählbar : 

(31)  n{%',Q  =  Q;     v{%\Q  =  0. 
Aus  (28)  nun  folgt  nach  §  1,  Satz  VIII^): 

also  wegen  (31): 

(32)  7t{%',Q  =  n{%\f), 

und  nach  Satz  IV  und  §  5,  Satz  XIV  ist  weiter: 

(33)  n  (?!',  /-j  =  2  {   f  (^..)  -  /X^v  -  0) :  +  !  fi^r  +  0)  -  fix:)  j  } 

(o',5')  +  + 

=  ^-T(r,a^). 

Ferner  ist,  weil  tx  (a+)  rein-unstetig  (Satz  VI),  und  mithin 

(34)  7i{^',o^)  =  0 
ist,  gewiß : 

(35)  7i{S&,f,)>n{S&,o^). 


^)  Der  Fall,  daß  a',h'  mit  a,h]  dnen  Endpunkt  gemein  hat,  wird  auf 
diesen  zurückgeführt,  indem  man  setzt:  f(x)  =  f(a)  für  x<a,  f{x)^=f(b) 
für  a:>6,  und  an  Stelle  von  a,b]  ein  Intervall  'a*,b*]  mit  a*<.(i,  b*y-b 
betrachtet. 

2)  In  der  Tat,  aus  (28)  folgt: 

Wegen  f.^^f~f^  ist  weiter: 

n  (31'.  /-,)  ^  n  (%',  /•)  +  TT  (3i',  -  A)  =  ,T  (3t',  r)  +  V  (2t',  A)  . 
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Aus  (32),  (33),  (35)  aber  folgt: 

(36)  .-r  (3',  /;)  =  .T(9(',  Q  +  TT («',  /,)  ^  .T  [%',  o^)  4-  .T  (So',  o^)  =  .T  (3',  a^). 
Nach  §  5,  Satz  XIII  und  nach  Satz  IV  ist  nun  weiter: 

(37J  nf;(/:3)=.T(3',/;)-f-i/:,(a'-f  0) -/,(«')+:/;(&')-/:, (t'-o),. 

+  + 

(38)  nr-(aj  =  77(3',  aj+    /•(„' -f- 0)  - /•«)  I  +   /"(fe')  - /•(&' _  0)   . 

+  + 

Wegen  der  Stetigkeit  von  f\  aber  folgt  aus  (28): 

/•(«'  +  0)  -  f{a') '  =   f,  (a'  +  0)  -  /:,  («') : ; 
+  + 

+  ■       +  " 

Also  ergeben  (36),  (37)  und  (38): 

ni'  {Q  ^  nj:  (a^)  =  o^  (V)  -  a^  («') , 

womit  die  erste  Ungleichung  (29)  bewiesen.  Ebenso  beweist  man 
die  zweite. 

Aus   der   zweiten  Formel  (14)  folgt  sodann  (30),  und  Satz  VIII 
ist  bewiesen. 

§  8.  Rektifikation. 

Seien  x{t),  y  (t)  zwei  in  'a,b]  definierte  und  endliche  Funktionen.    Setzen 
wir 

(0)  x^z(t),    y  =  y{t), 

80  wird  jeder  Punkt  t  von  a,b]  abgebildet  auf  einen  Punkt  p  (t)  des  Üt^  der 
(x,y)*).  Bezeichnen  wir  mit  (£  die  Menge  aller  so  den  Punkten  von  a,b] 
zugeordneten  Punkte  des  9?,,  so  ist  durch  (0)  eine  Durchlaufung  der  Menge  (f 
gegeben. 

Sei  Z  eine  endliche  Zerlegung  von    a,h],  etwa: 

a  =  <o<«i<--<f„_i<*„  =  &. 
und   sei  jj<  der  durch  (0)  dem  Punkte  ti  zugeordnete  Punkt  des  9?.,.     Wir  be- 
zeichnen  mit    %(Z)   den   Streckenzug  p^  p^  ...  p„_i  Pf^,  und  nennen  ihn  das 
zur  Zerlegung  Z  gehörige  Näherungspolygon  der  Durchlaufung  (0)  von  £. 
Seine  Länge  ist  gegeben  durch: 
n 

L{Z)  =  ^^lx{t^)-x{t,_^)fJr{y{h)-y{ti_^)f. 
«=i 
Man  erkennt  unmittelbar: 

Satz  I.     Ist  Z'  eine  Unterzerlegung  von  Z,  so  ist:       — 

L(Z')>L(Z). 

^)  Ganz  in  derselben  Weise  kann  die  Abbildung : 
xi  =  xi(t)        (i=\,2,  .  .  .,  k) 
der  Strecke  [a,  b    auf  eine  Punktmenge  des  91^  betrachtet  werden. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  33 
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Wir  definieren  nun :  Die  obere  Schranke  aller  L  (Z)  (für  alle  möglichen 
endlichen  Zerlegungen  von  [(i,b])  heiße  die  Länge')  der  Durchlauf ung  (0) 
von  5.  in  Zeichen:  A^{x(t),  tj  (t)).  Wir  dehnen  diese  Definition  auch  auf  den 
Fall  a  =  b  aus  durch  die  Festsetzung: 

K(x(t),y{t))  =  0. 
Dann  gilt  der  Satz: 

Satz  II.     Für  jedes  c  aus  [n,b]  ist: 

^li^{t),y{t))  =  ^l(x{t),y(t))-\-^l{xit),y{t)). 

Der  Beweis  ist  derselbe,  wie  für  §  4,  Satz  III.  —  Aus  Satz  II  folgt  un- 
mittelbar: 

Satz  III.     Für  jedes  Teilintervall  [a',b']  von  [a,b]  ist: 

A^;(x(0,t/(f))^Aj(a:(i),i/(i)). 

Verstehen  wir  unter  Z  die  Zerlegung  von  [a,b],  deren  einziges  Zer- 
legungsintervall [a,b  selbst  ist,  so  wird  L{Z)  die  Länge  r  (jp  (a) ,  p  (b))  der 
Verbindungsstrecke  der  Punkte  p  (a)  und  p(b),  und  aus  der  Definition  von  A^ 
folgt: 

Satz  IV.  Die  Länge  der  Durchlaufung  (0)  der  Menge  S  ist  min- 
destens gleich  der  Länge  r  (p  {a),p  (b))  der  Verbindungsstrecke  der 
Punkte  pia)  und  jjlb). 

Wir  beweisen  nun  den  Hauptsatz  dieser  Theorie: 

Satz  V.  Die  Länge  A^  (x  {t),y  (t))  der  Durchlauf  ung  (0)  der  Menge  E 
ist  endlich  dann  und  nur  dann,  wenn  jede  der  beiden  Funktionen 
x{t),  y  (t)  von  endlicher  Variation  in    a,b]  ist. 

In  der  Tat,  aus  den  Ungleichungen:  ^ 

X  (t.)  -  X  (t._,)     ] 

i  y  (g  _  y  (t,_,)  i  I  ^  V(^  (^.•)  -  ^ ^^i-i))' + (y  (^i)  - y (*i-i))' ^ 

I  X  (t,)  -  X  it,_,)  \  +  \y  (^  -  y  {t._,)  I 

folgt,  wenn  wir  wieder  die  Bezeichnung  AiZ)  von  §  4,  S.  484  aufnehmen: 

A{Z,x{t)) 
A(Z.y(t) 

und  mithin  für  die  oberen  Schranken: 


f^^<LiZ)^A(Z,x{t))  +  A{Z,y{t)) 


A* 


womit  Satz  V  bewiesen  ist. 


^)  Historisches  über  diesen  Begriff  findet  man  bei  0.  Stolz,  Math.  Ann,  18 
(1881),  267 ff.  Die  Definition  des  Textes  geht  zurück  auf  G.  Ascoli,  Rend. 
Lomb.  16  (1883),  851;  L.  Scheeffer,  Acta  math.  5  (1884),  51;  C.Jordan, 
Cours  d'analyse  2.  ed.,  1  (1893),  100.  Vgl.  auch  G.  Peano,  Applicazioni  geo- 
metriche  del  calcolo  infinitesimale  (1887),  161;  Rend.  Line.  (4)  6/1  (1890),  54; 
E.  Study,  Math.  Ann.  47  (1896),  314;  H.  Lebesgue,  Ann.  di  mat.  (3)7(1902), 
282.  Eine  auf  anderer  Grundlage  ruhende  Definition  des  Begriffes  Länge  gibt 
E.  Schmidt,  Math.  Ann.  55  (1902;,  163. 
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Hat  die  Durclilaufung  (0)  von  (£  endliclic  Länge,  so  haben  also  nach  §  5, 
Satz  X  die  Funktionen  x(t),  y  (t)  in  a,b  nur  Unstetigkeiten  erster  Art,  es 
existieren  also  die  einseitigen  (endlichen)  Grenzwerte  x  (t  —  0),  x  {t  -\-0),  y  {t  —  0), 
y{t~{-0).  Wir  bezeichnen  mit  p  {t  —  0)  und  p  (t-j-0)  die  Punkte  der  Ko- 
ordinaten x{t—0),  y{t  —  0)  bzw.  x{t-^0),  y{t-\-0). 

Aus  Satz  III  folgt,  daß  A^^  eine  in  [a,  b]  monoton  wachsende  Funktion  ist. 
Es  existieren  also  die  Grenzwerte M: 

A'-»=limA«-";     A'  +  "  =  Mm  A'  +  '' . 
Ä.  +o"  "         ;.    +0  " 

Es  gilt  für  sie  der  Satz: 

Satz  VI.     Ist   A*(a;(f),  2/ (t);  endlich,  so  ist  für  jedes  t  von  'a,b]-): 

In  der  Tat,  es  ist  nach  Satz  II: 

(2)  A,',+  "  -  K^  J™  ^l^'*  ■ 

Sei  f  >  0  beliebig  gegeben  undZ  eine  Zerlegung  des  Intervalles  [t,  t-]-h],  deren 
erster  Zerlegungspunkt  f,  so  nahe  an  t  liege,  daß: 

(3)  \r  {p  (f,)  ,p{t))  —  r  ip  it  +  ())  ,v  (t))'  <  E  . 

Bedeutet  L  [Z]  die  Länge  des  zu  Z  gehörigen   Näherungspolygones,  so   ist  dann : 

L{Z)Zr{p  {t,),p  {t))>  rip{t^O},pity)-e, 
woraus,  da  f  >  0  beliebig  war,  sofort  folgt : 

^l^''^r(p{t  +  0),p{t)), 
und  somit  wegen  (2)  auch : 

(4)  A^+°-A^^r(jj(f  +  0),i^W). 

Wegen    der  Existenz  des  Grenzwertes  A'^     gibt  es  ein   /;  >-  0,   so  daß: 

f  ö)  A^  J,  <e     für  0  <  Ä'  <  Ä  ^  // . 

Sei  sodann  Z  eine  beliebige  Zerlegung  von  [t,t-\-h].  Wir  schalten  zwischen 
ihren  ersten  Zerlcgungspunkt  und  t  einen  neuen  Zerlegungspunkt  t^  ein,  für 
den  (3)  gelte.     Für  die  so  entstehende  Zerlegung  Z'  gilt  nach  Satz  I: 

(6)  L{Z')^L{Z). 
Wegen  (3)  und  (5)  aber  ist  offenbar: 

(7)  L(Z')<rip{t-{-0),p{t))  +  e^A\^''<r{p(t-{-0),p(t))-\-2e. 

Es  ist  also  zufolge  (6)  und  (7)  für  jede  Zerlegung  Z  von  't,t-\-h] 

LiZ)<r{p{t-{-0),p(t))  +  2f, 

und  somit:  * 

Al"^'-^r{p(t  +  0),p(t'))-i-2f     für  0<Ä^v 

*)  Für  x  =  a  und  a;  =  fe  kommt  nur  je  einer  dieser  Grenzwerte  in 
Frage. 

^)   Für   x  =  a  und   x^b   kommt    nur  je  eine  dieser   Formeln  in   Frage. 

33* 
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Wegen  (2)  folgt  daraus,  da  f  >  0  beliebig  war: 

(8)  A^+"-A;,^r(p(f  +  0),i,(0). 

Durch  (4)  und  (8)  ist  die  zweite  Gleichung  (1)  bewiesen,  und  ebenso  be- 
weist man  die  erste. 

Satz  VIIM.  Sind  x{t)  und  y  {t)  beschränkt  und  nur  von  erster 
Art  unstetig  in  a,b],  so  gilt  für  die  ausgezeichnete  Folge  {-^k} 
endlicher  Zerlegungen  von  [a,b]  die  Beziehung: 

(•)  Al(x{t),yit))  =  \imL(Z^). 

vrroe 

falls  jeder  Punkt  t  von  (a,  b),  für  den  p{t)  nicht  auf  der  Verbindungs- 
streckc  von  p  {t  —  0)  und  pit-\-0)  liegt,  in  fast  allen  Z^  als  Zer- 
legungspunkt auftritt. 

In  der  Tat,  zu  jedem  ?  <  A^  {^(t),  y  (0)  g'^t  es  eine  endliche  Zerlegnng  Z 
von  [a,  b],  so  daß: 

L{Z)>q. 
Wir  bilden  die  Produktzerlegung: 

z:=z.z,.. 

Nach  Satz  I  ist  dann  auch: 

(**)  L{Z'^)>q. 

Seien:  «1"^  <  4"' <  •  •  •  <  «i',' 

diejenigen  unter  den  Zerlegungspunkten  von  Z ,  die  nicht  zugleich  Zerlegungs- 
punkte von  Z,,  sind.    Ist  n  die  Anzahl  der  Zerlegungspunkte  von  Z,  so  ist  dann: 

Seien < ^*''  und  t'^''  der  dem  Punkte  f^*"^  unmittelbar  vorangehende  und  nach- 
folgende Zerlegungspunkt  von  Zy.  Da  {•^v}  eine  ausgezeichnete  Zerlegungs- 
folge, ist  für  fast  alle  v. 

und  es  wird: 

LiZ:.)-L{Zy)  =  ^{r{p{t(^)),p(t^;)))-^r{p{ti;)),pit'-)))-r(pit(;^^ 
»  =  1 

Infolgedessen  ist,  bei  beliebigem  £>0,  für  fast  alle  v: 

K 

{***)L(Z:)-LiZ^)<y^{r{p(t(l)),pit(;)-0))-^r{p{t(;')  +  0),p(t^fl) 
» =  1 

-r(p(t(-)  +  0),i)(fW-0))}  +  «. 

Da  die  Punkte  t[*'^  nicht  Zerlegungspuukte  von  Z^  sind,  liegen  nun  nach 
Annahme  für  fast  alle  v  die  Punkte  p  (t'^^)  auf  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte 
p  {t[r^  —  0)  und  p  (4"^  -f  Oj,  so  daß : 


»)  L.  Scheeffer,  Acta  math.  5  (1884),  51. 
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r  {p  {t^:^ P  (t<;'  -  0) )  -h  r  G^  (<-)  -j-0),p  (f i"); )  -  r  (p  (f </)  +  0) ,  p  («^  _  O) )  =  0 . 

Eb  lautet  alßo  (***): 

L  {Z'^)  —  L  (ZJ  <  e     für  fast  alle  r. 
Aus  (**)  folgt  also: 

L  {Z  )  ',:>  q  —  e      für  fast  alle  r, 

und  da  hierin  3  <  A*  (x  (f),  y  (t))  und  «>  0  beliebig  waren,  ist: 

\imL{Zj  =  Al{x{t),y(t)), 

und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Als  Spezialfall  vom  Satz  VII  erhalten  wir: 

Satz  VIII.  Sind  x{t)  und  y  (t)  beschränkt  und  nur  von  erster 
Art  unstetig  in  [a,b],  und  liegt  für  jedes  t  von  (a,b)  der  Funkt  p(t) 
auf  der  Verbindungsstrecke  der  Punkte  p{t  —  0)  und  p(t-{-0),  so 
gilt  (*)  für  jede  ausgezeichnete  Folge  {-^,.}  endlicher  Zerlegungen 
V  o  n  [a ,  fc] . 

Wie  Satz  VII  von  §  6  folgert  man  daraus  weiter: 

Satz  IX.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  VIII  gibt  es  zu 
jeder  Zahl  q: 

ein   (Z>  0,   so  daß   für  jede   endliche  Zerlegung  Z  von  [a,b\,   deren 

No  rm  <  (i  ist: 

L{Z)>q. 

Satz  X.  Ist  A^{x{t),y(t))  endlich,  so  ist,  damit  für  die  ausge- 
zeichnete Folge  {/?v}  endlicher  Zerlegungen  von  [a,b]  (*)  gelte, 
notwendig,  daß  jeder  Punkt  t  von  (a,b),  für  den  p  (t)  nicht  auf  der 
Verbindungsstrecke  von  pit  —  0)  und  p{t-\-Q)  liegt,  in  fast  allen  Z,, 
Zerlegungspunkt  sei. 

Angenommen  in  der  Tat,  für  den  Punkt  t'  von  ia,b)  liege  p(t')  nicht- 
auf  der  Verbindungsstrecke  von  p  {f  —  0)  und  p{t'-{-0),  und  es  komme  t'  in 
unendhch  vielen  Zerlegungen  von  {Zy^  nicht  als  Zerlegungspunkt  vor.  Wir 
können  ohne  weiteres  annehmen,  dies  sei  für  alle  Z^  der  Fall.  Seien  t ,  und  t 
der  dem  Punkte  t'  unmittelbar  vorangehende  und  nachfolgende  Zerlegungs- 
punkt von  Zy,  und  sei  Z^  die  aus  Z^  durch  Hinzufügung  von  f  entstehende 
Zerlegung.     Dann  ist: 

L(Zl)-L(Z^)  =  r{p{f),p{t.))-\-r(j>{lr),p(n)-r{p(t.),p(ir)), 
und  somit: 
(%;)     lim{L{Zl)-L{Z,))  =  r{p(f),p(t'-0))-\-r{p{t'-i-0),p{f)) 

—  rlpif-^Oj.pif  —  O}), 
und  hierin  hat  nach  Voraussetzung  die  rechte  Seite  einen  Wert  »?  >  0;  und  da: 

^lix(t),yit))>LiZ'^)     für  alle  r, 
80    folgt  aus  (***): 

f^l(x{t),y(^))>L  {Z^)  -^  '^     für  fast  alle  .■ , 

so  daß  (*)  nicht  gelten  kann.     Damit  ist  Satz  X  bewiesen. 
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§  9.    Länge  eines  stetigen  Kurvenbogens. 

Sind  die  beiden  Funktionen  x  [t) ,  y  {t)  endlich  und  stetig  in  'a,b],  und 
ist  wieder  Ü  die  Menge  aller  Punkte  {x,y)  des  9J^,  auf  die  [a,b]  abgebildet 
wird  durch : 

(0)  x  =  x{t),    y  =  y{t), 

so  heißt  li  ein  stetiger  Kurvenbogen,  die  Länge  ^^  ( x (t) ,  y {t))  der  Durch- 
laufung (0)  von  (£  heißt  die  Länge  des  Bogens  a,b]  der  Kurve  (0)M.  Aus 
i<  8,  Satz  VI  folgt: 

Satz  I.  Hat  der  Bogen  a,h]  der  stetigen  Kurve  (0)  endliche 
Länge,  so  ist  A^(x{t),y(t))  eine  in  [a,b]  monoton  wachsende  stetige 
Funktion  von  t. 

Aus  Satz  VIII  von  §  8  entnehmen  wir,  daß,  wenn  (0)  einen  stetigen 
Kurvenbogen  bedeutet,  für  jede  ausgezeichnete  Folge  {Z^^  endlicher  Zer- 
legungen: 

Al{x(t),y{t))^limL{Z,.). 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  hierin  die  Beschränkung  auf  endliche  Zer- 
legungen fallen  gelassen  werden  kann.  Sind  {x'^,x'^)  (i  =  1 ,  2,  . . .)  die  Zer- 
legungsintervalle der  unendlichen  Zerlegung  Z  von  [a,b]  (§  6,  S.  •">02),  so 
setzen  wir: 

L{Z)  =  ^  V  ( X iU)  -  X (i,_,)  f-\-{y iU)  ^(Ör- 
i 

In  Analogie  zu  Satz  IX  von  §  6  beweisen  wir  zunächst : 

Satz  II.  Ist  (0)  ein  in  [a,h]  stetiger  Kurvenbogen,  und  ist  f  >■  0 
beliebig  gegeben,  so  gibt  es  zu  jeder  Zerlegung  Z  von  [a,b]  der 
Norm  d,  für  die  L{Z)  endlich  ist,  eine  endliche  Zerlegung  Z'  der 
Norm  d,  so  daß: 

L{Z')<L{Z)-^e. 

Seien  t.^,  t.,, . .  .,t^, .  .  .  die  sämtlichen  Zerlegungspunkte  von  Z.  Wir  um- 
geben t^,  mit  einem  Intervall  [t^,  —  h^, ,  t^,  -\-  /i,,  ,  wo  h^,  ^  -  und  ferner  so  klein  ge- 
wählt sei,   daß   für  die    Bildpunkte  je   zweier  Punkte  f,t"   dieses  Intervalles: 

r(p(t'),p{n)<j^. 

Durch  ganz  dieselben  Überlegungen  wie  beim  Beweise  von  §  6,  Satz  IX  er- 
halten wir  sodann  die  gewünschte  endliche  Zerlegung  Z'. 

Satz  III.  Ist  (0)  ein  in  [a,b]  stetiger  Kurvenbogen,  so  gilt  für 
jede  ausgezeichnete  Folge  {Z,.\  endlicher  oder  unendlicher  Zer- 
legungen von    a,b  : 

Al(xit),y{t)}  =  \imL{ZJ. 

Der  Beweis  hierfür  ist  völlig  derselbe  wie  für  Satz  X  von  §  6. 


'j  Man  beachte,  daß   nicht  dem  Kurvenbogen  6  als  solchem  eine  Länge 
zukommt,  sondern  erst  einer  gegebenen  Durchlaufung  des  Kurvenbogens. 
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J)araus  folgt  iinmittolbar: 

Satz  IV.  Ist  (0)  ein  in  [a,b]  stetiger  Kurvcnbogen,  so  gibt  es 
zu  jeder  Zahl  q: 

ein  d>0,  so  daI3   für  jede   (endliche  oder  unendliehc)  Zerlegung  Z 
von    a.b'.  deren  Norm  ^  d  ist: 

L{Z)>q. 

Es  seien  durch 

(00)  x  =  x{t),  y  =  y{t)     und     x  =  Xo{t),  y  =  yQ{t) 

zwei  in  [a,  6]  stetige  Kurvenbögen  gegeben.    Die  obere  Schranke  in  [a,h\  von 

^!{x(J^  -Xom  +  (yW-yJt)? 

bezeichnen   wir   als   die    Abweichung    der   beiden    Kurvenbögen   (00).      Wir 
sagen:  die  Folge  in    a.b    stetiger  Kurvenbögen 

(%0)  x  =  x,(i),    y  =  y^{t)       {v=l,2,...) 

konvergiert  gegen  den  in  [a,b]  stetigen  Kurvenbogen: 

{0%)   •  x  =  xit),     y  =  y{t), 

wenn  für  die  Abweichungen  g^,  der  Bögen  (%")  vom  Bögen  (o  o)  *^'^  Beziehung 
besteht : 

lim  Q^=:0. 

V  —   00 

Dann  ist  für  jedes  t    aus  [a,  6]:  « 

(000)  x(0=  lim  x„(<),     y{t)  ^  lim  y^{t). 

Es  gilt  der  Satz: 

Satz  V^).  Konvergiert  die  Folge  der  in  ß,b;  stetigen  Kurven- 
bögen (^0^)  g^gß'i  den  in  [a,b]  stetigen  Kurvenbogen  (o  o)'  so  ist*): 
(*)  limAj(a:,(i).y,.(0)^A^(a;(f),2/(i)). 

Angenommen  in  der  Tat,  (*)  wäre  nicht  erfüllt,  d.  h.  es  wäre: 

\im^l(x^(t),y^[t))  <  Aj  {x{t),y(t)) . 


*)  Betrachtet  man  die  Länge  eines  Kurvenbogens  als  Funktion  dieses 
Kurvenbogens,  so  besagt  der  Satz,  daß  die  Länge  eine  unterhalb  stetige 
Kurvenfunktion  ist. 

*)  Daß  in  (*)  nicht  stets  das  Zeichen  =  gilt,  zeigt  folgendes  Beispiel:  Sei 

in    (n  n) 

'^  x{t)=^t,      y{t)  =  0, 

und  sei  in  (V) 

Dann  ist: 

A,*,  xU) .  y{t))  -=  1  ;         aI  (x,  (T'  .  .y„  (t))    -  v' 2 . 
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Indem  wir  nötigenfalls  zu  einer  Teilfolge  übergehen,  können  wir  geradezu  an- 
nehmen: 

Dann  gibt  es  auch  ein  f  >•  0  und  eine  endliche  Zerlegung  Z  von  'a,b  ,  hervor- 
gerufen etwa  durch  die  Punkte: 

fl  =  *o  <  ^  <  *2  <  •  •  •  <  <„_i  <  «„  =  ft, 

60  daß,  wenn  L  (Z)  die  Länge  des  zur  Zerlegung  Z  gehörigen  Näherungspoly- 

gones  an  den  Kurvenbogen  (o%)  bedeutet: 

(**)  lim  Al{x,Xt),yAt))<L{Z)-s. 

V  =  00 

Seien  ^^  und  p^*"'  (Fig.  18)  die  dem  Zerlegungspunkte  ffc 

entsprechenden  Punkte  der  Kurve  (o  o)  ^"^  ^^^  Kurve  (*^o  )  • 
Dann  ist  wegen    (000): 

*'(Pk'Pk^)  "^  ö —   ^ü""  ^*s*  ^1^^  ''• 


(***) 


l"'?-  1^-  jjun  jgt  ^**)  gleichbedeutend  mit: 

n  « 

2AJ*(a:^(0,y,(0)  +  ^<2£r(;j^_,.p^)     für  fast  alle  v. 

Wegen  (***)  ist  also  auch: 

k=i     *-i  *=l 

^[l(^At),y^(t))>r{p[ti.pi^), 

würde  aus  (*:»*)  folgen,   daß   mindestens  eine  der  n  Ungleichungen   besteht: 

r  iptr'Pk')  +  r  {p,-.,>p'^U)'r  r  (p,,  p^"^)  <  r  (p,_,,p,) , 
was  unmöglich  ist.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Wir  wollen  noch  den  Zusammenhang  herstellen  zwischen  dem  Begriffe 
der  Länge  eines  Kurvenbogens  und  dem  Begriffe  des  linearen  Inhaltes 
(Kap.  VI,  §  8,  S.  461).     Wir  gehen  aus  von  dem  Satze: 

Satz  Tl.  Ist  (i  eine  abgeschlossene  und  zusammenhängende, 
die  Punkte  p  und  q  enthaltende  Punktmenge  des  9t.2*),  die  nicht 
mit  der  Verbindungsstrecke  von  ^  und  q  identisch  ist,  so  ist: 

^h{^)>rip,q). 

Beim  Beweise  können  wir,  da  für  eine  nicht  beschränkte  Menge  H  offen- 
bar //,  ((£;=-[- oc  ist,  ohne  weiteres  annehmen,  (5  sei  beschränkt.  Angenommen 
nun,  es  wäre: 

uA^)^y(p,'i)- 

Zufolge  der  Definition  des  linearen  Inhaltes  gibt  es  dann   zu  jedem  >/  >  0  ein 


';  Oder  des  SRj,. 
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System  von  Kreisgebieten  mit  Durchmessern  <  rj ,  derart,  daß  (£  enthalten  ist 
in  der  V^ereinigung  dieser  Kreisgebiete,  und  daß  die  Summe  der  Durchmesser 
aller  dieser  Kreisgebietc  -C  r  (p ,  q) -\- rj  ist. 

Nach  dem  Borelschcn  Theoreme  (Kap.  I,  §  6,  Satz  I)  gibt  es  unter 
diesen  Kreißgebieten  endlich  viele  ^i,fi.,,  . . .  ,^k>  in  deren  Vereinigung  G  ent- 
halten, ist.     Für  die  Summe  ö  der  Durchmesser  der  ^<  gilt: 

(f)  ^<r(p,q)-\-r)- 

Weil  S  zusammenhängend,  so  auch  die  Vereinigung  derS/. 

Nach  Voraussetzung  enthält  l£  einen  nicht  auf  der  Strecke  pq  liegenden 
Punkt  s.  Unter  den  Kreisen  ft^  können  die  Krei.«e  ft',ft-,  ...,Ä^  so  heraus- 
gegriffen werden,  daß  keine  zwei  identisch  sind,  je  zwei  in  dieser  Reihenfolge 
benachbarte  einen  Punkt  gemein  haben,  und  ft^  den  Punkt  p,  S<  den  Punkt  s 
enthält.  Sobald  i/  hinlänglich  klein,  kann  ft'  den  Punkt  q  nicht  enthalten. 
Dann  gibt  es  unter  den  ^,-  weitere,  untereinander  und  von  Ä',  Ä',  ...,  Ä'  ver- 
schiedene Ä'+i,  ...,  ft"*'  so  daß  je  zwei  in  dieser  Reihenfolge  beanachbarte  einen 
Punkt  gemein  haben,  S'  +  i  mit  einem  der  Kreise  S\  il ',...,  Ä' ,  etwa  mit  ft'» 
einen  Punkt  gemein  hat,  und  ft"'  den  Punkt  q  enthält. 

Sei  Oi  (i  =  1,  2, .  .  .,  to)    der  Mittelpunkt   von  S*.    Dann   ist,    da  die  Ver- 
einigung   der    Strecken    po^,  0^0.2,  n.,o.^ ,...,  oi  —  ioi ,  ois,  Ohoi+i,   01+101+2,..., 
Om—iOm,  Omq    einen  zusammenhängenden   Streckenzug    bildet,    der  die  Punkte 
p  und  q ,   und  den  nicht  auf  pq  liegenden  Punkt  5  enthält: 
'■(P,0i)4-r(0i ,02)  -f .  .  .  -f  r(o/_i ,  o; )  +  r{oi,  s)  -\-  r(oh,  01  +1)  -\-r{oi+ \,oi +2}-{-... 

-{-r{om-l,Om)-\-  r{om,q)>  r(p,q)-\-^, 
wo  ,'  eine  (von  rj  unabhängige)  positive  Zahl  bedeutet.     Da  hierin : 

'■(P>0ij<v,     r{oi,s)<>j,     r(Oh,oi+i)<ri,     riom,q)<n, 
folgt  daraus: 
(tt)  r(o^,o.2)-\-  .  .  .-\-r{oi-\,oi)^r{oi~i,oi+2)-\-  .  .  .-\-r{om-\,  Om) 

>r{p,,q)+:  —  'in- 
Andererseits  ist  wegen  (f): 

(ttt>  '■(01,03)  +  . . .  -f  r(oi-\,oi)-\-r{oi+\,oi  +  i)-\-  .  ..-{-r{om—i,  Om)<r(p,  ?)  +  ';. 

Wählen  wir  t]<^-C,  so  widersprechen  sich  (ff)  und  (ftt)-  Damit  ist  Satz  VI 
bewiesen. 

Satz  VII.*)  Ist  S  die  Menge  aller  Punkte  des  stetigen  Kurven- 
bogens: 

(1)  x^x(t),    y  =  y{t)     {a^t£b), 

und  ist  die  Abbildung  (1)  von    a,b    auf  6  eineindeutig-),  so  ist: 

In  der  Tat,  sei  Z  eine  Zerlegung  von  [ä,b],  etwa  gegeben  durch: 
a  =  to<t,<...<t^_^<t^  =  b. 

')  C.  Carath^odory,  Gott.  Nachr.  1914,  424. 

*)  W^ie  der  Beweis  zeigt,  kann  diese  Bedingung  auch  ersetzt  werden  durch 
die  folgende:  Für  die  Menge  ß'  aller  Punkte  von  ß,  denen  vermöge  (1)  mehr 
als  ein  t  aus  [a,b]  entspricht,  gilt  w,  (6'j  =  0. 
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Ist  pi  der  dem  Punkte  tj  entsprechende  Punkt  von  d,  so  ist  die  Länge  des 
zur  Zerlegung  Z  gehörigen  Näherungspolygones  gegeben  durch: 

n 

(2)  L{Z)  =  y^r{^i_^,i>i). 

i      \ 

Ist  (i/  der  dem  Teilintervalle  i,_i,^i^  entsprechende  Teil  von  S,  so  ist,  da 
wegen  der  Eineindeutigkeit  der  Abbildung  (1)  je  zwei  S,  höchstens  einen  Punkt 
gemein  haben: 

.3)  /'i  ((S)  =  i /<,(£/)  • 

^  »  =  1 

Nach  Satz  VI  ist: 

(4)  ^h{^i)>r{p._^,Vi). 
Aus  (-2),  (3),  (4)  aber  folgt: 

und   da  Z  eine  beliebige   endliche  Zerlegung  von    a,  b    war,   ist   daher  auch : 

/'i(6)^Aj(x(i),2/(0). 
Es  ist  also  nur  mehr  zu  zeigen,  daß  auch: 

(5)  /^i(e)^A*^(x(f),2/(0). 

Dies  bedarf  eines  Beweises  nur,  wenn  A*  ( a;  (^) ,  ?/  (t) )  endlich ,  und  in  dem 
Falle  genügt  es,  zu  zeigen: 

Zu  jedem  g  >  0  und  £  >  0  gibt  es  eine  endüche  Anzahl  von  Kreisge- 
bieten mit  Durchmessern  <iQ,  in  deren  Vereinigung  6  enthalten  ist,  und 
deren  Durchmesser  eine  Summe  8  haben,  die  der  Ungleichung  genügt: 

(R)  ö£Al(x(t),y{t))  +  e. 

Sei  also  n  so  groß  gewählt,  daß: 

Wir  bezeichnen  mit  f,-  (t  =  0,  1 ,  2,  . . . ,  2/i)  die  Punkte  von    a,b],  für  die: 

mit  j^i  die  vermöge  (1)  entsprechenden  Punkte  von  6.     Dann  ist: 

Beschreiben  wir  also  um  jeden  Punkt  P2t-i  (*  =  1 »  2,  . . . ,  n)  ein  Kreisgebiet  % 
vom  Radius: 


r=~K(-^it)>y(i))+')«Q)^ 


2n 
so  liegt  der  dem  Intervalle    t^i-^'^^ii  entsprechende  Teil  von  ß  in  ^,',  mithin 

S  in  Sj  -[-  ^2  -[-•..  -j-  ^n,  und  für  die  Summe  8  der  Durchmesser  der  %  gilt  (6). 
Damit  ist  (5)  nachgewiesen,  und  der  Beweis  von  Satz  VII  beendet. 
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§  10.    Totalstetige  Funktionen. 

Die  im  offenen  Intervalle  {a,b)  definierte  und  endliche  Funk- 
tion t\-^)  heißt  totalstetig  in  {a,b),  wenn  sie  von  totalstetigem 
Absolutzuwachse  in  (a,  6)  ist  (§2,  S.  474),  d.h.  wenn  ihr  Absolut- 
zuwachs totalstetig  ist  nach  dem  linearen  Inhalt  //^  im  a-Körper 
aller  Boreischen,  und  mithin  aucli\)  im  o- Körper  aller  eindimensional- 
meßbaren Mengen  von  {a,b). 

Sei  die  Funktion  f[x)  definiert  und  endlich  im  abgeschlossenen 
Intervalle  [a,6].  Wir  dehnen  ihre  Definition  auf  ein  [a,h]  ent- 
haltendes offenes  Intervall  {cd)  aus  durch  die  Festsetzung: 

(0)  f{x)  =  f{a)    f  ür  a;  <  a ;     f{x)  =  f{b)   f  ür  a;  >  6 , 

und  nennen  f{x)  totalstetig  in  [a,b],  wenn  die  so  erweiterte 
Funktion  totalstetig  in  (c,  d)  ist. 

Satz  I.  Ist  f{z)  totalstetig  in  {a,b),  so  auch  in  jedem 
abgeschlossenen  Teilintervall  [a,b']  von  {a,b). 

Sei  in  der  Tat  f{x)  die  Funktion,  die  in  [a',b']  mit  /'  überein- 
stimmt, während: 

f{x)  =  f{a')    für  .r<a';     f{x)  =  f{b')    für  a:  >  6'. 

Da  offenbar  zu  jedem  Intervallsysteme  ©  aus  [a.b)  ein  (in  ©  enthal- 
tenes) Intervallsystem  S  aus  (a,6)  gefunden  werden  kann,    so  daß-): 

ist  zunächst^)  für  jede  offene  Menge  D  aus  {a,h): 

a(D,/-)>«(0,/), 
und  daher  weiter  für  jede  Menge  §(  aus  {a,b): 

Ist  also  a{%,f)  totalstetig  nach  ft^,  so  erst  recht  «(3(,f),  das  aber 
heißt:  /'  ist  totalstetig ^ in  [a',b'],  wie  behauptet. 
Es  folgt  nun  unmittelbar  auch: 

Satz  IL  Ist  f\x)  totalstetig  in  [a,b],  so  auch  in  jedem 
Teilintervalle  von  [«,/>]. 

Satz  III.  Ist  die  Funktion  f{x)  totalstetig  in  [a,b],  so 
ist  sie  auch  von  endlicher  Variation  in  [a,b]. 


1)  Vgl.  S.  474,  Fußn.  i). 

-)  Man  hat  nur,  falls  a'   (oder  b')  innerer  Punkt  eines  Intervalles    von  © 
ist.   dieses  Intervall  durch  a'  (bzw.  b')  in  zwei  Teilintervalle  zu  zerlegen. 
ä)  Zufolge  der  Definition  von  a  {^  1,  S.  467). 
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Sei  in  der  Tat  /  erweitert  auf  das  [a,b]  enthaltende  Inter- 
vall {c,d)  gemäß  (0).  Dann  ist  der  Absolutzuwachs  a  von  /'total- 
stetig nach  /<j  und  mithin  auch  stetig  im  o- Körper  aller  /(^-meß- 
baren  Mengen  aus  {c,d).  Nach  §  2,  Satz  II  (wobei  unter  ®  das 
Intervall  (c,  d)  zu  verstehen  ist)  ist  dann  der  Absolutzuwachs  von  f 
in  [a,b]  und  mithin  auch  in  {a,b)  endlich.  Nach  §  5,  Satz  XII 
ist  also  /■  von  endlicher  Variation  in  [a,  h],  und  Satz  III  ist  be- 
wiesen. 

Satz  IV.  Ist  die  Funktion  f[x)  totalstetig  in  [a,b],  so 
ist  sie  auch  stetig  in  [a,6]. 

In  der  Tat,  nach  Satz  III  ist  /"  von  endlicher  Variation,  daher 
nach  §  5.  Satz  X  nur  von  erster  Art  unstetig  in  [«,&].  Gäbe  es 
nun  einen  Unstetigkeitspunkt  x  von  f,  so  wäre  dort  mindestens 
eine  der  Ungleichungen  erfüllt: 

f{x-0)^f{x);     f{x  +  0)^f{x). 

Nach  §  5,  Satz  XIV  wäre  also  für  die  nur  aus  dem  Punkte  x  be- 
stehende Menge  ß^: 

«(®J=HO, 

entgegen  der  Annahme,  daß  der  Absolutzuwachs  a  von  f  eine  nach 
ju^  totalstetige  Mengenfunktion  ist. 

Satz  V.  Ist  die  Funktion  f{x)  stetig  und  von  endlicher 
Variation  in  [a,b],  totalstetig  in  {a,b),  so  ist  sie  auch  total- 
stetig in   [a,b]. 

Zum    Beweise    erweitern    wir    f  gemäß    (0)    auf    ein    [a,b]    ent- 
haltendes Intervall  {c,d).     Ist   a   der   Absolutzuwachs   von   /',   so   ist 
nach   Annahme    für    jede    Menge   51    aus    (a,b),    für    die   /i^('!}()  =  0 
ist,   auch : 
(00)  «(90  =  0, 

und  offenbar  gilt  (00)  auch  für  jede  Menge  aus  (c,a)  oder  aus  (b,d); 
mithin  gilt  (00)  für  jede  Menge  aus  {c,d),  für  die  //j(W)  =  0  ist, 
und  die  keinen  der  beiden  Punkte  a  und  b  enthält.  Weil  /'  stetig 
in  a  und  b,  ist  aber  nach  §  5,  Satz  XIV: 

«(®J  =  0;     «(g,)  =  0. 

Es  gilt  also  (00)  für  jede  Menge  aus  (c,d),  für  die  //j(9t)  =  0  ist, 
d.  h.  es  ist  f  totalstetig  in  {c,d)  und  mithin  in  [a,b].  Damit  ist 
Satz  V  bewiesen. 

Beispiele  von  Funktionen,  die  in  einem  Intervalle  [a ,  b]  stetig 
und  von  endlicher  Variation,  aber  nicht  totalstetig  sind,  werden  wir 
in  §  12  kennen  lernen. 
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Sei  (5  ein  Intervalleystem  aus  [a,h].    .Sind   [x',.,Xy]  [v  =  1,2, ...) 
die  Intervalle  von  ©,  so  setzen  wir^): 

^,  (©) = 2  (^v — x:)  ■  A  (©) = 2 '  fW  -  tVr)  1 , 
^(®)=2(/-(^:')-/"W). 

r 

Aus  §  2,  Satz  V  entnehmen  wir  dann: 

Satz  VI.  Damit  f  totalstetig  sei  in  [a,b],  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  für  jede  Folge  {©J  von  endlichen*) 
Intervallsystemen  aus  [a,b],  für  die: 

lim  fi^  (©„)  =  0 

ist,  auch  die  Beziehung  gelte: 

(*)  lim^((5„)  =  0. 

n=  » 

Daraus  folgern  wir  weiter: 

Satz  "MPj.  Damit  f  totalstetig  sei  in  [a,b],  ist  notwen- 
dig und  hinreichend,  daß  es  zu  jedem  e>>0  ein  o  >>  0  gibt 
derart,  daß  für  jedes  der  Ungleichung: 

fh  (®)  <  Q 
genügende  endliche*)    Intervallsystem   o  aus  [a,b]    die    Un- 
gleichung bestehe: 
(**)  Ä{<B)<e. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Angenommen  in  der  Tat,  sie  sei 
nicht  erfüllt;  dann  gibt  es  ein  £  >•  0  und  eine  Folge  endlicher  Inter- 
vallsysteme {8„}  aus  [a  ,b],  so  daß : 

Also  kann  f  nach  Satz  VI  nicht  totalstetig  sein. 

Die  Bedingung  ist  hinreichend.  Denn  ist  sie  erfüllt,  so  ist 
auch  die  Bedingung  von  Satz  VI  erfüllt. 

Aus  §  2,  Satz  VI  entnehmen  wir  sofort: 

Satz   VIII.     In  Satz  VI   kann  (*)  ersetzt  werden  durch: 

lirazi(@J  =  0. 


1)  Vgl.  §  1,  S.  467. 

'^)  Dieser  Zusatz  kann  auch  ohne  weiteres  wegbleiben. 
*)  Durch   die  in   diesem   Satze    ausgesprochene    Eigenschaft    wurden    die 
totalstetigen  Funktionen  zuerst  definiert:   G.  Vitali,   Atti  Tor.  40  (1905),  753. 
■•)  Dieser  Zusatz  kann  auch  ohne  weiteres  wegbleiben. 
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Ebenso  wie  Satz  VII  beweisen  wir  sodann: 

Satz  IX.     In    Satz  VII   kann  (**)  ersetzt  werden  durch^). 

iz/(®)|<^. 

Wie  in  §  3  (S.  480)  nennen  wir  eine  Folge  {©„}  von  Intervall- 
systemen aus  [a,b]  ausgezeichnet,  wenn: 

lim/^i(©J  =  6  — a, 
und  wenn  es  eine  Norm    d^  von  (B^^  gibt,  so  daß: 

W  =  CO 

Aus  §3,  Satz  I,  zusammen  mit  §  5,  Satz  XIII  entnehmen  wir  dann: 
Satz  X.     Ist   /'  totalstetig   in    [a,i*],  so  gilt  für  jede  aus- 
gezeichnete Folge  {©,,}  von  Intervallsystemen  aus  [a,h]: 

nJ(r)  =  limP(©J;     N2(/'j  =  lim2^(Sj;     AS(/)  =  lim  ^(©J. 

Satz  XI.  Ist  f{x)  totalstetig  in  [a,h],  so  sind  auch  A.l(f), 
TTa(/)»  N^(/)  in  [a,b]  totalstetige  Funktionen  von  x. 

Es  wird  genügen,  dies  für  A«  nachzuweisen,  da  es  dann  für 
TTa,  Na  von  selbst  folgt.  Wir  dehnen  die  Definition  von  f'{x)  über 
[a,b]  hinaus  aus  gemäß  (0)  (S.  523)  und  definieren  eine  Funktion  g(x) 
durch: 

^(a;)  =  Aa(/')  in  [a,b];    g{x)  =  0  für  x^a;     g(^x)  =  Al{f)  für  x^b. 

Was  wir  zu  zeigen  haben,  ist :  der  Absolutzuwachs  « (g)  ist  eine 
nach  ju^  totalstetige  Mengenfunktion. 

Nun  ist  offenbar  für  jedes  Intervall   ^  =  {x',x"): 

«fö,^)=A^:'(f)  =  «(s,r). 

Da  also  Absolutzuwachs  von  f  und  g  für  alle  Intervalle  überein- 
stimmen, so  stimmen  sie  gemäß  ihrer  Definition  (§  1,  S.  468)  für  alle 
Mengen  überein,  und  da  cc{^l,f)  totalstetig  nach  ju^  ist,  so  auch 
a(3l,gr).     Damit  ist  Satz  XI  bewiesen. 

Aus  Satz  XI  zusammen  mit  Satz  VIII  von  §  5  folgt: 
Satz  XII.     Jede  in  [a,b]  totalstetige  Funktion  ist  Diffe- 
renz   zweier    in    [a,b]     monoton     wachsender    totalstetiger 
Funktionen. 


^)  Ersetzt  man  die  folgende  Ungleichung  durch  ,J  (©)<«,  bzw.  A  (©)  >  —  e, 
so  entstehen  die  Begriffe  der  nach  oben,  bzw.  nach  unten  totalstetigen 
Funktionen,  mit  denen  sich  (unter  dem  Namen  „upper  (lower)  semiintegrals" ) 
W.  H.  Young  beschäftigt  hat:  Lond.  Proc.  (2)  9  (1911),  286  ff. 
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Satz  XIII.     Sind    /j    und    /g    totalstetig    in    [a,b],    so   auch 

In  der  Tat,  wegen: 

i  (/i  ix")  +  /,  ix"))  -  (/,  ix')  +  f,  ix'))  \<\f,  ix")  -  f,  ix')  I  + 1  /,  ix")  -  /g  (a;') : 
ist  für  jedes  Intervallsystem  <B„: 

Aus: 

Um^((5„,/i)  =  0;     lim  ^(©,., /„)  =  0 

n—  <*'  n  -   <xi 

'folgt  also  auch: 

lim^((S,,,/,+/,)==0, 

woraus    im  Hinblick    auf  Satz  VI    die    Behauptung    von    Satz  XIII 
folgt. 

Ganz  ebenso  beweist  man,  indem  man  sich  auf  die  Unglei- 
chungen (3),  (4),  (5),  (6)  von  §  4  (S.  489)  stützt,  die  Sätze: 

Satz  XIV.     Sind    t\    und    /„    totalstetig   in   [a,6],   so    auch 

f 
t\-i\2  und,  falls  /«  +  0  ist,  auch  ^. 

Satz  XV.     Ist  /■  totalstetig  in  [a,h],  so  auch  \f\. 

Satz  XVI.  Sind  t\,  A^,...,  4  totalstetig  in  [a,h],  und  ist 
/■  der  gr ößte  (kleinste)  unter  den /c  Funk tionswerten/j, /;,,.. .jf^., 
so  ist  auch  /' totalstetig  in  [«,&]. 

Hingegen  kann  man  nicht  behaupten,  daß  eine  durch  Zusammen- 
setzung« totalstetiger  Funktionen  entstehende  Funktion  totalstetig 
sei^).     Wohl  aber  gilt: 

Satz  XVII^).  Ist  f{x)  monoton  wachsend  und  totalstetig 
in  [a,h],  und  ist  g{y)  totalstetig  in  [/'(«),  /'(&)],  so  ist  g{f{x)) 
totalstetig  in  [a,&]. 

Sei  in  der  Tat  {©„}  eine  Folge  endlicher  Intervallsysteme  aus 
[a,b],  für  die 

lim|<,(Sj  =  0. 

n  —  <x> 

Durch  y  =  f(x)  wird  das  Intervallsystem  ©^^  abgebildet  auf  ein  Inter- 
vallsystem 3;,^  des  Intervalles  [/"(«),  f(p)],  und  zwar  ist: 

1)  Dies  zeigt  das  Beispiel  S.  490,  Fußn.  i). 

-)  Dieser  Satz  ist  ein  Spezialfall  des  allgemeineren  Satzes,  daß  die  aus  zwei 
totalstetigen  Funktionen  f  und  g  zusammengesetzte  Funktion  g  (f)  immer  dann 
totalstetig  ist,  wenn  sie  von  endlicher  Variation  ist.  Doch  wollen  wir  auf  den 
Beweis  dieses  allgemeineren  Satzes  in  diesem  Zusammenhange  nicht  eingehen. 
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Nach  Satz  VIII  ist  also,  weil  /'  totalstetig: 

(***)  lim^,(Sj  =  0. 

n=  OD 
Sodann  ist: 

Weil  g  totalstetig,  folgt  aber  aus  (***): 

n=  CO  . 

Es  ist  also  auch: 

limA(ß^,g{f))  =  0, 
n  =  oc 

d.  h.  nach  Satz  VIII:  die  Funktion  g  {f{x))  ist  totalstetig,  und  Satz  XVII 
ist  bewiesen. 

§  11.  Die  Funktion  der  Singularitäten. 

Wir  haben  in  §^  7,  Satz  III  gesehen,  wie  eine  unstetige  Funk- 
tion endlicher  Variation  durch  Abspaltung  der  Funktion  der 
Sprünge  in  eine  stetige  Funktion  verwandelt  werden  kann.  In 
ähnlicher  Weise  kann  eine  stetige  Funktion  endlicher  Variation  durch 
Abspaltung  eines  geeigneten  Bestandteiles  in  eine  totalstetige 
Funktion  verwandelt  werden. 

Sei  die  Funktion  f(x)  stetig  und  von  endlicher  Variation  in 
[a,fe].  Indem  wir  sie,  wie  schon  mehrmals,  über  [a,b]  hinaus  er- 
weitern durch  die  Festsetzung: 

f(x)  =  f{a)  für  x<a;     f{x)^f{h)  für  x>h, 

bilden  wir  ihren  Positiv-  und  Negativzuwachs  7i(2t)  und  r  (9X),  Nach 
Kap.  VI,  §4,  Satz  XI ^)  zerlegen  wir  tt  und  v  in  Regularitäts-  und 
Singularitätsfunktion  nach  dem  Inhalt  ja^: 

(f )  jz  =  71^  -f-  71^ ^ ;     V  =  v'^  -\-  v'^'^ . 

Wir  bilden  diese  Mengenfunktionen  insbesondere  für  das  Inter- 
vall [a,a;]  und  setzen  für  x'^  a"): 

<tt)  7rxx([a,:r])  =  5^(x);      v>^>^  {[a,  x\)  =  s_{x). 

Wir  nennen  s^{x)  und  s_{x)  die  Funktion  der  positiven,  bzw. 
negativen  Singularitäten  von  f{x).     Wir  setzen  noch: 

s  [x)  =  S4.  {x)  —  s_  {x) , 

und  nennen  s{x)  die  Funktion  der  Singularitäten  von  f{x). 


^)  Unter  dem  dort  zugrunde  gelegten  o-Körper  M  verstehe  man  hier  den 
•ö-Körper  aller  Boreischen  Mengen  des  9ii . 

'^)  Für  x'^a  setzen  wir:  s+(x)=0,  s_(a:)  =  0. 
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Ist    f{x)    von    endlicher  Variation,    aber    unstetig    in    [a,  b],    so 
subtrahieren    wir    von  f\x)  die  Funktion  der  Sprünge  (§  7,  Satz  III): 

f(x)  —  o{x)  =  g{x). 

Die  Funktion  der  (positiven,  negativen)  Singularitäten  von  g(x)  be- 
zeichnen wir  dann  zugleich  auch  als  die  Funktion  der  (positiven, 
negativen)  Singularitäten  von  f{x). 

Satz  I.  Ist  die  Funktion  f[x)  stetig  und  von  endlicher 
Variation  in  [a,  b],  so  sind  die  Differenzen: 

(1)  K{f)~s^{x)  =  h^{xy,    Kif)  —  s  {x)  =  h_{x) 

totalstetig  und  monoton  wachsend  in  [a,  h\.    Die  Differenz: 

f{x)  —  s{x)=^h  {x) 
ist  totalstetig  in  [a,  ^]. 
Da  nach  §  5,  Satz  VIII : 

h{z)  =  h^{x)-h_{x)-^f{a) 

ist,  genügt  es,  die  Behauptung  für  h^  [x)  und  h_  {x)  nachzuweisen. 
Wir  führen  den  Beweis  etwa  für  Ä^(x). 

Nach  (1)  ist  für  jedes  Teilintervall  [x',  x"]  von  [a,  h\. 

(2)  h^  [x")  -  h^  {x')  =TJi'  (f)  -  {s^  (x")  -  s^  ix')). 
Nach  §  5,  Satz  XV  ist  hierin: 

(3)  n^;'(f)  =  7r([x',a:"]). 

Nach  §  5,  Satz  XIV  ist  n  eine  stetige  Mengenfunktion,  es  sind  also 
71^  und  n^^  stetige  Mengenfunktionen,    und  es  ist  daher  nach  (ff): 

(4)  s^  {x")  —  s^  (x')  =  7rx><  {{x',  x"])  =  Tz^'^^dx',  x"]). 

Aus  (2),    (3),    (4)   folgt  wegen  (f)  und  wegen  der  Stetigkeit  von  n^: 

(5)  Ä+  (x")  —  h^  {X')  =  71''  ([x',  X"])=7l^  {{x',  x")). 

Da  gewiß  71^^  0,  ist  zunächst  A^  monoton  wachsend.  Weiter 
folgern  wir  aus  (5),  daß  der  Absolutzuwachs  von  h_^  nichts  an- 
deres ist  als  7t^.  Und  da  nach  Kap.  VI,  §  4,  Satz  IX  71^  total- 
stetig nach  ju^  ist,  so  ist  auch  h_^.  totalstetig.  Damit  ist  Satz  I  be- 
wiesen. 

Wir  bezeichnen  n;in  eine  stetige  Funktion  f  endlicher  Variation 
als  eine  rein-singuläre  Funktion,  werm  ihr  Absolutzuwachs  rein- 
singulär  nach  ju^  ist  im  a- Körper  aller  Boreischen  Mengen.  Dann 
können  wir  den  Satz  beweisen: 

Satz  II.  Die  Funktion  der  Singularitäten,  sowie  die 
Funktionen  der  positiven  und  der  negativen  Singularitäten 

Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  34 
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einer  stetigen  Funktion  endlicher  Variation  sind  rein- 
ßinguläre  Funktionen. 

Es  wird  genügen,  dies  für  s^  (x)  nachzuweisen.  Wegen  der 
Stetigkeit  der  Mengenfunktion  ji^^    folgern  wir  aus  (4): 

Und  da  5_^  monoton  wachsend,  folgt  daraus  weiter,  daß  der  Absolut- 
zuwachs von  s^  nichts  anderes  ist  als  ji^^.  Nach  Kap.  VI,  §  4, 
Satz  X  aber  ist  tt^^   rein-singulär  nach  /n^,  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Ganz  ebenso  wie  Satz  V  von  §  7  beweisen  wir  (es  ist  nur 
überall  g  durch  /( ,  o  durch  s  zu  ersetzen): 

Satz  III.     Es  ist: 

A:(/-)  =  A^(ä)  +  A:(s); 
A:  (h)  =  h^  (x)  +  A_  {x) ;     M{s)=^s^  {x)  -f  s_  (x) . 

Daraus  folgt  weiter: 

Satz  IV.     Es  ist: 

(6)  T]:{s)  =  s^{x):      K{s)  =  s_(x) 

(7)  K{h)  =  h^{xy,     K{h)  =  h_{x). 
In  der  Tat,  es  ist: 

s  {x)  =  s^  {x)  —  s_  [x] ;     s{x)=^  TTa  {s)  —  N«  [s) . 

Würde  nun  nicht  (6)  gelten,  so  wäre  nach  §  5,  Satz  IX: 

s^{x)>K{s);    s_{x)>K{s); 

und  daraus  durch  Addition: 

s+(x)  +  s_(a;)>Aa(6'), 

im  Widerspruche  mit  Satz  III.  Dadurch  ist  (6)  bewiesen,  und 
ebenso  beweist  man  (7). 

Satz  V.  Die  Funktionen  s_^{x)  und  s_{x)  können  nicht 
zerspalten  werden  in  zwei  monoton  wachsende  Summanden, 
deren  einer  totalstetig  und  nicht  konstant  wäre. 

Angenommen  etwa,  es  wäre : 

(8)  s^{x)  =  s,{x)^s,{x), 

wo  5j  (x) ,  9._;  (a:)  monoton  wachsend,  und  s^{x)  totalstetig  und  nicht 
konstant.     Dann  gäbe  es  ein  Teilintervall  [a\  h']  von  [a,  b],  so  daß: 

Es  gilt  dann  auch  für  den  Zuwachs  von  s^: 

(9)  d{[a\h'],s,)>0. 
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Sei  %  ein  Singulärteil  von  [a,  b']  für  den  Absolutzuwachs  von 
.SV  (nach  der  Basis  «J  und  93  das  Komplement  von  ')}[  zu  [a',  h']. 
Dann  ist,  da  s^  rein-singulär  (Satz  II): 

(10)  ,i^{<n)^0;     ^(58,  5+)  =  0. 
Wegen  (8)  ist  aber  gewiß: 

und. somit  wegen  der  zweiten  Gleichung  (10): 

(11)  c^(93,6-,)  =  0. 

Weil  Sj  totalstetig,  ist  aber  wegen  der  ersten  Gleichung  (10): 

(12)  d{'ä,s^)  =  0. 
Aus  (11)  und  (12)  aber  folgt: 

(5([a',t'],sJ  =  (5(W,sJ4-(5(58,sJ  =  0, 

im  Widerspruche  mit  (9).     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

Satz  VI.  Ist  /■  stetig  und  von  endlicher  Variation  in 
[flf,  b],  so  gelten  bei  jeder  Zerspaltung  von  /'  in  zwei  Sum- 
manden 

(13)  /'^/x  +  Z., 

deren    einer  /j    totalstetig    ist    in  [a,b],    für   den    andern  in 
jedem  Teilintervalle  [a',b']  von  [a,b]  die  Ungleichungen: 

(14)  n^:  (/,)  ^  s^  {b')  -  s^  {a');      NJ:  [Q  >  s_  [b')  -  s_  {a'), 
und  somit  auch: 

(15)  a5:(^,)^a;;(.). 

Sei  in  der  Tat  'ii  ein  Singulärteil  von  [a,  b']  für  den  Absolut - 
zuw^achs  von  s  (nach  der  Basis  jli^)  und  93  das  Komplement  von  5( 
zu   [a,  b'].     Dann  ist: 

und  mithin,  da  /"^  totalstetig: 

(16)  7r(9t,/;)  =  0,     v(§t,fj  =  0. 
Aus  (13)  folgt  nach  §  1,  Satz  VIII*): 

n{<ä,  f)-n{%,  /i)<^(3(,  Q^7i{^,  /•)4-»'(9t,  t\), 
also  wegen  (16): 

(17)  7t{%Q  =  7l{<H,f). 


1)  Vgl.  S.  512,  Fußn.  •'). 

34^ 
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Aus  der  Zerlegung: 

von  Satz  I  folgt,  da  k  totalstetig,  ganz  ebenso: 

(18)  n{^l,s)  =  jr{'ä,f), 

und  da  s^  die  positive  Variation  von  s  (Satz  IV) ,  ist   weiter  ^) : 

(19)  7l{%,s)  =  Jl{%,S^). 

Aus  (17),  (18),  (19)  aber  folgt: 

(20)  n{'H,Q  =  7i{%,s^). 

Da  2(  Singulärteil  des  Absolutzuwachses  von  s,  und  s  rein-singulär 
ist,  gilt  für  das  Komplement  $8  von  91  zu  [a',  b']: 

und  mithin,  da  s_^  die  positive  Variation  von  s,  auch: 

(21)  7i(93,s+)  =  0, 
also  gewiß: 

(22)  7i(93, /;)^  71(33,  «+)• 
Aus  (20)  und  (22)  aber  folgt: 

n'a'(/;)=^(9i,/"J  +  ^(93,/;)^7r(9t,o  +  ^(«'^+) 

=  71  {[a',  h'] ,  5+)  =  s^  {b')  —  s^  («')• 

Damit  ist  die  erste  Ungleichung  (14)  nachgewiesen.  Ebenso  beweist 
man  die  zweite.  Und  aus  (14)  folgt  (15)  nach  Satz  III.  Damit  ist 
Satz  VI  bewiesen. 

Satz  VII.  Ist /■  von  endlicher  Variation  in  [a,b],  und  be- 
deuten s,  s^,  s_  die  Funktionen  der  (positiven,  negativen) 
Singularitäten,  o,  o^,  o_  die  Funktionen  der  (positiven, 
negativen)  Sprünge  von  /',  so  gelten  für  jede  Zerspaltung 
von  f  in  zwei  Summanden 

/■=/;  +  /;> 

deren  einer  f\  totalstetig  ist  in  [a,  b],  für  den  anderen  in 
jedem  Teilintervalle  [«',  b']  von  [a,  b],  die  Ungleichungen: 

(23)  ^''  ^^'^  -  ^'^  ^^'^  ~  '^  ^""'^^  +  ^""^  ^^'^  ~  ""^  ^"''^^' 
^a'{f,)^{s-{b')~s_{a'))^{o_{b')-a_{a% 

*)  In  der  Tat,  zunächst  stimmen  in  jedem  Intervalle  positive  Variation 
von  s  und  s^  überein,  daher  ist  auch  (§  5,  Satz  XIII)  für  jedes  offene  Inter- 
vall: .-T  (3*,  s)  =  jt(^*,  s^),  woraus  (19)  auf  Grund  der  Definition  von  n  (§  1, 
S.  467)  folgt. 
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und  somit  auch: 

(24)  A^'(/,)^A^'(s)+A^;(a). 

Es  wird  wieder  genügen,  die  erste  Ungleichung  (23)  zu  be- 
weisen. Sei,  wie  beim  Beweise  von  Satz  VI,  5t  ein  Singulärteil  von 
[a',  b']  für  den  Absolutzuwachs  von  s,  und  sei,  wie  beim  Beweise 
von  §  7,  Satz  VIII,  91'  die  Menge  aller  Unstetigkeitspunkte  von  /"  in 
(a',  b').  Da  aus  21  jederzeit  abzählbar  viele  Punkte  getilgt  werden 
dürfen,  können  wir  %  und  %'  als  fremd  annehmen.    Wir  setzen  nun: 

(25)  (a',  6')  =  9(  +  r  +  e;  =  3(  +  93  =  9('-f  93'. 
Wie  in  (20)  ist^): 

(26)  7l{'ä,Q  =  7l{'ä,S^).   , 

Nach  (21)  ist: 

(27)  n{S8,s^)  =  0. 

Nach  (32)  und   (33)  von  §  7  ist: 

(28)  7T.{%',Q  =  7im',ü^). 

Nach  (34)  von  §  7  ist: 

(29)  ;r($8',  a+)  =  0. 

Aus  (25),  (26),  (28),  (27),  (29)  folgern  wir: 

(30)  71  {{a',  b'),  Q^ni^i,  QJ^n{%\U)^Ji{^,  /;)  ^ 

71  (^2r,  5 J  +  7t  (91',  a+)  =  71  ((«',  b'),  5+)  +  71  ((«',  b'),  a^). 

Hierin  ist,  wegen  der  Stetigkeit  von  s^: 

71  ((a',  b') ,  5+)  =  nf;  [s^]  =  s^  {b')  -  s^  (a') . 

Wendet  man  auf  7T{{a',b'),  Q  und  ti  {{a' ,  b') ,  o ^)  die  Formeln  (37), 
(38)  von  §  7  an,  und  schließt  weiter  wie  dort,  so  geht  (30)  in  die 
erste  Ungleichung  (23)  über,  und  Satz  VII  ist  bewiesen, 

§  12.     Streckenweise  konstante  Funktionen. 

Wir  werden  nun  im  folgenden  Beispiele  stetiger  Funktionen 
endlicher  Variation    kennen    lernen,    die  nicht  totalstetig  sind.     Wir 


^)   In  der  Tat,  aus  f=h--\-  s~\-a  folgert  man  zunächst,   so   wie  (18)  ge- 
folgert wurde : 

Wegen  : 

Ji  {'ä,  s)  —  v  {%  a)^n  {'il,  s-\-a)£^  (^)(,  s)  +  ji  {'■ä,  o) 
und  wegen: 

ist  aber: 

w(9(,s-f  ö)  =  ;r(3t,s). 

Daraus  schließt  man  weiter  auf  (19)  und  (20). 
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finden  solche  Beispiele  innerhalb  einer  merkwürdigen  Klasse  von 
Funktionen,  die  wir  als  streckenweise  konstante  Funktionen  be- 
zeichnen werden^). 

Ist  5t  eine  abgeschlossene,  in  [o,  b]  nirgends  dichte  Menge  aus 
[a,  h],  so  heißt  jede  auf  [a,  b]  stetige  Funktion,  die  konstant  ist  in 
jedem  zu  ?{  komplementären  Teilintervalle  von  [a,  b],  eine  zu  ^t 
gehörige,  in  [a,  b]  streckenweise  konstante  Funktion. 

Satz  I.  Ist  die_  abgeschlossene,  in  [a,  b]  nirgends  dichte 
Punktmenge  5(  abzählbar,  so  ist  jede  zu  9t  gehörige  strecken- 
weise konstante  Funktion  f{x)  konstant  in  ganz  [r/,  b]. 

Wir  führen  den  Beweis  durch  Induktion.  Sei  9t"  die  erste 
leere  Ableitung  von  91  (Kap.  I,  §  8,  Satz  XI).  Die  Behauptung  ist 
richtig  für  a  =  0,  da  dann  9t  selbst  leer  ist.  Angenommen,  die  Be- 
hauptung sei  richtig  für  a  <^  ß.  Wir  haben  ihre  Richtigkeit  für  a  =  ß 
zu  zeigen. 

Da  c(  eine  isolierte  Zahl  (Kap.  I,  §8,  Satz  XI),  besteht  9t«-i  aus 
endlich  vielen  Punkten,  durch  die  [a,  b]  in  endlich  viele  Teilinter- 
valle [x'i,  x'i']  (i  =  1,  2, . . , ,  Ä:)  zerlegt  wird.  In  [x'i,  x'l)  liegt  kein  Punkt 
von  9t"~^,  und  da  a  —  l<^ß,  ist  nach  Annahme  f(x)  konstant  in 
jedem  Teilintervall  [a',b']  von  (x'i,x'/),  und  somit,  wegen  der  Stetig- 
keit von  f(x),  auch  in  [.ri,a:':'J.  Also  ist  f{x)  auch  konstant  in  [a,  b], 
und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Wir  ziehen  zunächst  aus  Satz  I  eine  Folgerung,  die  wir  später 
benötigen  werden: 

Satz  II.  Ist  9t  eine  abgeschlossene,  abzählbare  Punkt- 
menge aus  [a,b]  und  sind  [x',.,  Xy)  (i'  =  l,  2,  ...)  die  punkt- 
freien Intervalle  von  9t  in  [a,  b),  so  ist  für  die  in  [a,  b] 
endliche  und  stetige  Funktion  f{x): 

(1)  fib)  —  fiel)  =  2  [fix;)  -  f{x',)), 

falls  die  Reihe:  ' 

(2)  -  'i\f{x':)-f{xy)\ 

V 

eigentlich    konvergiert. 

Sei  in  der  Tat  x  ein  Punkt  von  («,  b].  Mit  x  bezeichnen  wir 
den    am    weitesten    rechts    gelegenen    Punkt    von    91    in    [a,  x]    und 


*)  Nach  A.  Schoenflies,  Die  Entwicklung  der  Lehre  von  den  Punkt- 
mannigfaltigkeiten, 1.56.  Vgl.  wegen  dieser  Funktionen:  G.  Cantor,  Acta  math. 
4  (1884),  386.  A.  Harnack,  Math.  Ann.  24  (1884),  225.  L.  Scheeffer, 
Acta  math.  5  (1884),  74,  289.  V.  Volterra,  Giorn.  di  mat.  19  (1881),  388. 
D.  Grav6,  C.  R.  127  (1898),  1005.  Vgl.  auch  G.  Peano,  Riv.  di  mat.  2 
(1892),  41. 
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setzen  ^) : 

(3)  9{x)=:i  ifi-^'t)  -  n^:))  +  /■(•^•^  --  /"(*), 

wobei  die  Summe  über  alle  diejenigen  Intervalle  (a;',,,  x")  zu  erstrecken 
ist.  die  in  [o,x]  liegen.     Setzen  wir  noch: 

(4)  g{a)  =  0, 

so  ist  g  [x)  eine  in  [a,  h]  definierte  Funktion,    von   der  wir  zunächst 
behaupten,  daß  sie  stetig  ist. 

Sei  e  ^  0  beliebig    gegeben.     Es    gibt    dann    wegen  der  eigent- 
lichen Konvergenz  von  (2)  ein  v^,  so  daß 

(5)  2  ,/'K')-/Vv)  <'=•• 

»'>»'o 

Ferner  gibt  es  wegen  der  Stetigkeit  von  f  ein  o>-0,  so  daß  für  je 
zwei  Punkte  x',  x"  aus  [a ,  h]: 

(6)  \f{x")—f{x')\<:e     wenn       x"  —  x'\<:^q. 
Wir  wählen  weiter  q  so  kfein,  daß 

(7)  Q^x':  —  x',  (,'  =  1,2.  ...,ro). 
Seien  nun  x^,x.^  zwei  Punkte  aus  [a,h],  so  daß 

0<Cx.,~x^<^Q. 

Sei  Xj  der  am  weitesten  links,  x^  der  am  weitesten  rechts  gelegene 
Punkt  von  51  in  \x^,  x^].     Dann  ist^): 

(8)  g  {x„)  —  g  (xj  =  2  (/"(^v)  —  f{x\))  +  f{x,)  -  f{x,)  +  fix^)  -  f{x.,). 

Wegen  (6)  ist  hierin 

(9)  \f{x,)-f{x,)\<E,      \nx,)-f{x,)\<e. 

Wegen  (7)    kann    keines    der  Intervalle   {x[,  Xi),  {x2,  x'^),  . . .  ,{x'^^,  Xy^) 
in  [^1,0:2]  liegen.     Wegen  (5)  ist  also: 

(lOj  ,    2    f{x':)-f{xl)\<e. 

[Xi ,  «sl 

Aus  (8),  (9),  (10)  aber  folgt: 

|.9(^-.)  — ö'C^JK^e, 
womit  die  Stetigkeit  von  g   nachgewiesen  ist. 


^)  Liegt  kein  Punkt  von  "Jt  in  a.  x  ,  so  ist  x  =  a  zu  setzen,  und  in  H) 
die  Summe  wegzulassen.  #» 

'-)  Liegt  kein  Punkt  von  9t  in  x^ ,  x^] ,  so  ist  Xj  =  Xg  =  x^  zu  setzen ; 
immer  wenn  x^^ä, ,  ist  in  (8)  die  Summe  wegzulassen. 
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Es  ist  also  auch  f — g  stetig,  und  offenbar  konstant  in  jedem 
Intervalle  {Xy,Xy),  d.  h.  /' — g  ist  eine  zu  5t  gehörige  streckenweise 
konstante  Funktion.  Nach  Satz  I  ist  also  f — g  konstant  in  [o.,b]. 
Also  ist,  wegen  (4): 

nb)-f{a)  =  g{b)-g{a)  =  g{b). 

Das  aber  ist  die  zu  beweisende  Gleichung  (1), 

Satz  III.  Ist  f{x)  von  endlicher  Variation  in  [a,  &],'so 
gilt  stets  (1). 

In  der  Tat,  dann  ist: 

2|/"K)-fK)|^AS(/-), 

V 

und    somit   ist   die  Reihe  (2)   eigentlich   konvergent,    womit  Satz  III 
bewiesen  ist. 

Nachdem  wir  in  Satz  I  gesehen  haben,  daß  jede  zu  einer  ab- 
zählbaren  abgeschlossenen  Menge  ?{  gehörige  streckenweise  kon- 
stante Funktion  überhaupt  konstant  ist,  nehmen  wir  %  als  nicht 
abzählbar  an.  Der  insichdichte  Kern  von  91  ist  dann  eine  nicht  leere 
perfekte  Menge  '>ß,  und  es  ist  5(  —  ^  abzählbar  (Kap.  I,  §8,  SatzX; 
Kap.  I,  §  7,  Satz  XXIV). 

Satz  IV.  Ist  ^  der  insichdichte  Kern  der  abgeschlossenen, 
in  [a,  &]  nirgends  dichten  Menge  S(,  so  ist  jede  zu  9t  gehörige 
in  [a,  h]  streckenweise  konstante  Funktion  f(x)  konstant  in 
jedem  zu  ^  komplementären  Teilintervalle  von  [a,  b]. 

Sei  in  der  Tat  (a',  b')  ein  zu  ^  komplementäres  Intervall  von 
[er,  b].  Dann  ist  der  Durchschnitt  %'  von  %  mit  [a',  b']  abzählbar, 
und  f  ist  in  [«',  b']  eine  zu  %'  gehörige  streckenweise  konstante 
Funktion.     Also  folgt  die  Behauptung  aus  Satz  I. 

Es  wird  also  genügen,  von  nun  an  die  zu  nirgends  dichten 
perfekten  Mengen  gehörigen  streckenweise  konstanten  Funktionen 
zu  betrachten. 

Satz  V.  Ist  ^  eine  in  [a,  b]  nirgends  dichte  perfekte 
Menge,  so  gibt  es  zu  '^  gehörige,  in  [a ,  b]  streckenweise 
konstante,  monoton  wachsende  Funktionen,  die  in  keinem 
Teilintervalle  («',  &')  von  [a,  b]  konstant  sind,  das  einen 
Punkt  von  ^  enthält. 

Beim  Beweise  können  wir  ohne  weiteres  annehmen,  daß  a  und 
fe  zu  ^  gehören.  Dann  haben  die  komplementären  Intervalle  (x',, ,  x'^ 
(r=l,  2,  . . .)  von  ^  in  [a,  b]  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  den 
Ordnungstypus    »;    (Kap.  I,  §  9,  Satz  II).      Es    gibt    also    (Einl,  §  8, 
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Satz  I)  eine  ähnliche  Abbildung  A  der  Menge  der  Intervalle  {x',,x'^ 
auf  die  Menge  der  rationalen  Zahlen  des  Intervalles  (0,  1).  Ist  »v 
die  durch  Ä  dem  Intervalle  (x'^.  x'l)  zugeordnete  rationale  Zahl,  so 
setzen  wir 

/•(x)  =  r„     in     {x',..x'l\. 

Setzen  wir  noch  /■(aj  =  0,  /*(&)=  1,  so  ist  fix)  überall  in  \a,h\  de- 
finiert, ausgenommen  die  in  (a,  h)  liegenden  Punkte  zweiter  Art 
von  $  (Kap.  I,  §  9,  S.  111).  Um  f[x)  auch  in  diesen  Punkten  zu 
definieren,  gehen  wir  so  vor  (vgl.  den  Beweis  von  Kap.  I,  §  9, 
Satz  V): 

Durch  jeden  Punkt  x  zweiter  Art  von  %  werden  die  Intervalle 
{x\,x'l)  geschieden  in  zwei  Klassen:  die  links  von  x  und  die  rechts 
von  X  liegenden.  Vermöge  der  Abbildung  A  geht  daraus  eine  Schei- 
dung der  rationalen  Zahlen  aus  (0,  1)  in  zwei  Klassen  hervor,  die 
erzeugt  wird  durch  eine  irrationale  Zahl  Diese  irrationale  Zahl 
definieren  wir  als  den  Funkt ions wert  f  x). 

Hiermit  ist  die  Funktion  f^x)  in  ganz  [o,  h\  definiert.  Offenbar 
ist  sie  konstant  in  jedem  zu  $  komplementären  Inter\-aUe,  monoton 
wachsend  und  nicht  konstant  in  jedem  Teilintervalle  \a .  l')  von 
[a,b],  das  einen  Punkt  von  '1^  enthält.  Es  bleibt  nur  noch  zu  be- 
weisen, daß  f(x)  stetig  ist. 

Da  f{x)  monoton  wächst,  existieren  die  einseitigen  Grenzwerte 
f[x  —  0),  f{x  4-  0).  Wäre  f  unstetig  im  Punkte  x,  so  müßte  eine  der 
beiden  Ungleichungen  bestehen: 

fix  —  0)<f{x):     f[x)  <  /-(a;  4-  0) . 

z.  B.  die  erste.  Dann  würde  /'  die  sämtlichen  zwischen  f{x  —  0) 
und  f(z)  gelegenen  Werte  nicht  annehmen,  was  unmöglich  ist,  da 
/'  gemäß  seiner  Definition  alle  rationalen  Werte  aus  (0.  1 )  annimmt. 
Also  ist  f  stetig  in  [a,  b],  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Ist  sodann  g(t)  irgendeine  in  [0,  1]  stetige  Funktion,  und  i>t 
f{x)  die  eben  gebildete  Funktion,  so  ist  auch  g{f(x))  eine  zu  ^  ge- 
hörige streckenweise  konstante  Funktion,  und  wenn  g(t)  in  keinem 
Teilintervalle  [0,  1]  konstant  ist,  wird  g(f{x))  in  keinem  Teihnter- 
valle  (a',  h')  von  [a,  b]  konstant  sein,  das-  einen  Punkt  von  ^ 
enthält. 

Satz  Tl.  Sei  ^  eine  perfekte  Menge  aus  [a,  b]  vomlnhalte  n. 
Dann  kann  eine  zu  'i^  gehörige  streckenweise  konstante 
Funktion  f[x)  (wenn  sie  nicht  in  ganz  [a ,  b]  konstant  ist) 
nicht  totalstetig  sein. 

Seien    in  der  Tat  ^v    1,*'=1-  2.  . . .)  die    zu    "^    komplementären 
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Teilintervalle  von  [n,  h].  Da  der  Absolutzuwachs  x  von  /*  absolut- 
additiv,  ist: 

«([ö,&J)  =  (r(^)-f-2«(3v). 

V 

Da  aber  /'  in  jedem  Intervalle  ^v  konstant  ist,  so  haben    wir 

a{%)^Q  (v  =  l,  2,  ...j 

und  somit: 
<*)  a{%  =  a{[a,h])^Q. 

Da /<j  (^)  =  0.  ist  also  a  nicht  totalstetig  nach  /t^,  d.  h.  f  ist  nicht 
totalstetig,  und  Satz  VI  ist  bewiesen. 

Wir  können  noch  darüber  hinaus  aussagen: 

Satz  VII.  Sei  ^  eine  perfekte  Menge  aus  [a,  h]  vom  In- 
halte 0,  und  fix)  eine  zu  ^  gehörige  streckenweise  kon- 
stante Funktion  endlicher  Variation.  Dann  ist  die  Funk- 
tion f{x)  (wenn  sie  nicht  in  ganz  [a,  h]  konstant  ist)  rein- 
singulär^). 

Wir  haben  nachzuweisen,  daß  der  Absolutzuwachs  a  von  f  rein- 
singulär  nach  //^  ist.  Dies  aber  folgt  unmittelbar  aus  (*);  denn 
zufolge  (*)  ist  für  jede  zu  ^  fremde  (/-meßbare)  Menge  $v  aus  [a,  h\: 

«(g3)  =  0. 

Wegen  ij,^  ['^)  =  0  ist  damit  die  Behauptung  bewiesen. 

Es  ist  von  Interesse,  zu  Ijemerken,  daß  es  auch  rein-singuläre  Funktionen 
gibt,  die  in  keinem  Intervalle  konstant  sind.  Sei  tp  eine  perfekte  Menge  aus  '0,  1] 
vom  Inhalte  0,  und  sei  f  {x)  die  beim  Beweise  von  vSatz  V  konstruierte  zu  ^ 
gehörige  streckenweise  konstante  Funktion.  Wir  dehnen  die  Definition  von 
f{x)  auf  den  ganzen  Ü^i  aus  durch  die  Festsetzung: 

/■(x+l)  =  /'(a;)  +  l, 
und  bilden  die  Funktion: 

00 

»•=1        " 

Wegen : 

(***)  \f{vx)\£v  in  [0,  1] 

ist  diese  Reihe  eigentlich  gleichmäßig  konvergent  in  [0,  1],  und  daher  ist  F(x) 
stetig  in  [0,  1],  Wie  f  ist  auch  F  monoton  wachsend,  und  offenbar  gibt  es 
kein  Intervall,  in  dem  F  konstant  ist. 

Sei  ^„  die  Menge,  die  durch  die  Abbildung  x'  =  x  -j- '»  aus  %  hervorgeht, 
und  <)3  die  Vereinigung  aller  Mengen  ^„  (n  =  0,  1,  2,  . . .).    Dann  ist  auch: 

Sei   ferner  £1    die  Menge,   die  aus  ^  durch  die  Abbildung  x'  =  -  x  hervorgeht, 
1)  §  11,  S.  529. 
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und  C^  der  Durchschnitt  C,.[0,  1].   Dana  ist  auch: 

Wir  setzen  endlich  noch : 

?i  =  a.  +  D,+  ...-j-  €.,  +  ..., 

und  haben  auch: 

Sei  nun  58  das  Komplement  von  'ii  zu  [0,  V.     Wir  behaupten: 
(ttj  a{S8,F)  =  0. 

Gewiß  ist,  wenn  53^  das  Komplement   von  C^  zu  [0,  1    bedeutet: 

und  somit,  wegen  S3<C33y  auch:  • 

(O)  Cc(ß,fiVX))=rO. 

Sei  sodann  f>0  beliebig  gegeben.    Wegen  (***)  gibt  es  ein  v^,  so  daß,  wenn 

X 

gesetzt  wird: 

0£B{x)<s         in  [0,1] 

ist.     Und  da,  wie  fix),  auch  B(x')  monoton  wächst,  ist  also: 
(-j-t-j-i  cc{S&,R(x))<e. 

Wegen : 

""     1 
JFix)=y-—f{rx)^R{x) 
-^-   r  •  2 
v  =  l 
ist  aber: 

a  m ,  F)  =  ^ ^  cim,f  (V X))  +  a  (S  ,  B) 

v=l 

und  somit,  wegen  ('+^)   und   (f^f): 

Da  hierin  «  >  0  beliebig  war,  ist  dies  gleichbedeutend  mit  der  behaupteten 
Gleicluing  (tf).  Da  53  das  Komplement  von  21  zu  0,  1],  ist  also,  wegen  (t), 
in  der  Tat  Fix)  rein-singulär,  wie  behauptet. 

§  13.     Funktionen  endlicher  Variation  im  9i^. 

Der  Begriff  der  Funktionen  endlicher  Variation  kann  auf  ver- 
schiedenartige Weise  auf  Funktionen  f{x^ ,  a;., ,  . . . ,  a; J  übertragen 
werden.  Wir  wollen  über  die  verschiedenen  in  der  Literatur  sich 
vorfindenden  Definitionen  kurz  berichten. 

Sei  f(x^,...,Xj^)  definiert  und  endhch  im  Intervall  [«i,  . . . ,  «^.; 
^j .  . . . ,  &^.].  Wie  in  (7)  von  §  1  (S.  467)  definieren  wir  für  jedes  Intervall- 
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System  ©  aus  [a^, ö,.;  h^,  ....  &,.]  die  Größe  Ä (3).    Als  Variation 

von  /■  in  [a^,  . . . ,  a^;  fc^,  . . . ,  fej,  in  Zeichen  A^'^'  '**  (/),  definieren 
wir  die  obere  Schranke  der  Ä  (S)  für  alle  möglichen  Intervall- 
systeme 3  aus  [Oj,  . . . ,  f/^;  &j,  . . . ,  6^]  (vgl.  §  4,  Satz  V,  VI).  Dann 
kann  man  zunächst  folgende  Definition  aufstellen: 

Definition  I^).    Die  Funktion  /(x^,. .  .,xj  heißt  von  endlicher 

Variation  (I)'^)  in    [a^, ...,  o^;  6^, ...,  6J,   wenn   A„'"",  a*t(/)  ^^^^^^^  i^*- 
Addiert  ma.n  zu  /   eine  beliebige  Funktion  von  k  —  1   der  Ver- 
änderlichen   Xj ,  .r.-j ,  . . .,  x^,    so  ändert    sich    die  Differenz  J  (3)  von  f 
in    einem    beliebigen  Intervalle  ^  g^^  nicht.     Es    ändert    sich  daher 

auch  A(2)   und  mithin  auch  A„' „*  nicht,  und  wir  haben  den  Satz: 

Satz  I.  Addiert  man  zu  einer  Funktion  /*(a:j ,  . . . ,  a:,.) ,  die 
in  [oj,  ...,a^.;  6j....,&^]  von  endlicher  Variation  (I)  ist,  eine 
ganz  beliebige  Funktion  von  k  —  1  der  Veränderlichen 
a;^,  j;^,  .. .,  x^,  so  entsteht  wieder  eine  Funktion  endlicher 
Variation  (I). 

Wie  man  sieht,  kann  also  eine  Funktion  f  (a:^ ,  . . . ,  a; J  von  end- 
hcher  Variation  sein,  ohne  daß  die  Funktionen  von  k  —  1  Veränder- 
lichen, die  aus  /'  entstehen,  inderh  man  einer  der  k  Veränderhchen 
einen  festen  Wert  erteilt,  von  endlicher  Variation  wären.  Diesen 
Übelstand  vermeidet  eine  zweite  Definition;  sie  setzt  den  Begriff  der 
Funktion  endlicher  Variation  von  k  —  1  Veränderlichen  als  schon 
bekannt  voraus  und  lautet: 

Definition  11'^).  Die  Funktion  /(x^,  .. .,  a;^.)  heißt  von  end- 
licher Variation  (II)  in  \a^,  . . .,  a^;  &j,...,6J,  wenn: 

1-  A*'-'t*  (/■)  endlich  ist,  und 

2.  für  jedes  x^  aus  \_a-,h^  {i  =  l,2,  . . .,  k)  die  Funktion  f{x^, 
. . . ,  a^j __  1 ,  a:^ ,  a;^. _^  j ,  . . . ,  x^.)  von  endlicher  Variation  in  [a^.  . . .,  a^ _ ^ , 
a,.  +  j,...,a^;  &!,... ,6._, ,&.  +  !,... ,y  ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht  von  der  Gültigkeit  des  Satzes: 

Satz  IL  Ist  /'(oTj ,  . . . ,  a: J  von  endlicher  Variation  (I)  in 
[aj,  . . .,  c^;  6j,  ,. .,  6J,  und  sind  die  k  Funktionen  f{x^,  . . .,  x^_^, 
"i' ^i  +  i- •  •  •!  ^fc)  (?'=  1,  2,  . . .,  ^)  von  endlicher  Variation  (II)  in 
[f'i,  •••,  «i-i,«i  +  i>  •••,«,,;  ^,  ■•■^h-i^^i+i^  ••••  ^J'  so  ist  f{x^....,x^) 
auch  von  endlicher  Variation  (II)  in  [a^,  . . .,  a^;  i^,  . . .,  6J. 

>)  H.  Lebesgue,  Ann.  Ec.  Norm.  (S)  27  (1910),  408.  M.  Frechet, 
Xouv.  Ann.  (4)  10  (1910),  241.  Eine  etwas  andere  Definition:  M.  Frechet, 
Am.  Trans.  16  (1915),  225. 

*)  Der  Zusatz  (I)  bedeutet:  „nach  Definition  I". 

*)  G.  H.  Hardy,  Quart.  Journ.  Sl  (1906),  56. 
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Und  daraus  folgert  man  weiter^): 

Satz  III.  Eine  Funktion  /'(x^,  . . .,  x^)  endlicher  Variation 
(I)  kann  durch  Addition  endlich  vieler  Funktionen  von 
weniger  als  k  Veränderlichen  in  eine  Funktion  /"* (x^ ,  . . . ,  x J 
endlicher  Variation  (II)  verwandelt  werden. 

In  der  Tat,  man  bezeichne  mit  t\_i^ i,(1;^Z<Cä;)  die  Funk- 
tion, die  aus  /(a-j,  . . .,  a:J  entsteht,  indem  man  den  Veränderlichen 
Xi^.  Xi^,  . .  .,Xi^  die  festen  Werte  a,i,  a,j,  . . .,  a,,  erteilt,  und  setze: 

r=/'+2(-ij'2/;.H i,. 

wo  die  zweite  Summe  über  alle  Kombinationen  zu  je  l  {i^  <C  *2  "^  •  •  •  "^  ^i) 
der  Indizes   1 .  2 ,  . . . ,  fc  zu  erstrecken  ist. 

Anknüpfend  an  die  Definition  II  der  Funktionen  f{x^,...,x^ 
endlicher  Variation  definieren  wir  nun  auch  die  totalstetigen  Funk- 
tionen fix^,  . . .,  x^). 

Die  im  offenen  Intervalle  (a^,  . . .,  a^;  6j,  . . .,  6J  definierte  und 
endliche  Funktion  /"(x^,  . . .,  xj  heißt  totalstetig  in  (a^,..  ,  a^; 
öj.  . . .,  6J,  wenn: 

1.  ihr  Absolutzuwachs  totalstetig  ist  nach  ^a^  im  a-Körper  aller 
Boreischen,  und  somit  auch^)  im  a- Körper  aller  Ä;-dimensional-meß- 
baren  Mengen  aus  (a^.  . . .,  a^;  &j, . . .,  ftj; 

2.  für  jedes  x-  aus  {a^,h^  (i  =  l,  2,  . . .,  k)  die  Funktion  f{x^, 
,..,x-_^,x.,z.^^,...,x^)  totalstetig  ist  in  (a^,  . . .,  a._i,  a-^^,  . . .,  a^.; 
6,.  ...,6,_i,&.-  +  i,  ..■,bj. 

Sei  die  Funktion  f[x^,....x^  definiert  und  endlich  im  abge- 
schlossenen Intervalle  [a^,  . . .,  a^;  &i,  . . .,  6J.  Wir  dehnen  ihre  Defi- 
nition auf  den  ganzen  9?^.  aus  durch  die  Festsetzung:  man  bilde  aus 
dem  Funkte  (Xy^,...,x^  des  9t^  einen  Punkt  {xt,  -..jxt),  indem  man 
x*  =  x^  setzt,  wenn  x^  in  [a^;  fcj,  hingegen  x*=^a^,  wenn  x^<^a^^ 
und  x*  =  h-,  wenn  x^~^h^.     Sodann  setze  man: 

f(x^,  ...,x^)^f{xt  ...,xt). 

Ist  die  so  definierte  Funktion  f  totalstetig  in  einem  [aj,...,a^; 
öj,  . . .,  6j.]  enthaltenden  Intervalle  (q,  . . .,  c^;  d^,  . . .,  (ij,  so  nennen 
wir  sie  totalstetig  in  [a^,  . . .,  a^;  6^,  . . .,  6^]. 

Die  totalstetigen  Funktionen  fix^,  . . .,  x^,)  haben  nun  ähnliche 
Eigenschaften  wie  die  totalstetigen  Funktionen  f{x).  Wir  heben 
hervor: 


1)  M.  Frechet,  Nouv.  Ann.  (4;  10  (1910),  245. 
•)  Vgl.  S.  474,  Fußn.  ^). 
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Satz  IV.  Ist  die  Funktion  f{x^,...,Xi^)  totalstetig  in 
[ttj,  ...,«,.;  6j,  ...,  ij,  so  ist  sie  auch  von  endlicher  Variation 
(II)  in   [ttj,  ...,a^;6j,...,6j. 

Satz  V.  Damit  die  Funktion  /'  totalstetig  sei  in  [«j,..., 
a^;  6j,  . . .,  ft^],  ist  notwendig  und  hinreichend,  daß  sie  den 
beiden  Bedingungen  genügt: 

1.  Zu  jedem  e  ^- 0  gibt  es  ein  q^O  derart,  daß  für 
jedes  der  Ungleichung: 

fh  (®)  <  Q 
genügende  endliche^)  Intervallsystem  aus  [a^, . . .,  a,.\  b^, . .  .,6J 
die  Ungleichung  besteht: 

(X)  Ä{^)<s. 

2.  Für  jedes  x.  aus  (a.,b^){i=l,2,...,k)  ist  die  Funk- 
tion   f{x^,  ...,x._^,x^,x^^^,  ...,x^)    totalstetig    in    [a^,  . . .,  a^_^, 


a 


»■  + 1 '  •  ■ 


a^;6,,...,6._i,&.^.,,...,öj, 


Satz  VI.     In  Satz  V  kann  [^)  ersetzt  werden  durch: 

iJ(S)|<£. 

Man  folgert  aus  diesen  Sätzen  leicht: 

Satz  VII.  Ist  eine  Funktion  f{x^,...,x^  totalstetig  im 
Intervalle  [a^,  . . .,  a^;  ^^j,  . . .,  ij,  so  ist  sie  auch  stetig  in 
diesem  Intervalle. 

Aus  der  Tatsache,  daß  eine  Funktion  /■(a:^,  . . .,  a;^)  als  Funktion 
jeder  einzelnen  ihrer  Veränderlichen  (bei  Festhaltung  der  übrigen) 
totalstetig  ist,  kann  nicht  geschlossen  werden,  daß  sie  totalstetig  ist, 
ja  nicht  einmal,  daß  sie  stetig  ist"). 

Wir  gehen  nun  über  zu  einer  dritten  Definition  der  Funktionen  /'(x, , 
.  .  .,  Xk)  endlicher  Variation*).     Wir  sagen,  durch: 

(0)  x,  =  Xi{t),     a£t£b  (i^l,2,  ...,k) 

sei  ein  die  Punkte  (ai,...,«^)  und  {b.^ , . . . ,  bp.)  verbindender  steigender 
Kurvenbogen  6  im  9?jc  gegeben,  wenn  die  ä;  Funktionen  x,(f)  in  [a,b]  mo- 
noton wachsend  und  stetig  sind,  und  wenn: 

Xj(a)  =  a<;     Xi{b)  =  bi  (i  =  l,2,  —  k). 

Wir  sagen,  durch: 

a  =  *o  <  *i  <  •  •  •  <  ^«  - 1  <  ^«  =  * 
sei   eine  Zerlegung  Z  des  Kurvenbogens  S  gegeben,    und    ordnen  ihr  die  Aus- 
drücke zu: 


^)  Dieser  Zusatz  kann  auch  ohne  weiteres  wegbleiben. 

')  Beispiel :  f{x,  y)  =    /^      für  {x,y)^  (( 
1),  S.  545.  ^  '^y 

»)  C.  Arzelä,  Rend.  ßol.  9  (1904/05),  100. 


2)  Beispiel:  f{x,y)=    f^   ^  für  (a: ,  ?/)  =4=  (0 ,  0) ,  /"(O , €)  -=  0 .      Vgl.    auch 
Fußn.  1),  S.  545.  ^"  +  ^ 
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y  =  l 

N{Z)=2  inxAK),..-,xu(t^))-nx,{t^_,),...,x,(t^_,))\. 

Dann  ist: 

B{Z)^-P{Z)  +  N{Z);    fib,,  ...,h)~  fia,, .  ..,au)  =  P{Z)-  N{Z). 

Wir  definieren  nun:  Die  obere  Schranke  aller  B{Z)  (für  alle  möglichen 
Zerlegungen  Z  von  (5)  heißt  die  Variation  von  /"auf  E,  in  Zeichen  B((£,f).  Die 
obere  Schranke  aller  P{Z)  heißt  die  positive,  die  obere  Schranke  aller  N{Z) 
heißt  die  negative  Variation  von  /'  auf  S,  in  Zeichen  TT(g,/')  bzw.  N  ((£,/"). 
Offenbar  gilt  (vgl.  §  4,  Satz  II): 

B(6,n  =  n(e,/')-i-N(e,/-), 

und,  wenn  B(6,  f)  und  mithin  TT(S,  f),  N  (ß,  /)  endlich  ist,  (vgl.  §  5,  Satz  VIII) 

(00)  /■(&!,  •••,ök)-A«i>---,afc)  =  n(6,/-)-N  (£,/•). 

Wir  definieren  weiter:  Die  obere  Schranke  von  B((£,f)  für  alle  die  Punkte 
(ai,...,afc)  und  {bi,...,b/i)  verbindenden    steigenden  Kurvenbögen  6  heißt  die 

Variation  (III)  von  /"  in  [«j,  . . .,  a^;  öj,  . . .,  6/,],  in  Zeichen  B*' „*  (/")•     ^i® 

obere  Schranke  aller  17(6,/")  heißt  die  positive,  die  obere  Schranke  aller 
N  (S,  f)  heißt  die  negative  Variation  (III)  von  f  in  [Oi ,  . . .,  a^;  ft^, . . . ,  &k], 
in  Zeichen  Ti^"  ' ' ' '  l' (f)  und  N^' J*(/-). 

Und  nun  definieren  wir  die  Funktionen   endlicher  Variation  (III)  durch : 

Definition  III.  Die  Funktion  f{Xi,...,Xj.)  heißt  von  endlicher  Varia- 
tion (III)  in  [«1,  . . .,  a^;  &i, . . .,  &/(],  wenn  B^^'  ■' ^*  (/)  endlich  ist. 

Wie  Satz  VIII  von  §  5  beweist  man : 

Satz  VIII.  Ist  f(Xi,...,Xj^)  von  endlicher  Variation  (III)  in 
[a^, ...,  ajc ;&!,...,  6jj],  so  ist: 

(*)  A&i,-..,&.)-/X«i>--.>«J  =  <;:;J;(f)-N^;;;;;*4(/^ 

Wir  nennen  nun  die  Funktion  f  {x^,  ...,Xk)  monoton  wachsend  in 
[Oj ,  . . . ,  afc ;  b^, . .  .,b^ ,  wenn  aus : 

ai£x'.<x'!<.bi  (i^l,2,...,Ä) 

folgt: 

f{x-,...,xl)Zf{x[,...,x'^Y). 

Satz  IX.  Ist  die  endliche  Funktion  f{Xi,...,x^)  monoton  wach- 
send in  [oi, . . .,  a^;  b^,  . . .  ,bk\,  so  ist  sie  auch  von  endlicher  Variation 
(III)  in  [ttj , . . . ,  Ofe ;  6i ,  . . . ,  6^] . 

In  der  Tat,  es  ist: 

*)  Oder,  was  dasselbe  heißt,  wenn  f{Xi,...,Xk)  monoton  wachsend  ist 
als  Funktion  jeder  seiner  Veränderlichen  bei  Festhaltung  aller  übrigen. 


544  Di^  Funktionen  endlicher  Variation. 

Satz  X.  Ist  die  Funktion  /"(xi, .. .,  x^)  von  endlicher  Variation 
(III)  in  [a^, . .  .,au;bi,  . .  .,bj^],  so  ist  sie  Differenz  zweier  in  [a^, . .  .,ak; 
6i>--->6fc]  monoton  wachsender  Funktionen. 

Sei  in  der  Tat  (x^ ,  . . . ,  Zk)  ein  Punkt  von  [a^,  . . .,  Of^ib^, . .  .,bi;].  Satz  VIII, 
angewendet  auf  das  Intervall  [a^, . . .,  ük;  x^, . . .,  Xj^]  ergibt: 

und  da  yj^" ' '  '  ■^*  (/")  und  Nf^' ■■■'f*(/')  monoton  wachsen,  ist  Satz  X  bewiesen. 

Wir  vergleichen  nun  die  Definitionen  II  und  III  miteinander: 
Satz  XI.     Ist  die  Funktion  /"(x^, . . .,  x^)    nach    Definition   II   von 
endlicher    Variation    in    [a^,  . . . ,  Okib^, . .  .,b](],    so    auch    nach    Defini- 
tion III. 

Der  Kürze  halber  führen  wir  den  Beweis  nur  für  den  Fall  k  ^2 .  Sei 
also  f{x,y)  von  endlicher  Variation  (II)   in  [x',  y' ;  x",  z/"] .     Sei 

x  =  x{t),    y^y{t)        a^t^b 

ein  die  Punkte   (x',  y')  und  (x",  y")  verbindender  steigender  Kurvenbogen,  und 
sei  durch: 

a  =  to<ti<. .  .<tn-i<t„=^b 

eine  Zerlegung  dieses  Kurvenbogens  gegeben.     Wir  schreiben  abkürzend: 

z{ti)  =  Xi;     y{ti)^yi. 
Dann  ist: 

<t)  I  /■(«.-,  Vi)  —  /■(».•-i.  2/i-i)  i  ^  I  /"(«.-.  2/.-)  —  /"(aJ*-! .  Vi)  I 

+  1 /■  (x<_  1 , 2/,)  — /"(x,- _  1  ,;/,■_,)  I . 
Setzen  wir: 


X 

SO  wird 


^z-_i-  y-    =^^^^''  2/')  -  /"(^.--i'  2/.))  -  (fi""'  y'^  -  f^^i-^^y'))' 


1  f{x„  y,)  -  f{x,^,,  yd  I  <  I  d.l\-^l  ^,  I  +  ]  /^(x,,  y')  -  /-(x,,,,  y')i  - 

B{Z)==^\f{x,,y,)-f{x,^,,y,.,)\£^\/^'i'''l  \^-i\^ 

t=i  1=1  t=i 

i=\  t=l 

<  2  A  J;^^"  if)  +  A|;;'  (A:r",  2/))  +  A^;'  (/"(x,  y'))  • 

Da  hierin   nach  Definition  II   jeder   der  Summanden    rechts    endlich   ist, 
ist  auch  B^,  'K    (/")  endlich,  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

Die  ümkehrung  von  Satz  XI  gilt  nicht.    Sei: 

f(x,y)==0     für     x-f-y<l,     f(x,y)  =  l     für     x-|-y^l- 
Dann  ist  f(x,y)  monoton  wachsend,  und  somit  (Satz  IX)  von  endlicher  Varia- 
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tion  (III)  in  [0,0;1,  1].  Andererseits  ist  für.  jedes  Intervall  2»  von  dem  drei 
Ecken  auf  der  einen,    eine  auf  der  andern  Seite  der  Geraden  z-\-y=^l  liegt: 

M(3)l  =  l. 

und  da  es  in  [0,0:1,1]  beliebig  viele  zu  je  zweien  fremde  solche  Intervalle 
gibt,  ist 

und  es  ist  somit  f  nicht  von  endlicher  Variation  (II)  in  [0,0;  1,1]. 

Es  sei  noch  ein  Beispiel  einer  stetigen  Funktion  f{x,y)  gegeben,  die  von 
endlicher  Variation  (III),  aber  nicht  (II)  ist*).  Sei  {x„}  eine  stets  abnehmende 
!?/„]■  eine  stets  wachsende  Zahlenfolge  aus  [0,  1].  Wir  bezeichnen  mit  3n  das 
Intervall,  dessen  vier  Eckpunkte  sind: 

(^2«-l-  Vinl)'      (^2n'  y-Zn-l^'     <*2n'  2/2«)'      '^2n    1'  W' 

Für  die  Funktion  f(x,y)  schreiben  wir  nun  die  Werte  vor: 

jj \ 

(44)  /■  («2n  -  1 '  ^2«  - 1)  =  /■  ^=»=2«  'y2n^l)=^f  (^2n '  ^2«)  =  -„-"  = 

und  ergänzen  sie,  was  ohne  Schwierigkeit  möglich  ist,  zu  einer  in  ganz  [0,0; 
1, 1]  definierten,  stetigen,  monoton  wachsenden  Funktion.  Sie  ist  dann  von 
endlicher  Variation  (III).     Da  aber  aus  (fj)  folgt : 

l£ft:  n 

Aj;^(/-)  =  +  oc, 

und  es  ist  f  nicht  von  endlicher  Variation  (II). 

Wir  betrachten  noch  eine  weitere  Definition  von  Funktionen  f{Xi ,  . . .,  Xk) 
endlicher  V^ariation.  Wir  zerlegen  das  Intervall  [Oj,  . . .,  aj,;  öj,  . ..,  bj.]  in  n*  Teil- 
intervalle, indem  wir  jedes  der  Ar  Intervalle  [a/,6,]  durch  Einschalten  der 
Zwischenpunkte 

fl,  =  ol°' <  al"  <....<  a;»*-^' <  a^")  =  6, 

in  n  gleiche  Teile  teilen  und  die  sämtlichen  Mannigfaltigkeiten: 

Xi^a'l^        (t  =  l,2,...,Ä;v  =  l,2,...,n— 1) 

gezogen  denken.  Wir  nennen  dies :  Die  Zerlegung  Z'"'  von  [o^ , . . . ,  a^ ;  ftj ,  . . . ,  6^] . 
Sind  3i,  Sa»--  >  3«fc  die  sämtlichen  Intervalle  von  Z*"',  und  ist  a^  die  Schwankung 
von  /'  in  ^^,  so  setzen  wir: 

n* 

Und  nun  definieren  wir: 


1)  Vgl.    W.  Küster  mann,    Math.  Ann.  77  (1916),  474.    —    Wir  erhalten 
damit  zugleich  ein  Beispiel  einer  stetigen,  aber  nicht  totalstetigen  Funktion 
von  (x,y),  die  nach  jeder  ihrer  beiden  Veränderlichen  fotalstetig  ist. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  35 
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Definitio.p  IV^j.  Die  Funktion  f(xi,..,,xi()  heißt  von  endlicher  Varia- 
tion (IV)  in  [a^ , . . . ,  Uj^;  bi , . . . ,  bk] ,  wenn  die  obere  Schranke  von  -j—^  ^ ^^'"' 

n 

für  alle  Zeriegungen  Z'"'  (n  =  1 ,  2, . . .)  endlich  isf^). 

Wir  vergleichen  diese  Definition  mit  Definition  III. 

Satz  XII.  Ist  f(xi,  ...,Xk)  im  Intervalle  [a^, . . .,  a^;  6^, . . . ,  6^]  von 
endlicher  Variation  nach  Definition  III,  so  auch  nach  Defini- 
tion IV. 

Wegen  Satz  X  genügt  es,  nachzuweisen,  daß  jede  endliche  monoton 
wachsende  Funktion  von  endlicher  Variation  (IV)  ist.  Der  Kürze  halber  führen 
wir  den  Beweis  nur  für  den  Fall  k=2. 

Sei  also  f{x,y)  monoton  wachsend  im  Intervalle  [x',y';x",y"].  Wir 
nehmen  die   Zerlegung  Z^"^  vor  durch  Einschaltung  der  Punkte: 

a;'  =  Xo  <  Xj  <  . . .  <  a;„_i  <  a;„  =  x";  y  =  ?/o  <  2/i  <  •  ■  •  <  2/«-i  <  2/«  =  V"- 
SeiS,  ^  das  Intervall  [a;„_i,  2/^_i;  x,^,  ?/J  von  Z***'.      Dann    ist,    weil   f  mo- 
noton wachsend  in  3    ^: 

Infolgedessen  ist: 

Q  (z'"))  =  2  co^, , ,  =  2  n^, '  y")  +^2  V(^",  2/.)  -2  />,<  >  y')  -2  /'(^^  y.)  • 

Ist  also: 

\f\<p     in     [x',y';x",y"], 

so  ist:  ß(Z'">)<(4n-2)p 

und  somit:  i-ß(Z("')<  4^?, 

n 

womit  Satz  XII  (für  den  Fall  Ä  ^  2)  nachgewiesen  ist. 


^)  J.  Pierpont,  The  theory  of  functions  of  real  variables  1,  518. 
■■')  Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  für  Ä  =  1  diese  Definition  sich  auf  die 
übliche  (in  §  5,  S.  489  gegebene)  reduziert.     In  der  Tat,   da  (§  4,  Satz  VII): 

ß(z<'»))^-Aj(n, 

so  ist,  wenn  /'(x)  von  endlicher  Variation  in  [a,  b],  die  obere  Schranke  Q  der 
Q  (Z'"')  endlich.  Sei  umgekehrt  Q  endlich.  Zu  jeder  endlichen  Zerlegung  Z 
von  [a,b]  gibt  es  ein  Z***',  derart  daß  zwischen  zwei  Zerlegungspunkten  von 
Z^"'  höchstens  einer  von  Z  liegt.    Für  die* Produktzerlegung  Z-Z^'"'^  gilt  dann: 

Q  {Z-  Z'**')  £2Ü  (Z'**')  ^  2  ß. 
Es  ist  also  erst  recht: 

Q{Z)<2ü, 
mithin  auch  (§  4,  Satz  VII) : 

Aj(n^2ß, 

d.  h.  /  ist  von  endlicher  Variation  in  [a,  b] . 
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Die  Umkehrung  von  Satz  XII  gilt  nicht.     Sei: 

f{x,y)  =  0     für     X  —  y<0;      f{x,y)=\     für     x  —  y^O. 

Dann  ist  offenbar  /"in  [0,0;  1,  1]  von  endlicher  Variation  (IV).  Andererseits 
ist  aber  für  zwei  Punkte  {x',y'),  {x",y"),  die  zu  verschiedenen  Seiten  der  Ge- 
raden X  —  y  =  0  liegen : 

\fix",y")-nx',y')\  =  l. 

Und  da  es  aufsteigende  Kurvenbögen  von  (0,0)  nach  (1,  1)  gibt,  die  die  Gerade 
X  —  y  =  0  beliebig  oft  durchsetzen,  ist : 

Bo;o(/")=+«'> 

es  ist  also  /'  nicht  von  endlicher  Variation  (III). 
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Achtes  Kapitel. 
Die  meßbaren  Funktionen. 

§  1.    Meßbare  Funktionen. 

Sei  9{  eine  Punktmenge  eines  metrischen  Raumes  9t,  und  sei  M 
ein  aus  Punktmengen  ^  von  $R  bestehender  ö-Körper  (Kap.  VI,  §  1, 
S.  394),  in  dem  insbesondere  auch  91  selbst  vorkommt.  Sei  (p(n) 
eine  in  M  definierte  absolut -additive  Mengenfunktion;  ihre  Absolut- 
funktion ^)  bezeichnen  wir  mit  (p{'M): 

^(gj?)  =  «((p,g)?). 

Um  eine  einfache  Terminologie  zu  haben,  nennen  wir  die  Mengen  W 
aus  M  kurz  «^-meßbar,  die  Funktionswerte  fp{W)  und  ^(9)?)  das 
9? -Maß  und  9? -Maß  von  Tl^).  Eine  Menge,  deren  9^ -Maß  0  ist, 
und  jeden  Teil  einer  solchen  Menge  nennen  wir  kurz  eine  Null- 
menge  (für  die  Basis  99).  Nach  Kap.  VI,  §  1,  Satz  IX  können  wir 
ohne  weiteres  annehmen,  alle  diese  Nullmengen  gehören  zu  M. 

Wie  schon  früher,  bezeichnen  wir,  wenn  f  eine  auf  91  definierte 
Funktion  ist,  mit  9l(f>>f>)  die  Menge  aller  Punkte  von  51,  in  denen 
f^p,  und  verwenden  in  analoger  Bedeutung  die  Symbole:  9((/"<p), 

Sei  f  definiert  auf  9(,  abgesehen  von  einer  Nullmenge.  Dann 
heißt  f  97-meßbar  auf  9t,  wenn  für  jedes  p  die  Menge  9((f>p) 
97 -meßbar  isf*).  Auf  einer  Nullmenge  (für  die  Basis  99)  ist  dem- 
nach jede  Funktion  9? -meßbar. 


^)  Kap.  VI,  §  2,  S.  404. 

^)  Ohne  damit  sagen  zu  wollen,  daß  9?  oder  99  eine  Maßfunktion  im  Sinne 
von  Kap.  VI,  §  5  sei. 

")  Der  Begriff  der  meßbaren  Funktionen  wurde  (für  den  Fall,  daß  9?  der 
ÄJ-dimonsionale  Inhalt  //^.  im  diu  ist)  eingeführt  von  H.  Lebesgue,  Legons 
sur  rint6gration  (1904),  111.  —  Die  Übertragung  auf  den  Fall  einer  beliebigen 
absolut-additiven  Mengenfunktion  rührt  her  von  J.  Radon,  Wien.  Ber.  122 
(1913),  1325. 
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Satz  I.  Ist  die  Zahlenmenge  3  dicht  in  der  Menge  aller 
reellen  Zahlen^),  und  ist  für  jedes  z  aus  3  die  Menge  %{f~^z) 
99-meßbar,  so  ist  /■  9^;-meßbar  auf  ''}{. 

In  der  Tat,  es  gibt  dann  zu  jedem  ^  eine  abnehmende  Folge 
{z,,}  aus  3  "lit  \\mZy  =  'p,  und  es  ist: 

also  ist  91  (/>i^)  als  Vereinigung  9; -meßbarer  Mengen  f/'- meßbar, 
und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Ist  /■  99-meßbar  auf  51,  so  ist  auch  jede  der 
folgenden  Mengen  (^-meßbar: 

2t(/->jp),  5I(f<i>),  %{f<v).  9t(/=^), 

Hv<f<<l)\  9t(iJ^/'<2),  9((p</'^9),  %{v^f<q)- 

In   der   Tat,   ist  p  ^ — 00"),    so   ist   9t  (/'^i>)   der   Durchschnitt 

der  99 -meßbaren  Mengen  '^llf^p —    )   und  daher   9; -meßbar.     Die 

Mengen  91  (/'<Ci')  und  'ä{f^p)  sind  99-meßbar  als  die  Komplemente 
der  99-meßbaren  Mengen  'ä{f^p)  und  'ii{f"'_>p)\  die  Menge  91  (/'=p) 
als  der  Durchschnitt  von  9((/'^p)  und  9I(f^p);  die  Menge  9((2><C/<C9) 
als  das  Komplement  von  9t  (/'^  q)  -\-  9t  (f^p)',  die  Mengen  'ä(p^f^q), 
^(p^C/"^?))  '^{P^f'^Q.)  ^Is  Vereinigungen  von'9t(p  <C /""^C  ?)  uiit 
9X(f=^)  und  9t(/'=9).     Damit  ist  Satz  II  bewiesen. 

Satz  II  ist  Spezialfall  des  viel  allgemeineren  Satzes: 

Satz  ni.  Ist  f  99-meßbar  auf  9t,  und  ist  33  irgendeine 
Boreische  Menge  des  9ti^),  so  ist  die  Menge  aller  Punkte 
von  9t,  in  denen  /'  einen  zu  33  gehörigen  Wert  annimmt, 
99-meßbar. 

In  der  Tat,  nach  Satz  II  ist  die  Behauptung  richtig,  wenn  33 
ein  Intervall  (^,9)  ist;  sie  ist  daher  auch  richtig,  wenn  93  Ver- 
einigung abzählbar  vieler  offener  Intervalle,  d.  h.  eine  beliebige 
offene  Menge  des  9?^  ist;  und  da  jede  abgeschlossene  Menge  Kom- 
plement einer  offenen  Menge  ist,  so  ist  die  Behauptung  auch  richtig 
für  alle  abgeschlossenen  Mengen  S  des  'Si^,  und  mithin  für  alle 
Boreischen  Mengen  erster  Ordnung  (Kap.  V,  §  4,  S.  334). 

Nun  schließen  wir  weiter  durch  transfinite  Induktion.  Sei  die 
Behauptung  richtig  für  alle  Boreischen  Mengen  von  geringerer  als 
a-ter  Ordnung.     Ist   dann   93   eine  Boreische  Menge   a-ter  Ordnung, 

*)  D.^. :  Ist  jede  reelle  Zahl  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  aus  3- 
-)  Ist  p=^  —  00,  so  ist  2t(/'>^)^2(,  und  somit  gewiß  ^p-meßbar. 
^)  Für   beliebige   (eindimensional)   meßbare   Mengen  ^   des  Stj    wäre    die 
Behauptung  nicht  richtig;  vgl.  §  6,  Satz  VIII. 
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so  ist  sie  Vereinigung  oder  Durchschnitt  von  abzählbar  vielen 
Boreischen  Mengen  geringerer  Ordnung;  und  da  für  diese  die  Be- 
hauptung gilt,  so  auch  für  93.     Damit  ist  Satz  III  beviäesen. 

Satz  IV.  Ist  jede  Menge  'i}l{f>p),  oder  %{f<p),  oder 
'ilif<p),  oder  ^l(p<f<q)%  oder  ^l{p<f^ql  oder  9t (j? ^ /"< 2) 
9?-meßbar.  so  ist  f  9?-meßbar  auf  9t. 

In  der  Tat,  jede  Menge  "^{{f^p)  ist  Vereinigung  abzählbar 
vieler  Mengen  %(f>p),  oder  '^l{p ^f^q),  oder  '^i{p<Cf^q)i  und 
ist  daher  91 -meßbar,  wenn  diese  es  sind.  Ferner  ist  'H{f^p)  Kom- 
plement der  Menge  91  (/"<|)),  und  daher  99 -meßbar,  wenn  diese  es 
ist.  Ist  weiter  jede  Menge  9t(f<C2^)  9^ -meßbar,  so  (als  Komplement) 
auch  jede  Menge  ^l{f>^2^)'>  dann  aber  ist  auch  f  99 -meßbar,  wie  eben 
gezeigt.  Ist  endlich  jede  Menge  9t(i>  < /"<C  2)  9? -meßbar,  so  insbe- 
sondere axich  jede  Menge  9t  (■ —  oo<f<^q),  d.  h.  jede  Menge  9t  (f  <C  q)- 
und  f  ist  wieder  91 -meßbar,  wie  schon  gezeigt.  Damit  ist  Satz  IV 
bewiesen-). 

Sind  /"j  und  f^  überall  auf  9t  definiert,  abgesehen  von  einer 
Nullmenge,  und  ist  überall  auf  9t,   abgesehen  von  einer  Nullmenge: 

so  sagen  Avir^),  f^  und  f^  seien  äquivalent  (nach  der  Basis  99)  auf 
9t.  in  Zeichen: 

A'^  Zu- 
satz V.     Ist  t\  95-meßbar  auf  9(.  und 

so  ist  auch  f^  99-meßbar  auf  9t. 

In  der  Tat,  da  die  Mengen  9t  (/"^^i?)  und  9t(/'2>'P)  sich  nur 
durch  Nullmengen  unterscheiden,  ist  zugleich  mit  der  ersten  auch 
die  zweite  9? -meßbar,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 


^)  Bei  endlicliem  f  kann  es  statt  dessen  auch  heißen:  5(  (^J  •</"•<  2)- 
'')  Es  sei  eigens  bemerkt,  daß  aus  der  Tatsache,  daß  jede  Menge  9I(/=J>) 
9? -meßbar  ist,  nicht  geschlossen  werden  kann,  /'  sei  95 -meßbar.  Beispiel  im  91^: 
Seien  W  und  fR^  —  3R  nicht  /<i -meßbar  und  von  der  Mächtigkeit  c;  es  gibt 
eine  umkehrbar  eindeutige  Zuordnung  sowohl  zwischen  9Ji  und  der  Menge  aller 
positiven  Zahlen ,  als  auch  zwischen  9^^  —  9Ji  und  der  Menge  aller  nicht-posi- 
tiven Zahlen.  Wir  definieren  als  Funktionswert. /"  (a;)  die  dabei  dem  Punkte  z 
von  9)i  bzw.  3ii  —  W.  zugeordnete  Zahl.  Für  jedes  p  besteht  die  Menge  9li  (f^p) 
aus  einem  Punkte  und  ist  daher  //^- meßbar.  Aber  f  ist  nicht  /z^- meßbar,  weil 
9Rj(/>0)  =  9K  nicht  //j-meßbar  ist. 

^)  Nach  H.  Lebesgue,  Ann.  Toul.  (3)  1  (1909),  38;  C.  Carat heodory, 
Vorl.  über  reelle  Funktionen,  389. 
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Satz  VT.     Ist  f  cp-meQhar  auf  "Jl,  so  auch  — f  und  \f\.^ 
In  der  Tat,  dies  folgt  unmittelbar  aus: 

^{  f\>p)=^i(f>p)-{-^{f<~  p). 

Satz  VII.  Sind  fi,f^,...,f„  rp-meßhar  auf  §(,  und  ist  /'  der 
größte  (kleinste)  unter  den  n  Werten  f^,  fo,  ■■■,f„^  so  ist  auch 
/■  99-meßbar  auf  3(. 

In  der  Tat,  es  ist.  abgesehen  von  Nullmengen: 

^3i  (/■>!>)  =  ?t  (fi  >i>)  +  3(  (4  >;)) -f  ...  + 31  (/■„>  p), 
woraus  die  Behauptung  folgt. 

Satz  VIII.  Eine  auf  3(  99-meßbare  Funktion  f  kann  zer- 
legt werden  in  eine  Summe: 

zweier  auf  'ä  9?-meßbareT  Funktionen,  für  die: 

g>0,     h<0. 
In  der  Tat,  wir  setzen: 

_  /  /■   wo  /"^O        7  _  I  ^  ^^'O  f'^^ 
^~~  \0  wo  f<CO'      '~\f  wo  f<0' 

Nach  Satz  VII  (man  setze  dort  f\  =  f,  f^=^Q)  sind  g  und  h  99 -meß- 
bar, und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Satz  IX.     Sind   f\  und  /"^   r^-meßbar   auf  ''}{,    und    ist    eine 

f 
der   Funktionen   fi-j-/!,.  /"i/a»   7^   definiert   auf  %,    abgesehen 

von  einer  Nullmenge,  so  ist  sie  r^-meßbar  auf  ?(. 

Beweis  für  fx^t\^)-  Damit  fx-\-U^P  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend  die  Existenz  eines  rationalen  r,  so  daß: 

.      ,  h>r;     U>p  —  r. 

Setzen  ww  also: 

'^r=^^{t\>r)-MU>p-r), 

so  ist  %  (/"j  -|-  /g  >  p)  die  Vereinigung  der  abzählbar  vielen  Mengen  X,. 
(für  alle  rationalen  r).  Aus  der  99  -  Meßbarkeit  von  f^  und  /^  folgt 
die  von  3),.,  mithin  die  von  %  ( t\ -\-  t\^  P)  ^  und  die  Behauptung  ist 
bewiesen. 

Beweis  für  f^t\-     Wir  schreiben  nach  Satz  VIII: 

*)  Vgl.  Ch.  J.  de  la  Vallee-Poussin,  Cours  d'analyse  2.  ed.,  l.  25:1 
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Dann  ist: 

fi  ■  U  =  9x9^+  9x  K  +  ^9*1+  9i K ■ 

Es  genügt  also,  nach  dem  eben  Bewiesenen,  zu  zeigen,  daß  g^g^, 
g^K,  g^\,  g^h^  99 -meßbar  sind,  d.  h.  wir  können  von  vornherein 
annehmen,  daß  weder  f\  noch  f^  verschiedene  Zeichen  annehme. 
Wegen  Satz  VI  können  wir  weiter  annehmen : 

Dann  aber  ist,  damit  fj  •  /^  ^  P  (^0)  ^®^'  notwendig  und  hinreichend 
die  Existenz  eines  rationalen  r  ^  0 ,  so  daß : 

fr>r,     U>^, 
r 

woraus  die  Behauptung  folgt  wie  für  fj  -|-  A  • 
f 
Beweis  für  ^.      Nach    dem    eben    Bewiesenen    genügt    es    zu 

zeigen,  daß  ^r  99 -meßbar  ist.     Nun  ist: 

fürj?>0:    9l(^>i?)  =  3t(o<f2<-), 

für^  =  0:    9l^^>o)  =  9l(0</-„<  +  oo), 

für  p<0:    3l(^>i>)  =  9l(/,<^)  +  W(f2>0). 

Also  folgt  aus  der  99 -Meßbarkeit  von  f^  die  von  ^,  und  Satz  IX  ist 
bewiesen. 

Satz  X.  Sind  f^  und  f^  99-meßbar  auf  9(,  so  ist  die 
Menge  93   aller   Punkte   von    91,   in    denen   /^ -f- fg   (oder   f^-f^, 

oder  j-]  definiert  ist,  90-meßbar,  und  es  ist  /"i -j- /'g  (bzw.  fj-/"«' 
^)   99-meßbar  auf  93. 

Wir  führen  den  Beweis  etwa  für  /"j-j-A-  Abgesehen  von  Null- 
mengen ist: 

$8  =  51  — 9((f,  =  +  oo)-9U/-2  =  — 00)  — 2l(/-i  =  — oo).3l(/2  =  +  oo), 

also  ist  93  93 -meßbar,  und  indem  man  Satz  IX  auf  die  Menge  93 
anwendet,  folgt,  daß  /j -j- fg  99 -meßbar  auf  ^.  Damit  ist  Satz  X 
bewiesen. 

Aus  Satz  IX  folgern  wir  auch  sofort: 

Satz  XL  Ist  f  ^-meßbar  auf  91,  so  auch  die  aus  f  durch 
die  Schränkungstransformation  hervorgehende  Funktion, 
und  umgekehrt. 
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Satz  XII.  Ist  %  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen, 
auf  deren  jeder  f  97-meßbar  ist,  so  ist  f  auch  99-meßbar 
auf  91. 

Sei  in  der  Tat: 

9t  =  9t,  +  9t,-f...4-9t.,4-..., 
und  f  t:-- meßbar  auf  allen  W„.     Dann  ist: 

^{f>p)  =  ^r{f>p)  +  %{f>P)  +  ---  +  K{f>P)  +  --; 

und    da    hierin    jede    Menge    '^l,^{f"^p)   9? -meßbar    ist,    so    auch    die 
Menge  "^[{f^p).     Damit  ist  Satz  XII  bewiesen. 

§  2.    Folgen  meßbarer  Funktionen. 

Wie  wir  in  §  1  gesehen  haben,  führen  die  elementaren  Rechen- 
operationen, angewendet  auf  99 -meßbare  Funktionen,  immer  wieder 
auf  9 -meßbare  Funktionen.  Wir  wollen  uns  nun  überzeugen,  daß 
dies  auch  für  den  Grenzübergang  gilt.  Wir  beginnen  mit  mono- 
tonen Folgen. 

Satz  I.  Ist  {/;}  eine  monotone  Folge  auf  9(  9'-meßbarer 
Funktionen,  so  ist  auch  die  Grenzfunktion*) 

/'=lim/; 

9?-meßbar  auf  %. 

Sei  zum  Beweise  {/"»,}  etwa  monoton  wachsend.  Dann  ist,  ab- 
gesehen von  Nullmengen: 

Nach  Voraussetzung  ist  jede  Menge  %(fy^p)  99-meßbar,  daher  auch 
'^(f^p),  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Satz  II.  Ist  {/;}  eine  Folge  auf  9(  9?-meßbarer  Funk- 
tionen, so  sind  auch  obere  und  untere  Schrankenfunktion-) 
von  {/;,}  99-meßbar  auf  91. 

In  der  Tat,  man  erhält  die  obere  Schrankenfunktion  F  von  {/;.} 
in  folgender  Weise:  Ist  F,,  der  größte  unter  den  v  Funktionswerten 
fi,  /;,  ....  /;.,  so  ist: 

F  =  lim  F. . 


^)  Dabei  ist  es  offenbar  —  da  jedes  f^  auf  91  definiert  ist  abgesehen 
von  einer  Null  menge  —  ganz  gleichgültig,  ob  wir  die  Grenzfunktion  /'  als 
definiert  ansehen  nur  in  den  Punkten  von  91,  in  denen  alle  f^  definiert  sind,, 
oder  auch  in  den  Punkten  von  91,  in  denen  fast  alle  f    definiert  sind. 

■')  Kap.  IV,  §  1,  S.  231. 
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Nach  §  1,  Satz  VII  ist  Fy  99 -meßbar,  und  da  die  Folge  {i^,,}  mono- 
ton wächst,  ist  nach  Satz  1  auch  F  9? -meßbar,  womit  Satz  II  be- 
wiesen ist. 

Satz  III.  Ist  {/;.}  eine  Folge  auf  3(  99-meßbarer  Funk- 
tionen, so  sind  auch  obere  und  untere  Grenzfunktion^)  von 
{/»•}  T'-meßbar  auf  3t. 

In  der  Tat,  man  erhält  die  obere  Grenzfunktion: 

~f=  lim  /; 

>•  =  00 

von  {/;,}  in  folgender  Weise:  Ist  /^  die  obere  Schrankenfunktion  der 
r-ten  Restfolge  /;,,  fv+i,  . . .,  fv-\-ki  ■  ■  ■,  so  ist: 

f=lim^. 

r  =  00 

Nach  Satz  II  ist  /;,  99 -meßbar,  und  da  die  Folge  {^}  monoton  ab- 
nimmt, ist  nach  Satz  I  auch  f  9? -meßbar.  Damit  ist  Satz  III  be- 
wiesen. 

Aus  Satz  III  nun  entnehmen  wir  unmittelbar: 
Satz  IV.      Ist    die    Folge    {/;}    auf    9(    99-meßbarer    Funk- 
tionen konvergent  auf  2t,   abgesehen  von   einer  Nullmenge, 
so  ist  ihre  Grenzfunktion: 

/'=  lim  /;, 

99-meßbar  auf  2t. 

Satz  V.  Ist  {/;}  eine  Folge  auf  2t  99-meßbarer  Funk- 
tionen, so  ist  die  Konvergenzmenge^)  von  {/"y}  in  2t  99-meßbar. 

Seien  in  der  Tat  /'  und  f  obere  und  untere  Grenzfunktion  von 
{f.}.  Vermöge  der  Schränkungstransformation  (§  1,  Satz  XI)  können 
wir  f  und  f  als  endlich  annehmen.  Dann  ist  die  Konvergenzmenge 
von  {fy}  die  Menge  ^\{f—f)  =  0. 

Nach  Satz  III  sind  f  und  f  9?-meßbar,  daher  (§  1,  Satz  IX)  auch 
f—f,  daher  ist  (§  1,  Satz  II)  die  Menge  %{f—f=0)  9?-meßbar, 
und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  IV  folgern  wir  noch  folgende  charakteristische  Be- 
dingung für  9?  -  Meßbarkeit  einer  Funktion^): 

Satz  VI.  Sei  f  definiert  auf  2t,  abgesehen  von  einer 
Nullmenge.      Damit    f  99-meßbar   sei   auf   2t,    ist    notwendig 


0  Kap.  IV,  §  1,  S.  231. 
^)  Kap.  V,  §  13,  S.  380. 
3)  L.  Tardini,  Giorn.  di  mat.  49  (1911),  32. 
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und  hinreichend,  daß  bei  beliebig  gegebenem  e  >■  0  ?t, 
abgesehen  von  einer  Nuilmenge,  Vereinigung  abzählbar 
vieler  99-meßbarer  Mengen  §ty  (»'=1,2,...)  sei,  auf  deren 
jeder  für   die   Schwankung   von  f  (Kap.  III,  §  2.  S,  190)  gilt: 

Die  Bedingung  ist  notwendig.     In   der  Tat,    sei    f  9; -meßbar 
auf  91.    Dann  ist  für  jedes  ganzzahlige  i  die  Menge  • 

%(i)  =  %{ie^f<^{i-^\)e) 

99 -meßbar,  ebenso  jede  der  beiden  Mengen: 

§t'  =  5t(f=-|-oo),     5t"  =  9I(f=  — 00). 
Femer  ist: 

oi  (f,  %^*>)  <e;     w  {f,  3(')  =  0 ;     co  {f,  %")  =  0 , 

und  die  Vereinigung  der  abzählbar  vielen  Mengen  9t^*^  (i  =  0 ,  +  1 , 
±  2,  . , .),  %',  91"  unterscheidet  sich  von  5(  nur  durch  eine  Nullmenge. 
Die  Bedingung  ist  hinreichend.     Sei  in  der  Tat: 

)H  =  (>)((")  -f  ^^2*^  -J-  •  •  •  4-  'K^^  +  •••)  +  ^^'"' ' 
wo  jede  Menge  ^l'***  99 -meßbar  und 

^(A3t';0<^    (v  =  i,2,...), 

und  91'"*  eine  Nullmenge.     Dann  gibt  es  eine  Zahl  c'_^',  so  daß^): 

Definieren  wir  nun  eine  Funktion  /"„  auf  9(  durch  : 

/;^  =  c^«)  auf  5r^«'; 

/;  =  cl^>  auf  (9t'«)  _j_  W^^  -j- . . .  +  ^f )  —  (^i"'  4-  ^t.^"'  +  .  •  •  4-  '^l-i) 

so  ist  f^  9; -meßbar  auf  9t,  und  es  ist  überall  auf  9t,  abgesehen  von 
der  Nullmenge   g^'D -f  ^i'^' +  . . .  4"  ^^"*  4"  •  •  • 

n=  00 

Nach    Satz  IV    ist    also    auch    /'   99-meßbar.    und    Satz  VI    ist    be- 
wiesen. 


1)  In  der  folgenden  Ungleichung  sollen  auch  die  Fälle  f^  -\-  OO ,  c^"'  =  +  C» 
und  /=  —  00,  cl"' =  —  00  inbegriffen  sein. 
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Als  Anwendung  von  Satz  IV  beweisen  wir  noch  einen  Satz,  der  die 
Sätze  VI,  VII,  IX  von  §  1  als  Spezialfälle  enthält. 

Satz  TU.  Sind  die  Funktionen  fx,f.2,-.-,f^  yp-meßbar  und  end- 
lich auf  91  (abgesehen  von  Nullmengen),  und  ist  g  {Xi,x^,  . . .  ,Xf^)  eine 
Bairesche  Funktion*)  im  9?^,  so  ist  auch  g  (fi,  f2>  ■•■,fk)  9'-nießbar 
auf  21. 

Nach  §  1 ,  Satz  IX  ist  die  Behauptung  richtig,  wenn  g  ein  Polynom  ist. 
Da  aber  bekanntlich  jede  im  9\j.*  stetige  Funktion  Grenzfunktion  von  Poly- 
nopien  ist,  gilt  die  Behauptung  nach  Satz  IV  auch,  wenn  g  stetig-^). 

Ist  {^3  eine  konvergente  Funktionenfolge  im  dlk ,  und  gilt  die  Behauptung 
für  jede  Funktion  g  ,  so  gilt  sie  nach  Satz  IV  auch  für  die  Grenzfunktion 
^  =  lim^  .     Nach  Kap.  V,  5^  2,  Satz  I   gilt  sie   also   für  alle  Baireschen  Funk- 

V  =  00 

tionen,  und  Satz  VII  ist  bewiesen. 

Betrachten  wir  nun  an  Stelle  einer  Folge  {/V}  von  Funktionen  eine 
Funktion  f(a,t),  die  stetig  von  einem  reellen  Parameter  t  abhängt.  Um 
einen  bestimmten  Fall  vor  Augen  zu  haben,  wollen  wir  etwa  annehmen,  es 
sei  fia,t)  als  95-meßbare  Funktion  auf  §1  definiert  für  alle  t  aus  (0,1).  In 
Analogie  zu  Satz  III  gilt  dann: 

Satz  VIII.  Ist  f{a,t)  für  jedes  reelle  t  aus  (0,1)  als  Funktion 
von  a  9^-meßbar  auf  ?{,  für  jedes  a  aus  9t  als  Funktion  von  t  stetig 
in  (0,  1),  so  sind: 

f(a)  =  lim/'(a,t)    und    f(a)  =  limf(a,t) 

9?-meßbar  auf  9(. 

Sei  in  der  Tat:  r^\  ifK  . .  . ,  r^^\  . . . 

die   Menge  aller   rationalen  Zahlen  aus    (O,^^)    und   F^    die    obere    Schranken- 
funktion der  Folge: 

f{a,r^^^),tia,rf),...,f{a,r['''),... 

Nach  Satz  II  ist  F„  95 -meßbar  auf  91.     Offenbar  ist  ferner: 

f=\imF„, 
n  —  00 

und  die   Folge  {F,\   ist  monoton  abnehmend.     Nach   Satz  I   ist  also   auch  /' 
9^- meßbar,  und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Satz  IX'').  Sei  %  eine  Menge  endlichen  93-Maßes*)  und 
{f,,}  eine  Folge   auf  3t   99-meßbarer   Funktionen,   die   überall 


*)  Es  genügt  nicht,  g  als  A--dimensional-meßbar  vorauszusetzen.  Vgl.  §  6, 
Satz  VII. 

2)  Ein  andrer  Beweis  bei  E.  W.  Hobson,  The  theory  of  functions  of  a 
real  variable,  393. 

')  Dieser  Satz  wurde,  schrittweise  allgemeiner,  entwickelt  von  C.  Arzelä, 
Mem.  Bol.  1899,  135;  E.  Borel,  Le9ons  sur  les  fonctions  de  variables  reelles 37; 
H.  Lebesgue,  C.  R.  137  (1903),  1229;  Legons  sur  les  series  trigonom^triques  10; 
D.  Th.  Egoroff,  C.  R.  152  (1911),  244. 

*)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden.  Beispiel  im  ^Rj  • 
Sei  cp  der  lineare  Inhalt  fi^  und  f  —  1  in  y,v-\-V,  sonst  =0. 
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auf  51,  abgesehen  von  einer  NuUmenge,  gegen  eine  end- 
liche Grenzfunktion  /'  konvergiert.  Bedeutet  %(n,q)  die 
Menge  aller  Punkte  von  9(.  in  denen  mindestens  eine  der 
Ungleichungen  gilt: 

so  ist  für  jedes  q^O^): 

(0)  hm^ {%  in,  q))  =  0. 

n—  ao 

In    der   Tat,    nach    Satz  IV    ist   /'  97- meßbar,    daher    auch   jede 
Menge  'ä(  f — fv\>.q),  daher  auch  die  Menge: 

4-9t(  /— /■„+,i>5)4-... 

Da  die  Mengenfolge  {'ä(n.q)}  monoton  abnimmt,  und  nach  An- 
nahme alle  (p('H{n,q))  endlich  sind,  gilt  (Kap  VI,  §  1,  Satz  Vj  für 
den  Durchschnitt: 

l)  =  ^Ul,q)'^U2,q)-...-%{n,q)-... 

die  Gleichung: 

^(®)  =  lim^(9:(w,g)). 


n  —  x 


Da  aber  in  keinem  Punkte  von  'D  die  Folge  {/',,}  gegen  die  end- 
liche Funktion  /konvergieren  kann,  muß  ^(3)j  =  0  sein.  Es  gilt 
also  (0),  und  Satz  IX  ist  bewiesen. 

Eine  leichte  Folgerung  aus  Satz  IX  ist  der  Satz: 
Satz  X"j.     Sei   2t    von    endlichem    ^y-Maße    und    {^,,}    eine 
Folge    auf   9(    ^-meßbarer    Funktionen.      Gibt    es    ein    q^O, 
so  daß: 

(00)  ^(^U,  ?v  I  "^  s))  ^^     für  unendlich  viele  v, 

so  hat  die  Menge  aller  Punkte   von   2t,   in   denen   die   Reihe 

00  

2^,   eigentlich  konvergiert,  einen  qp-Inhalt  <q. 

Zum  Beweise  setzen  war: 

n  X 

v=--l  y  =  l 

Sei  2t'  die  Menge  aller  Punkte  von  2t,  in  deoen  ^fi'v  eigentlich  kon- 

V  =  1  /     a\ 

vergiert,  und  somit  f  definiert  und  endlich  ist,   und  sei  2t'(n,|)   die 


^)  Es  bedeutet  }f ,  wie  immer,  die  Äbsolutfunktion  von  9?. 
■■^)  H.  Lebesgue,  a.  a.  0. 
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Menge    aller    Punkte    von    %',    in    denen    mindestens    eine    der    Un- 
gleichmigen  gilt: 

Angenommen  nun,  es  wäre: 

Nach  Satz  IX  ist  dann  auch: 

(000)  ^(^t'— 3l'(w,|jj>^     für  fast  alle  n. 

In  den  Punkten  von  "ü'  —  3t' [w,-^]  aber  ist: 

Uv  i  <  i  fv  —  fi  +  !  /■—  /V-i   <  q     für  y>n, 

was  wegen  (000)   in  Widerspruch   steht  zu  (00).     Damit  ist  Satz  X 
bewiesen. 

Sei  {/,,}  eine  Folge  auf  %  9? -meßbarer  Funktionen.  Sie  heißt ^) 
wesentlich- gleichmäßig  konvergent  gegen  f  auf  %  (für  die 
Basis  cp),  wenn  es  eine  Folge  {31^}  99 -meßbarer  Teile  von  5t  gibt, 
auf  deren  jedem  {f»,}  gleichmäßig  gegen  /'  konvergiert,  und  für  die: 

lim^(3t  — 9t„)  =  0. 

Satz  XL")  Sei  5t  von  endlichem  99-Maße^)  und  {/,}  eine 
Folge  auf  5t  99 -meßbarer  Funktionen.  Damit  {f^}  auf  5t 
gegen  f  konvergiere,  abgesehen  von  einer  Nullmenge,  ist 
notwendig  und  hinreichend,  daß  {fy}  auf  5t  wesentlich- 
gleichmäßig gegen  f  konvergiere. 

Die  Bedingung  ist  notwendig.  Es  konvergiere  {f„}  gegen  /' 
überall  auf  5t,  abgesehen  von  einer  Nullmenge.  Wir  können,  ver- 
möge der  Schränkungstransformation,  ohne  weiteres  die  fy  und  f  als 
beschränkt   annehmen.      Sei    {e^}    eine    Folge    positiver   Zahlen    mit 

(*)  lim6„  =  0, 

n  =  00 

und  sei: 

(**)  a,-i-a,  +  ...  +  a„-^... 

eine  eigentlich   konvergente  Reihe   positiver   Zahlen.     Nach   Satz  IX 


1)  Nach  H.  Weyl,  Math.  Ann.  67,  (1909),  225. 
*)  D.  Th.  Egoroff,  C.  R.  152  (1911),  244. 

^)  Diese  Voraussetzung  kann  nicht  entbehrt  werden,  wie  das  Beispiel  von 
S.  556,  Fußn.  ••)  zeigt. 
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gibt  es  einen  Teil  93„  von  %  und  einen  Index  v^,  so  daß: 
(***)  ^(?t-S8j<a„, 

(%*)  !  /;  -  ^|<  £„  auf  93„  für  v>v^. 

Setzen  wir: 

80  ist  wegen  (***): 

^(31  — 3r,)<a,  +  a.+i  +  ...-f  a.+i  +  ... 
und  somit  wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  der  Reihe  (**): 
(***)  lim^(5t  — 2t.)  =  0. 

Auf  31.  aber  ist  wegen  (%*): 

\fy f\<i^n       ^^^    *'  =  ^'n    "^^    H^i. 

Bei  Beachtung  von  (*)  aber  besagt  dies:  {fy}  konvergiert  auf  9(,- 
gleichmäßig  gegen  f.  Wegen  (^*^)  ist  also  die  Behauptung  be- 
wiesen. 

Die   Bedingung   ist   hinreichend.      Angenommen    in    der  Tat, 
für  die  Konvergenzmenge  von  {/",}  in  9t  wäre : 

Da  für  jeden  ^-meßbaren  Teil  33  von  5t,  auf  dem  {/i,}  gleichmäßig 
konvergiert,  gewiß: 

ist,  kann  {fy}  auf  5t  nicht  wesentlich-gleichmäßig  konvergieren.  Da- 
mit ist  Satz  XI  bewiesen. 

Satz  XI  kann  nicht  dahin  verschärft  werden,  daß  es  in  3t  einen 
Teil  ^S   gibt,   auf   dem  {/y}   gleichmäßig   konvergiert,   und   für  den: 

(t)  ^(58)  =  ^(91) 

wäre^).     Beispiel  im    JR^:    Sei   cp    der   lineare    Inhalt    /u^,   sei   3t   das 

Intervall  (0,  1)  und:  /i,  =  1  in  (o,  — j ,  sonst  =  0.  Dann  ist  limfy  =  0 

auf  2t.  Jeder  Teil  33  von  3t,  für  den  (f)  gilt,  hat  den  Punkt  0 
zum  Häufungspunkt,  so  daß  auf  ihm  {fy}  nicht  gleichmäßig  gegen  0 
konvergieren  kann. 

Für  Funktionenfolgen  {/»■},  die  auf  21  nicht  überall,  abgesehen  von  einer- 
NuUmenge,   konvergieren,  treten  an  Stelle  von  Satz  XI  die  folgenden  Sätze*): 
Satz  Xn.     Ist  2(   von  endlichem  <p-M.a,ße  und  {fv}  eine  Folge  auf 
%  9J-meßbarer  Funktionen,   so  gibt   es  in  9t  eine  Folge  9?-meßbarer 


^)  C.  Caratheodory ,  Vorl.  über  reelle  Funktionen,  384. 

«)  W.  H.  Young,  Quart.  Journ.  1913,  129;  Lond.  Proc.  (2)  12  (1918),  363.. 
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Teile  {5(„},  so  daß  in  jedem  Punkte  von  %,  die  Folge  {/",.}  gleich- 
mäßig auf  "■}[„  oszilliert*),  und  so  daß: 

lim^(i?{  — 5(„)  =  0. 

«  =  00 

In  der  Tat,   es  genügt,  die  Existenz  einer  Folge  {31«}  ^'-meßbarer  Teile 
von  2t  nachzuweisen,  so  daß  in  jedem  Punkte  von  5(^  die  Folge  {/"y}  oberhalb 
gleichmäßig  auf  9l^i  oszilliert,  und  daß: 
(tt)  lim^(3l-<)  =  0. 

W=QO 

Denn  ganz  in  derselben  Weise  zeigt  man  die  Existenz  einer  Folge  {9lJ^},  die 
die  analogen  Eigenschaften  für  unterhalb  gleichmäßige  Oszillation  zeigt;  und 
die  Durchschnitte 

■ii«  —  -*«   »1« 

erfüllen  die  Forderungen  von  Satz  XII. 

Sei  nun  fv  die  obere  Schrankenfunktion  der  v-ten  Restfolge  von  {/"»}, 
und  f  die  obere  Grenzfunktion  von  {fv},  dann  ist  überall  auf  9(  (abgesehen 
von  Nullmengen,  in  denen  nicht  alle  fv   definiert  sind): 

f  =  lim  fv . 

v=  » 

Nach  Satz  XI  ist  die  Konvergenz  von  //V}  gegen  f  wesentlich  gleich- 
mäßig, d.  h.  es  gibt  eine  (ff)  erfüllende  Folge  {3('„},  so  daß  {fv}  auf  21^ 
gleichmäßig  gegen  f  konvergiert.  Nach  Kap.  IV,  §4,  Satz  III  ist  {fv}  in 
jedem  Punkte  von  'i>l'„  oberhalb  gleichmäßig  oszillierend,  und  Satz  XII  ist  be- 
wiesen. 

Satz  Xni.  Ist  9(  von  endlichem  9?-Maße  und  {fv}  eine  Folge 
auf  5(  9?-meßbarer  Funktionen,  so  gibt  es  in  31  eine  Folge  9?-meß- 
barer  Teile  {S3«},  so  daß  in  jedem  Punkte  von  93„  die  Folge  {fv} 
sekundär-gleichmäßig  auf  $8„  oszilliert'^),  und  so  daß: 

lim^C?!  — 33„)  =  0. 

«  =  co 

Wie  beim  Beweise  von  Satz  XII  genügt  es,  sich  auf  oberhalb  sekundär- 
gleichmäßige Oszillation  zu  beschränken. 

Sei  wieder  fv  die  obere  Schrankenfunktion  der  r-ten  Restfolge  von 
{fv}  und  fv,i  der  größte  unter  den  l-\-l  Funktionswerten  fv,  fv  +  i,  .  ■  .,  fv  +  i. 
Dann  ist  überall  auf  2t,  abgesehen  von  Nullmengen: 

fv  =  \im  fv,i. 

Z=QO 

Nach  Satz  XI  gibt  es  also  zu  jedem  r  eine  Folge  {93y,n}  (^-meßbarer 
Teile  von  2t,  auf  deren  jedem  {fv,i}  gleichmäßig  gegen  fv  konvergiert,  und 
für  die: 

(>^)  lim^(2t  — 93..,«)  =  0. 


n— 00 


^)  Kap.  IV,  §  4,  S.  254. 
^)  Kap.  IV,  §  4.  S.  257. 
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Sei  nun 

v,n 

eine  eigentlich  konvergente  Doppelreihe  positiver  Zahlen.  Wegen  (^)  kann, 
indem  man  nötigenfalls  von  der  Folge  'öv.i,  93v,2,  .  .  .,  'Ö»', n,  ...  zu  einer  Teil- 
folge übergeht,  angenommen  werden: 

^O^f-«v.n)<«v.„. 
Setzen  wir  dann: 

so  konvergiert  auf  S^  jede  Folge  {/V,  j}  gleichmäßig  gegen  fv,  d.  h.  in  jedem 
Punkte  von  58jj  ist  {/V}  oberhalb  sekundär -gleichmäßig  oszillierend  auf  93jj. 
Ferner  ist:  

Wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  der  Doppelreihe  (><^)  ist  also: 

lim^Cäl  — iö'j  =  0. 

Damit  aber  ist  Satz  XIII  bewiesen. 

Die  Säfzo  XII  und  XIII  ergeben  zusammen: 

Satz  XIV.  Ist  "ii  von  endlichem  99-Maße  und  {A}  eine  Folge 
auf  31  95-meßbarer  Funktionen,  so  gibt  es  in  'il  eine  Folge  (p-meß- 
barer  Teile  {©/,},  so  daß  in  jedem  Punkte  von  <S.„  die  Folge  Ifv} 
sowohl  gleichmäßig  als  auch  sekundär-gleichmäßig  auf  Sn  oszil- 
liert, und  so  daß: 

lim^(\)(  — S„)  .^0. 

In  der  Tat,  man  hat,  wenn  '„'t,,  und  S3„  dieselbe  Bedeutung  haben  wie 
in  Satz  XII  und  XIII,  nur  zu  setzen: 

S„  =  s3(„.S9„.  . 

Wir  beweisen  nun  noch  einen  Satz  über  Doppelfolgen: 
Satz  XV^).    Sei  5t  Vereinigung  abzahlbar  vieler  Mengen  'üy 
(v=l,2,...)   endlichen   99-Maßes,   und    sei  f^j  (k,l=l,  2,  .. .) 
eine  Doppelfolge   auf  91  99-meßbarer  Funktionen.     Ist  dann 
überall  auf  9t,  abgesehen  von  einer  Nullmenge: 

(Ij  f=hm{\im  fk^i), 

so  gibt  es  in  der  Doppelfolge  der  fk.i  eine  einfache  Teil- 
folge {fk  ,1.},  so  daß  überall  auf  9t,  abgesehen  von  einer  Null- 
menge: 

f  ^  lim  fu.,i^. 


^)  M.  Fr6chet,  Rend.  Pal.  22  (1906),  15. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  36 
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Beim  Beweise  können  wir  ohne  weiteres  annehmen: 

(2)  l,-<9{,+i, 

und  vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  die  fkj  als 
beschränkt  annehmen. 

Sei  {cv}  eine  Folge  positiver  Zahlen  mit 

lim  gy  =  0 , 

und  sei 

(3)  «1  -f  ttj  +  . . .  +  «v  +  . . . 

eine    eigentlich    konvergente    Reihe    positiver   Zahlen.     Wir    setzen: 

(4)  fk  =  \imfk,i. 

Wegen   (1)  gibt   es    nach   Satz  XI   einen   Teil  %   von  ^y,    auf 
dem  {f^}  gleichmäßig  gegen  f  konvergiert,  und  für  den: 

(5)  .  ^(31.— 9i;)<«v. 

Es  gibt  also  ein  ä;,,,  so  daß: 

(6)  \f—fK\<e,     auf  r.. 

Wegen  (4)  gibt  es  ebenso  in  K  einen  Teil  %",  auf  dem  {fk^,i} 
gleichmäßig  gegen  fk^  konvergiert,  und  für  den: 

(7)  ^(3i;  — C)<«.•• 
Es  gibt  also  ein  ly,  so  daß: 

(8)  \fky-fK,iJ<e.     auf  C. 

Wegen  (5)  und  (7)  ist: 

(9)  ^(9{.  — 9r;)<2a,; 
Wegen  (6)  und  (8)  ist: 

(10)  \f—fK,iJ<2^.      auf  3C. 

Wir  bilden  nun  für  jedes  n^v  die  Menge: 

5Un  =  ^v<-C+i  ••••  •<+»•••••• 

Darm  ist,  bei  Beachtung  von  (2),  wegen  (9) : 

>  (5r,  —  5U,n)  <  2  («w  +  ß„+i  4-  •  •  •  +  (in+r  +•■•)• 

Wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  von  (3)  ist  also: 

(11)  lim^{%  —  %,n)==0. 

Ferner  ist  wegen  (10): 

1/"— fifc,,ij<2£i     auf  %,n  für  i^n, 
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d.  h.  die  Folge  {fn-.j}  konvergiert  gleichmäßig  auf  '!?{^„  gegen  /'. 
Wegen  (11)  konvergiert  sie  also  wesentlich-gleichmäßig  auf  Süy 
gegen  f.  Nach  Satz  XI  konvergiert  sie  also  überall  auf  *?(y  gegen  f, 
abgesehen  von  einer  Nullmenge.  Sie  konvergiert  daher  auch  überall 
auf  91  gegen  f,  abgesehen  von  einer  Nullmenge,  und  Satz  XV  ist 
bewiesen. 

§  3.  Die  Basisfunktion  als  gewöhnliche  Maßfimktion. 

Wir  wollen  nun  insbesondere  annehmen,  die  Absolutfunktion  ^ 
der  dem  Begriffe  der  Meßbarkeit  zugrunde  gelegten  Mengenfunk- 
tion (p  sei  eine  gewöhnliche  Maßfunktion^)  (Kap.  VI,  §6,  S. 430). 
Dann  gilt  : 

Satz  I.  Ist  Tp  eine  gewöhnliche  Maßfunktion,  so  ist  jede 
Bairesche  Funktion  auf  91  auch  «^'-meßbar  auf  91. 

In  der  Tat,  ist  /"  eine  Bairesche  Funktion  auf  9( ,  so  ist  (Kap.  V, 
§  7,  Satz  IV)  jede  Menge  9(  {p  ^  f^  q)  eine  Boreische  Menge,  mithin 
nach  Kap.  VI,  §  6,  Satz  11  9; -meßbar,  und  daher  auch  99 -meßbar. 
Nach  §  1,  Satz  IV  ist   daher  f  99 -meßbar,   und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Unter  geeigneten  Voraussetzungen  über  91  und  q:>  sind  andrer- 
seits durch  die  Baireschen  Funktionen  nicht  alle  meßbaren  Funk- 
tionen erschöpft.  Dies  gilt  insbesondre  im  ?Rj^ ,  wenn  <p  der  fc-dimen- 
sionale  Inhalt  /<^  ist.     Denn: 

Satz  II.     Es  gibt  im  9i^  c'^  /«^-meßbare  Funktionen. 

In  der  Tat,  es  gibt  im  9?^  perfekte  Mengen  ''^  des  ^<^- Inhaltes  0 
(Kap.  VI,  §  8,  Satz  VI).  Jede  Funktion  h,  die  auf  einer  solchen 
Menge  beliebige  Werte  annimmt,  auf  9ft^  ■ — ^  aber  =0  ist,  ist 
/<^-meßbar.  Da  ^  die  Mächtigkeit  c  hat,  gibt  es  solcher  Funktionen  c*^ , 
und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Da  andrerseits  die  Menge  aller  Baireschen  Funktionen  im  9^^. 
die  Mächtigkeit  c  hat  (Kap.  V,  §  1,  Satz  I)  und  c'^>>c  ist,  so  folgt, 
wie  behauptet: 

Satz  III.  Es  gibt  im  9t^  /^^-meßbare  Funktionen,  die  nicht 
Bairesche  Funktionen  sind. 

Da  jede  stetige  Funktion  eine  Bairesche  Funktion  ist,  lehrt 
Satz  I  insbesondere,  daß  jede  stetige  Funktion  99-meßbar  ist. 
Dies  kann  noch  verallgemeinert  werden. 


^)  Genauer  gesprochen:  es  gebe  eine  gewöhnliche  Maßfunktion  ip,  derart 
daß  der  ö-Körper  der  i^'-meßbaren  Mengen  übereinstimmt  mit  dem  a-Körper 
M,  in  dem  99  definiert  ist,  und  daß  für  alle  Mengen  aus  M  die  Funktionen 
xp  und  9?  übereinstimmen. 

36* 
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Satz  IV.  Ist  q>  eine  gewöhnliche  Maßfunktion,  so  ist 
jede  Funktion  f,  die  stetig  ist  in  allen  Punkten  von  51,  aus- 
genommen diePunkte  einer  Nullmenge,  auch^o-meßbar  auf  91. 

Sei   in   der   Tat   9?   die   Menge   aller  Unstetigkeitspunkte   von  /" 

auf  9t.     Es  ist: 

fll  =  (2t  — 9J)4-9?. 

Da  die  Funktion  f  stetig  ist  auf  9t  —  5?,  so  ist  sie,  wie  eben  be- 
merkt, auch  91-meßbar  auf  9t  —  9?.  Auf  Sil  ist  sie  gleichfalls  99-meß- 
bar,  da  auf  einer  Nullmenge  jede  Funktion  99-meßbar  ist.  Also  ist 
sie  nach  §  1,  Satz  XII  auch  9^-meßbar  auf  9t,  und  Satz  IV  ist  be- 
wiesen. 

Wir  können   nun   auch  die  Sätze  II  und  III  noch  verschärfen: 
Satz  V.     Es  gibt  c*^  Funktionen,  die  überall  im  31^  stetig 
sind,  abgesehen  von  einer  Nullmenge^). 

In  der  Tat,  die  beim  Beweise  von  Satz  II  benutzten  Funktionen  h 
sind  sämtlich  stetig  im  9?^,  abgesehen  von  einer  Nullmenge. 
Daraus  folgt  dann  weiter  (wie  Satz  III  aus  Satz  II): 
Satz  VI.     Es   gibt  Funktionen,   die   überall   im  9?^.  stetig 
sind,   abgesehen    von   einer  Nullmenge-),   aber  keine  Baire- 
schen  Funktionen  sind. 

Aus  Satz  XV  von  §  2   folgern  wir  nun: 

Satz  VII.  Sei  Ip  eine  gewöhnliche  Maßfunktion  und  9t 
Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen  endlichen  99-Maßes. 
Dann  gibt  es  zu  jeder  Baireschen  Funktion  /"  auf  9t  eine 
Folge  {/\}  auf  9t  stetiger  Funktionen,  so  daß  überall  auf  9t, 
abgesehen  von  einer  Nullmenge: 

/■-lim/;. 

Wir  führen  den  Beweis  durch  Induktion.  Angenommen,  die  Be- 
hauptung sei  richtig  für  Bairesche  Funktionen  geringerer  als  a-ter 
Klasse.     Ist  f  von  «-ter  Klasse,  so  gilt: 

(0)  /-—lim/-,, 

wo  die  f^  Bairesche  Funktionen  geringerer  als  «-ter  Klasse.  Nach 
Annahme  ist  dann  überall  auf  9t,  abgesehen  von  NuUraengen: 

(00)  fk  =  Mmtk,u 

1=00 

*)  Nach  der  Basis  /t^. 
^)  Nach  der  Basis  ia.^. 
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wo  die  /i;,(  stetig,  und  mithin  nach  Satz  I  99-meßbar  auf  91.  Aus  (0) 
und  (00)  folgt: 

und  durch  Anwendung  von  §  2,  Satz  XV  folgt  die  Behauptung  von 
Satz  VII. 

Wir  können  beträchtlich  weiter  gehen,  wenn  wir  ^  als  Inhalts- 
funktion voraussetzen  (Kap.  VI,  §  7,  S.  444). 

Satz  VHP).  Sei  (p  eine  Inhaltsfunktion,  und  sei  91  Ver- 
einigung abzählbar  vieler  Mengen  von  endlichem  <p-Maße. 
Ist  f  91-meßbar  auf  91,  so  gibt  es  eine  auf  9t  zu  /'  äqui- 
valente") Funktion  f*  höchstens  zweiter  Klasse. 

Vermöge  der  Schränkungstransformation  können  wir  ohne  weiteres 
/■  als  beschränkt  annehmen.  Seien  u  und  v  untere  und  obere  Schranke 
von  f  auf  9(: 

Sei  r  eine  rationale  Zahl.  Wir  betrachten  die  Menge  9f(/'>-r). 
Da  (p  eine  Inhaltsfunktion,  gibt  es  (Kap.  VI,  §  7,  Satz  V)  einen  91('/'>r) 
enthaltenden  0- Durchschnitt  9t,.,  der  maßgleiche  Hülle  von  9t  (/">•/•) 
ist.  Indem  wir  nötigenfalls  9tr'  ersetzen  durch  den  Durchschnitt  aller 
9t^  (r^r),  können  wir  annehmen,  es  sei: 

(^^)  9l,.'<9t,."      wenn  />r\ 

Da  9t,.  maßgleiche  Hülle  von  9t (/'^r),  ist: 

(^^^)  ^(9I^_9r(/->r))  =  0. 

Wir  wählen  nun  für  r  insbesondere  die  Zahlen  ^  (i  =  0,  +  1, 

4:  2 ,  . . .)  und  dejSnieren  auf  9t  eine  Funktion  fy   durch  ^) : 

/;  =  ^      auf.9ti_i_  — 9t^. 

Dann  ist  für  jedes  q   die  Menge  9t  {fy  >  q)  eine  der  Mengen  9t  ,•    und 

mithin  ein  o-Durchschnitt,  daher  ist  (Kap.  V,  §  5,  Satz  II)  /j,  höchstens 
eine  Funktion  g„.  Die  Funktionenfolge  {f^}  ist,  wenn  man  (^^)  be- 
achtet,   monoton    abnehmend,   also   ist  (Kap.  V,  §  3,  Satz  VII)   auch 


')  G.  Vit  all,  Rend.  Lomb.  38  (1905),  599. 
^)  §  1,  S.  550. 

')  Da  wegen  (x)  Sll^  für  r  >  v  leer,  für  r  <  «  aber  91;.  =  %  ist,  so  ist  fv  auf 
ganz  'il  definiert. 
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die  Funktion 

höchstens  eine  Funktion  g^  und  mithin  auch  (Kap.  V,  §  6,  Satz  I) 
eine  Fvmktion  höchstens  zweiter  Klasse. 

Abgesehen  von  den  Mengen  SU  i  —  5t  (/">  ^j  (i  =  0,  +  1 ,  +  2 , . . .) 
ist  überall  auf  3(:  2'' 

Abgesehen  von  der  Vereinigung  S8  aller  Mengen  91^  —  3t  (/"^r)  ist 
also: 

r=f, 

und  da  wegen  (^^^): 

ist,  so  ist: 

und  Satz  VIII  ist  bewiesen. 

Wir  haben  noch  darüber  hinaus  gezeigt,  daß  f*  höchstens  eine 
Funktion  g„  ist.     Beachten  wir  noch,  daß  überall  auf  %: 

so  folgt  aus  {^^)  auch: 

Cx^x)  r>f. 

Sei  endlich  noch  G  die  obere  Schrankenfunktion  von  /'  auf  9t. 
Dann  ist  G  oberhalb  stetig,  und  daher  höchstens  eine  Funktion  y.,. 
Ersetzen  wir  überall  f*  durch  den  kleineren  der  beiden  Werte  /"* 
und  G,  so  ist  also  die  so  entstehende  Funktion  auch  höchstens  eine 
Funktion  y.,  (Kap.  V,  §  3,  Satz  V),  und  wir  können  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Satz  IX.  Von  der  Funktion  /*  von  Satz  VIII  kann  an- 
genommen werden,  sie  sei  höchstens  eine  Funktion  g.,.  die 
der  Ungleichung  genügt  (wo  G  die  obere  Schrankenfunk- 
tion von  f  auf  91): 

f^f*-£G^). 

Nun^önnen  wir  Satz  VII  bedeutend  verschärfen : 
Satz  X.      Sei    ^   eine    Inhaltsfunktion,    und    sei    9t    Ver- 
einigung   abzählbar  vieler  Mengen  von   endlichem  99-Maße. 
Dann    gibt   es    zu    jeder  auf  9t  97-meßbaren  Funktion  /'  eine 

^)  Oder  höchstens  eine  Funktion  G.^,  die  der  Ungleichung  genügt: 

f>f*k9, 
wo  g  die  untere  Schrankenfunktion  von  f  auf  ?( . 
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Folge  {f-}  auf  %  stetiger  Funktionen,  so  daß   überall  auf  9(, 
abgesehen  von  einer  NuUraenge: 

(t)  /--lim/-.. 

Sei  in  der  Tat  f*  eine  zu  /'  äquivalente  Funktion  höchstens 
zweiter  Klasse  (Satz  VIII).  Nach  Satz  VII  gibt  es  eine  Folge  auf  % 
stetiger  Funktionen  {/",.},  so  daß  überall  auf  ''X,  abgesehen  von  einer 
Nullmenge : 

f*  =  limf,. 

Da  aber  f'^^f*,    gilt   auch   (f)  überall  auf    %,    abgesehen  von    einer 
Nullmenge,  und  Satz  X  ist  bewiesen. 

Aus  Satz  X  nun  folgern  wir  leicht: 

Satz  XI.  Sei  cp  eine  Inhaltsfunktion,  und  sei  2t  Vereini- 
gung abzählbar  vieler  Mengen  von  endlichem  r^j-Maße.  Dann 
gibt  es  zu  jeder  auf  %  (^-meßbaren  Funktion^)  f  einen  maß- 
gleichen Kern  ^  von  •?[,  auf  dem  f  von  höchstens  erster 
Klasse  ist. 

In  der  Tat,  nach  Satz  X  gilt  (f)  überall  auf  3t,  abgesehen  von 
einer  Nullmenge,  d.  h.  auf  einem  maßgleichen  Kerne  93  von  3t,  und 
da  die  f.  stetig  auf  3t,  und  somit  auch  auf  95,  ist  f  von  höchstens 
erster  Klasse  auf  95,  und  Satz  XI  ist  bewiesen. 

Man  darf  nicht  etwa  schließen,  f  sei  äquivalent  einer  Funktion 
höchstens  erster  Klasse  auf  3t'");  denn  die  Folge  {/^}  in  (f)  wird 
auf  3t  —  95  im  allgemeinen  nicht  konvergent  sein,  und  daher  nicht 
eine  Funktion  höchstens  erster  Klasse  auf  3t  definieren.  Ein  Bei- 
spiel hierfür  erhalten  wir  in  folgender   Weise: 

Wir  konstruieren  zuerst  im  Intervalle  [o,  h]  des  9ii  eine  linear-meßbare 
Punktmenge  S,  die  ebenso  wie  ihr  Komplement  ^  in  keinem  Teilintervalle 
von  '0,6]  den  Inhalt  0  hat.  Sei  zu  dem  Zwecke  {/„}  eine  Folge  positiver 
Zahlen  <!,  für  dia  das  Produkt: 

(tt)  ^(1  -  /-n)  +  0 

wird.     Sei  Si  eine  abgeschlossene,  nirgends   dichte  Punktmenge  aus  [a,h],  für 
die  (Kap.  VI,  §  8,  Satz  X): 

Für  das  Komplement  ^^  von  (Si  zu    a,h]  gilt  dann: 

fh  (Äi)  =  (1  -  K)  (b-a). 

^)  Ist  q>  nur  eine  gewöhnliche  Maßfunktion,  so  gilt  die  Behauptung  für 
alle  Baireschen  Funktionen  auf  3t  (vgl.  Satz  VIIj. 

2)  Vgl.  C.  Burstin,  Monatsh.  f.  Math.  27  (1916),  163. 
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In  jedes  punktfreie  Intervall  {a^]} ,  b'-j})  von  (S^  in  {a,b)  setzen  wir  eine  abge- 
schlossene nirgends  dichte   Punktmenge  d^f,  für  die: 

Für  die  Vereinigung: 
gilt  dann: 

1=1 

Für  die  Vereinigung  ß^ -j- E.,  und  ihr  Komplement  ff«  z"  [a^b]  gilt  daher: 

f^,  (e,  +  e,)  =  (;.,  +  (!- ;.,)  ;..j  {&  -  a);    ,»,  (S,)  =  (i  -  /.j  (i  - ;.,)  (&  -  a). 

Indem  wir  in  jedes  punktfreie  Intervall  (o'^,' ,  b'^,')  von  E^ -j- E,  in  (a,  6) 
eine  abgeschlossene,  nirgends  dichte  Punktmenge  5*^^  des  Inhaltes  /..,  {b^^J  —  c^"^') 
setzen,  die  Vereinigung  63  aller  dieser  6y  bilden,  und  weiter  so  fortfahren, 
erhalten  wir  eine  Folge  von  Mengen  Kj ,  E., , .  .  . ,  En ,  •  ■  • ,   so  daß : 

/.,(£, +  E,+  ...  +  En)  =  {A,  +  {l-/.,);^  +  a-'ii)(l-/-.)^-3-h--- 

-f  (1  -  ;.i) . . .  (1  -  /.„_i)  ;.„}  (6  -  a) ,, 

während  für  das  Komplement  ^n  von  E^  +  E.,  +  .  . .  -|-  E«  zu  [o,  b]  gilt: 

//j  (S„)  =  (1  _  Ä,)  (1  - ;.,) ...  (1  -  ;.„)  (b-a). 

Wir  setzen  noch : 

E  =  Ei4-E2  4-...  +  E„-h...,       ff  =  Äi-Ä3-  ...-^n...; 

dabei  können  wir  leicht  erreichen,  daß  U  dicht  in  [a,b]  wird.  Beachten  wir 
(ff),  so  erkennen  wir  unschwer,  daß  für  jedes  Teilintervall  ^  von  [a,b]: 

/'x  (es)  4=0,     /.,(ffs)4=o, 

wie  angekündigt. 

Nun  definieren  wir  eine  Funktion  /"in  [a,  b]  durch: 

(tti)  /'=0  auf  E;      /"=  1  auf  ;^. 

Da  E  und  S  //^-meßbar,  ist  auch  f  ,Mj-meßbar.  Da  aber  jede  zu  f  äquivalente 
Funktion  total-unstetig  in  [a,b]  ist,  kann  es  (Kap.  V,  §  10,  Satz  II)  keine  zu  /' 
äquivalente  Funktion  geben,  die  in  [a,  b]  von  höchstens  erster  Klasse  wäre. 

Satz  XII\).  Sei  (p  eine  Inhaltsfunktion,  und  sei  %  Ver- 
einigung abzählbar  vieler  Mengen  9t„  von  endlichem  99- 
Maße;  sei  ferner  /' 9? -meß bar-)  auf  91.  Dann  gibt  es  in  31  eine 
monoton  wachsende  Folge  von  Teilen  {%n},  deren  Ver- 
einigung sich  von  51  nur  um  eine  Nullmenge  unterscheidet, 
und  auf  deren  jedem  f  stetig  ist. 


1)  fi.  Borel,  C.  R.  137(1903),  966.  X.  Lusin,  C.  R.  154(1912),  1688.  (Vor- 
her   eine    russische  Abhandlung,    Bull.   soc.   math.  Mose.  28  (1911),  266  ff.). 

*)  Ist  (f  nur  eine  gewöhnliche  Maßfunktion,  so  gilt  die  Behauptung  für 
alle  Baireschen  Funktionen. 
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In  der  Tat,  es  ist:  ^ 

5I^<M,-f2t,  +  ...  +  9I„  +  ..., 
wobei  wir  ohne  weiteres  annehmen  können: 

Nach  Satz  X   gibt  es  eine  Folge  {f^}  auf  31  stetiger  Funktionen,  so 
daß  überall  auf  91,    abgesehen  von  einer  Nullmenge: 

f=\imf,. 

Nach  §2,  Satz  XI  ist    hierin    die  Konvergenz   wesentlich-gleich- 
mäßig auf  9l„.     Bezeichnet  also 

(0)  £,  +  £,+...+£„-}-... 

eine  eigentlich  konvergente  Reihe  positiver  Zahlen,   so  gibt   es  einen 

Teil    'ä'n    von    %^^,    auf    dem    {f^}    gleichmäßig    konvergiert,    und 

für  den: 

(00)  ^(9I„-^0<6„. 

Da  die  f^  stetig  sind,  so  ist  dann  auch  ihre  Grenzfunktion  f  stetig 

auf  %';, 

Wir  setzen  noch: 

Dann  ist  /'  auch  stetig  auf  9l'j,  es  ist 

und  endlich  ist  wegen  (00): 

^(K)^^«)-   I     £v>^(9tj  — |e., 

>r=n+l  v=n 

d.  h.: 

^(sTn  — 9t;)<2«v. 

Wegen    der  eigentlichen   Konvergenz   der  Reihe  (0)    folgt    dar- 
aus, wenn: 

®«=(^n— 3i;)-(3t«+i— 3t;-Hi)-...-(w„+,-9t;+.)-... 

gesetzt  wird: 

(000)  9'(5)J  =  0. 

Setzen  wir  noch: 

9i*  =  <){;-f  3t;+...-f9{;-f..., 

Bo  ist  aber  offenbar: 

9r  -  91*  =  ^,  -i-  ® ,  + . . .  4-  ®  „ + . . . , 
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und  mithin  ist  wegen  (000):' 

Damit  ist  Satz  XII  bewiesen  ^) . 

§  4.    Asymptotische  Konvergenz. 

Sei  91  eine  Menge  endlichen  ^^-Maßes  und  {/;,}  eine  Folge  auf 
2t  97-meßbarer  Funktionen,  die  überall  auf  21,  abgesehen  von  einer 
Nullmenge,  gegen  eine  endliche  Grenzfunktion  f  konvergiert.  Nach 
§2,  Satz  IX  ist  dann  für  jedes  ^^O: 

(*)  lim^(9t(i/-— f„!^g))  =  0. 

Ist  nun  23  eine  Menge  endlichen  go-Maßes,  oder  Vereinigung  ab- 
zählbar vieler  Mengen  endlichen  99-Maßes,  so  definieren  wir  allgemein: 
Sei  {/;,}  eine  Folge  auf  der  Menge  33  99-meßbarer  Funktionen,  und 
sei  /■  äquivalent  einer  auf  93  endlichen,  99-meßbaren  Funktion;  gilt 
dann  für  jeden  Teil  ?(  von  23,  der  endliches  ^'-Maß  hat,  und  für 
jedes  2  >  0  Gleichung  (*),  so  heißt  die  Folge  {f,,}  eigentlich  asym- 
ptotisch konvergent  auf  93  gegen  f.  Allgemein  heißt  {f,,} 
asymptotisch  konvergent  gegen  f,  wenn  die  durch  Anwen- 
dung der  Schränkungstransformation  aus  {/',,}  hervorgehende  Folge 
eigentlich  asymptotisch  gegen  die  durch  die  Schränkungstransforma- 
tion aus  f  hervorgehende  Funktion  konvergiert").  Aus  §  2,  Satz  IX 
entnehmen  wir: 

Satz  I.  Konvergiert  die  Folge  {/,,}  auf  58  (jp-meßbarer 
Funktionen  überall  auf  93,  abgesehen  von  einer  Nullmenge, 
gegen  /',  so  konvergiert  sie  auch  asymptotisch  auf  93 
gegen  f. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  gilt  nicht.  Beispiel:  Sei  93  das 
Intervall  [0,  1]  des  'tü^  und  99  der  lineare  Inhalt /z^.  Für  v  =  2''-\-v' 
(/  =  0,  1,  .  .  .,  2»  —  1)    sei: 

V    /  +  ! 
.2^'       2^~ 


fv 


sonst     f,,  =  0 . 


^)  Satz  XII  kann  nicht  etwa  dahin  erweitert  werden,  daß  f  stetig  ist 
auf  einem  maßgleichen  Kerne  von  %.  Dies  zeigt  die  in  (ftt))  S.  568  an- 
gegebene Funktion  f,  die  total-unstetig  ist  auf  jedem  maßgleichen  Kerne 
von  [a,  h]. 

^)  Der  Begriff  der  asymptotischen  Konvergenz  wurde  eingeführt  von 
Fr.  Riesz  (C.  R.  148  (1909),  1303)  unter  der  Bezeichnung  „convergence  en 
mesure".  Der  Name  „asymptotische  Konvergenz"  schließt  sich  an  E.  Borel, 
Journ.  de  math.  (6)  8  (1912),  192. 
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Für  jedes  positive  q^l  ist  dann: 

-«1  (33  (I  /;  I  ^  q))  =  ^.      für      v  =  2',  2»-  +  1,  . . . ,  2'+i  —  1, 

die  Folge  {/"v}  ist  also  asymptotisch  konvergent  gegen  0  im  Inter- 
valle [0,  1],  Trotzdem  ist  sie  in  keinem  Punkte  von  [0,  1]  kon- 
vergent. 

Aus  der  Definition  der  asymptotischen  Konvergenz  folgt  un- 
mittelbar : 

Satz  II.  Konvergiert  {/",,}  asymptotisch  auf  ^8  gegen 
/'.  so  auch  gegen  jede  mit   f  äquivalente  Funktion  /*. 

Es  gilt  auch  umgekehrt: 

Satz  III.  Konvergiert  {/',,}  asymptotisch  auf  ^  sowohl 
gegen  /'  als  auch  gegen  f*,  so  sind  f  und  /"*  äquivalent. 

Vermöge  der  Schi'änkungstransformation  können  wir  uns  auf 
den  Fall  der  eigentlichen  asymptotischen  Konvergenz  beschränken. 
Angenommen  nun,  es  wäre  nicht 

setzen  wir  kurz: 

«'  =  58  (/■+/"*). 
so  ist  dann: 

^W>o. 

Da  53'  die  Vereinigung  der  abzählbar  vielen  Mengen 

(**)       _  s;  =  93(/— /•*  ^^), 

ist  also  auch 

(***)  ^(S3'„)>0     für  fast  alle  n. 

Nach  Voraussetzung  ist  33  Vereinigung  abzählbar  vieler  Mengen 
33 „,  endlichen  99-Maßes: 

S  =  S3,  +  33.3  +  ... +  «.  +  ••• 
und  mithin  auch: 

s3;=«i93;+33,5ö; +  .•.+«,„  33;+... 

Also  gibt  es  wegen  (***)  ein  m  und  ein  n,  so  daß: 

(V)  ^(«n.«'n)>0. 

Wegen : 

\f-f*^<\fr-f\  +  \f.-r' 

folgt,  wenn  man  die  Bedeutung  (**)  von  33^  beachtet:  in  jedem 
Punkte    von    33«    gilt    mindestens    eine    der    beiden    Ungleichungen: 
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d.  h.  es  ist  (für  jedes  v): 

Wegen  (***)  können  also  die  beiden  Beziehungen: 

lin.j{^„{..U-fr^^))=0:    lim  ^(S„(|r.-rlä,-i;))  =  0 

nicht  gleichzeitig  bestehen;  d.  h.  (da  33,„  von  endlichem  99 -Maße 
ist):  Es  konvergiert  {/",,}  nicht  asymptotisch  gegen  die  beiden  Funk- 
tionen /'  und  /■*,  entgegen  der  Voraussetzung.  Damit  ist  Satz  III 
bewiesen. 

Satz  IV.  Ist  SS.  von  endlichem  99-Maße,  und  ist  {/',,}  eine 
Folge  endlicher  Funktionen,  die  asymptotisch  auf  SU  gegen 
eine  endliche  Funktion  /'  konvergiert,  so  gibt  es  zu  jedem 
6^0  und  q^O  ein  v^,  so  daß: 

(0)  ^{^{\fr—fr'\^q))<s     für     v^v^,v'^v^. 

In  der  Tat,  wegen: 

\f.-fr'\<\fr-fl^\fr'-f\ 

ist: 

Wegen  der  asymptotischen  Konvergenz  von  {f,,}  gegen./'  gibt  es 
ein  Vy,  so  daß: 

^(3t(!/;-?;^|))<|     fürr^v^; 
(000)  ,  . 

Aus  (00)  und  (000)  aber  folgt  (0),  und  Satz  IV  ist  bewiesen. 

Um  auch  die  Umkehrung  von  Satz  IV  .  beweisen  zu  können, 
bedürfen  wir  des  folgenden  Hilfsatzes  ^) : 

Satz  V.  Ist  {fy}  eine  Folge  auf  3(  99-meßbarer  und  end- 
licher Funktionen,  und  gibt  es  zu  jedem  e^O  und  q^O 
ein  v„,  so  daß: 

^{'^Cfr—fr'\>q))<e     für   v^v^,v'>v^, 
so  gibt  es  in  {/;,}  eine  Teilfolge  {f,},  die  auf  9t  wesentlich- 
gleichmäßig konvergiert. 


1)  Fr.  Riesz,  a.a.O.;  s.  auch  H.  Weyl,  Math.  Ann.  67  (1909).  243. 
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Wir  geben  uns  zum  Beweise  zwei  eigentlich  konvergente  Reihen 
aus  positiven  Zahlen  vor: 

( t )         2 1  +  -/o  +  • .  •  +  2»  +  •  •  • ;    e,  -f  £3  -h . . .  +  e,  + . . . 

und  setzen: 

Nach  Voraussetzung  gibt  es  dann  ein  v^,  so  daß: 
(tt)  ^  (^i,  -•, "'  X  «i    für  r  ^  v^ ,  V  ^  vr, 

dabei  können  wir  immer  annehmen: 

Setzen  wir: 
so  ist  wegen  (tt)- 

^  (^i)  <  £i  +  £,•  + 1  +  •  •  •  4-  e« + e  +  •  •  •  » 

und  somit  wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  der  zweiten  Reihe  (t) : 

(ttt)  lim  ^  (<)[.)  =  0. 

In  jedem  Punkte  von  3t  —  %^  gelten  die  sämtlichen  Ungleichungen : 

\  f^i+i      f>'i+2 :  ^  5t+i5  •  •  • )  I  fvi_^g      ^"»+6+1 1  ^  2'+« '  •  •  • 
und  somit,  wenn  j^i,  wegen : 

I  fvj         fvj_^g  I  ^  i  /"v,"         fvJ_^_^  i  -\-  I  /vy+i         fyj+2  I     1     •  •  •     I     I  '"j+e-l  ~  ^»"j  +  e  I ' 

auch  die  Ungleichung: 

I  frj  —  fyj^,     <  Qj  +  2j-+l  +  •  •  •  +  Qj+e  +  .  .  .  . 

Wegen  der  eigentlichen  Konvergenz  der  ersten  Reihe  (t)  folgt  dar- 
aus:   Zu    jedem  //>-0  gibt  es  ein  y^,  so  daß  auf  ganz  3(  —  'iL-: 

1  fyj  —  /■»■;+« '  <  V     ^ür  >  ^  Jo  und  e  =  1,  2,  . . . 
Das  aber  heißt:  Die  Folge  {/",..}  ist  eigentlich  gleichmäßig  konvergent 
auf  51  —  %^.     Wegen  (ttt)   ^^*   ^i©    also  wesentlich -gleichmäßig  kon- 
vergent auf  2t,  und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Nunmehr  sind  wir  in  der  Lage,  die  Umkehrung  von  Satz  IV 
zu  beweisen: 

Satz  VI.  Unter  den  Voraussetzungen  von  Satz  V  gibt 
es  eine  endliche  auf  3t  99-meßbare  Funktion  /',  gegen  die 
{fy}  asymptotisch  auf  %  konvergiert. 
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In  der  Tat,  behalten  wir  dieselben  Bezeichnungsweisen  bei,  wie 
beim  Beweise  von  Satz  V.  Da  die  Folge  {f^.}  auf  jeder  Menge 
3(  —  %  eigentlich  konvergiert,  besitzt  sie  überall  auf  51,  abgesehen 
vom  Durchschnitte 

einen  endlichen  Grenzwert: 

/■==  lim  f 

Bemerken  wir  gleich,  daß  wegen  (fft): 

^(®)  =  0. 

Setzen  wir    noch    für  f  auf  2)  beliebige  endliche  Werte  fest,    so  ist 
nun  f  auf  ganz  91  als  endliche  99-meßbare  Funktion  definiert. 

Seien  nun  p  >  0  und  i^^O  beliebig  gegeben.  Wegen  (ftt)  8^^^ 
es  ein  i,  so  daß: 

n  ^(9t,)<|, 

und  weil  {/"y.}    auf  51  —  21^    gleichmäßig    gegen  f   konvergiert,     ist 

auf  51  — 21^: 

(XX)  |/;^._/-j<|     für  fast  alle  y. 

Nach  Voraussetzung  gibt  es  ein  Vq,  so  daß: 

^(2l(!/;-/'v'!^|))<|     für  v^v^v'^v^. 

Wir  wählen  in  (x^)  ein  vj'^Vq,  und  haben  dann: 

Wegen: 

\fr-f\£\fr  —  Uj\-{-\frj~f\ 

ist  nun: 

5UI/'v-fi^p)<5r(!/;-/;.i^|)  +  5t(|f..-f!^|), 

und  wegen  (x^)  daher  weiter: 

3t(!/;-/'i^i^)<2i(|/;-/;.|^|)  +  5i,. 

Wegen  (x)  und  (^^^")  haben  wir  daher: 

^{^{\fr  —  f':^p))<V     für  v>v^, 
d.  h.  {fy}  konvergiert  asymptotisch  gegen  f.     Damit  ist  Satz  VI  be- 
wiesen. 
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§  5.    Nicht-meßbare  Punktmengen. 

Wir  erinnern  an  die  den  Untersuchungen  dieses  Kapitels  zu- 
grunde liegende  Terminologie.  Es  war  9{  ein  metrischer  Raum  und 
(p  eine  im  a-Körper  M  aus  9fi  absolut-additive  Mengenfunktion.  Die 
Mengen  aus  M  hießen  ^-meßbar. 

Sei  '^[  eine  Menge  aus  M.  Jeder  nicht  99- meßbare  (d.  h.  nicht 
zu  M  gehörige)  Teil  9?  von  9(  liefert  sofort  ein  Beispiel  einer  nicht 
9:' -meßbaren  Funktion  /": 

/•=lauf9f;     /  =  0  auf  31  —  9?. 

Umgekehrt  liefert  jede  auf  einer  Menge  %  aus  M  definierte,  nicht 
99-meßbare  Funktion  f  sofort  eine  nicht  99-meßbare  Menge:  in  der 
Tat,  für  mindestens    ein  p  ist  die  Menge  'ä{f"^p)    nicht  9?-meßbar. 

Sei  insbesondere  cp  eine  Maßfunktion  (Kap.  VI,  §  5,  S.  424).  Der 
a-Körper  der  99-meßbaren  Mengen  besteht  dann  aus  allen  jenen  Mengen 
2)?  aus  9?,  für  die  zusammen  mit  jeder  beliebigen  Menge  %  die 
Gleichung  (0)  S.  424  gilt.  In  jedem  einzelnen  Falle  entsteht  die 
Frage,  ob  es  Mengen  gibt,  die  nicht  (^-meßbar  sind.  Wir  werden 
zeigen,  daß  es  im  /c-dimensionalen  euklidischen  9^;^  Mengen  gibt,  die 
nicht  //^-meßbar  (Ä-dimensional-meßbar)  sind,  und  mithin  auch  Funk- 
tionen, die  nicht  Ä-dimensional-meßbar  sind.  Wir  führen  den  Beweis 
zuerst  im  'Si■^^). 

Sei  a  eine    irrationale  Zahl   aus  (0,  1).     Zu   jedem  Punkte  ;t' 
aus  [0,  1)    bilden    wir    die    Menge  W  {x)    aller    nach  [0,  1)  fallenden 
Punkte  der  Form 
(*)  a:-fm-«  +  n  (m,  w  =  0,  +  1,  +  2,  . . .). 

Offenbar  kann  ein  Punkt  von  9JJ  {x)  nur  auf  eine  einzige  Weise  in 
der  Form  (*)  dargestellt  werden;  denn  gäbe  es  zwei  verschiedene 
solche  Darstellungen:  ^ 

X  -|-  m  ■a-\-n  =  x-\-  m'  ■  a  -\-  n, 

so  würde  daraus  ein  rationaler  Wert  für  a  folgen.  Zwei  Mengen 
Tt{x),  die  einen  Punkt  gemein  haben,  sind  identisch. 

In  jeder  Menge  9Ji  (x)  denken  wir  uns  einen  Punkt  ausgezeichnet  -). 


1)  Vgl.  H.  Lebesgue,  Bull.  soc.  math.  35  (1907),  210;  F.  Hausdorff, 
Grundz.  der  Mengenlehre,  401.  Das  erste  Beispiel  einer  nicht  linear-meßbaren 
Punktmenge  rührt  her  von  G.  Vi  tau,  Sul  problema  della  misura  dei  gruppi 
di  punti  di  una  retta,  Bologna  1905;  ein  anderes  Beispiel  von  E.  B.  Van  Vleck, 
Am.  Trans.  9  (1908),  237. 

'')  Sind  zwei  Mengen  W  (x)  identisch,  so  ist  in  beiden  derselbe  Punkt 
auszuzeichnen. 
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Sei  x'  der  ausgezeichnete  Punkt  von  5[)Z(x).  Dann  ist  nach  Defi- 
nition von  9!TJ  ix) : 

wo  fix)  und  p(a;)  in  [0,  l)  eindeutig  definierte  Funktionen  sind,  die 
nur  ganzzahlige  Werte  annehmen.  Wir  bezeichnen  mit  9Jt^  die 
Menge  aller  Punkte  von  [0,  1),  in  denen  f{x)^=m,  und  behaupten: 
Die  Menge  S5l„,  ist  nicht  linear-meßbar. 

Wir  zeigen  zunächst:  Wäre  Tl,,^  linear-meßbar,  so  wäre  auch 
9)?      ,   linear-meßbar,  und  es  wäre: 

Wir  nehmen  also  an,  Ti^  sei  linear-meßbar  und  bezeichnen  mit 

m'm  und  ^m  den  nach  [0,  1  —  a)  bzw.  nach  [1  —  a,  1)  fallenden  Teil 
von  ?JJ,„,  mit  5!)?'^_i  und  Tt'm-i  den  nach  [«,  l)  bzw.  nach  [0,  «) 
fallenden  Teil  von  W,„_i.     Dann  ist: 

Wir  behaupten:  durch  die  Parallelverschiebung  'x^=x-\-a  geht  Wl'm 
in  W'm-\  über,  durch  die  Parallelverschiebung  x  =  x-{-a  —  1  geht 
^'il'm  in  W.'m~i  über.  Es  wird  genügen,  die  erste  dieser  beiden  Be- 
hauptungen zu  beweisen. 

Sei  x  ein  Punkt  von  5DC  •  Die  Mengen  W.  (x)  und  93t  (a;  -f- «) 
sind  offenbar  identisch,  daher  auch  ihre  ausgezeichneten  Elemente, 
d.  h.  es  ist: 

x-\-m-a-\-g {x)  =x -^  a-^  f{x-^  a)- a  ^g{x^a), 

woraus  durch  Vergleichung  der  Koeffizienten  von  a  folgt: 

f{x  -\~  a)  =  vi  —  1 . 

Es  gehört  also  x-\-a  zu  Wm-i,  d.h.  durch  x^=x-\-a  wird  jeder 
Punkt  von  dJl'm  in  einen  Punkt  von  ?!)?'„_  1  übergefühlt.  Sei  nun  x 
irgendein  Punkt  von  ?Dc'„,-i-  Die  Mengen  ^{x)  und '$fl(x  —  a)  sind 
identisch;  die  Gleichheit  ihrer  ausgezeichneten  Elemente  ex'gibt: 

x-{-{m  —  l)-a-\-g  {x)  =  x  —  a-\-  fix  —  a)-a-\~g{x  —  «), 
mithin: 

f(x «)  =  Wi) 

es  gehört  also  x  —  «zu  Wl'm,  d.h.  durch   die  zu  x  =  x-\-a  inverse 
Transformation  wird  jeder  Punkt  von  9)^^-1  in  einen  Punkt  von  50t',,, 
übergefühlt.     Damit    ist    aber  gezeigt,    daß  die  Parallelverschiebung 
x==x-\-a  die  Menge  W'm  in  W'm-i  überführt,   wie  behauptet. 
Daraus  nun  folgt: 
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und  ebenso: 

//i(ä)=//i(9k;;-i), 

und  somit  folgt  aus  (***)  die  behauptete  Gleichheit  (**).  Und  daraus 
folgt  weiter:  Ist  eine  Menge  9)?„,  linear-meßbar,  so  gilt  dies 
für  alle  (m=^0,  +  1,  +  2, . . .),  und  es  hat  /<i  (SJi^)  für  alle  m 
denselben  Wert. 

Das  aber  ist  unmöglich;  denn  wegen 

(V)  [o,i)=  's  9Ä^ 

m  — — 00 

müßte  dann: 

sein,  was  nicht  sein  kann,  wenn  alle  /u^  {yR„,)  denselben  Wert  haben. 
Die  Annahme,  50?^  sei  linear-meßbar,  führt  also  auf  einen  Widerspruch, 
und  wir  sehen: 

Satz  I.     Es  gibt  im  JR^^  Punktmengen,    die  nicht    linear- 
meßbar sind. 

Wir  können  diese  Aussage  noch  ein  wenig  präzisieren.    Ganz  ebenso,  wie 
oben  (**)  bewiesen  wurde,  zeigt  man^)  für  die  inneren  Inhalte: 

Ea  haben  also  alle  /i^^  (SWm)  denselben  Wert,  und  da  wegen  (***)  nach  Kap.  VI, 
§  6,  Satz  III: 

TM  =  -00 

ist,  ist  notwendig: 
Setzen  wir  noch: 

und  verwandeln  wir  das  Intervall  [0,  1],  in  dem  SWm  lag,  durch  Ähnlichkeits- 
transformation in  irgendein  Intervall  der  Länge  l,  so  sehen  wir: 

Satz  II.    Es  gibt  ein  5>0  (und  ^1),  so  daß  in  jedem  Intervalle 
des  fRi  von  der  Länge  l  eine  Menge  ?I  Hegt,  für  die: 

Wir  können  dies  Resultat  sofort  verallgemeinern: 

Satz  III.     Es  gibt    ein  p>0  (und  ^1),    so  daß  in    jeder    linear- 
meßbaren  beschränkten  Menge  M  des  fR^  ein  Teil  58  liegt,   für  den: 

/q*(93)  =  0,    //,(93)  =  p-/'i(3Ji)- 

In  der  Tat,  zur  meßbaren  Menge  9K  gibt  es  (Kap.  VI,  §  8,  Satz  V^),  wenn 
fi  >  0  beliebig  gegeben,  eine  beschränkte,  offene,  SJi  enthaltende  Menge  D,  für  die : 

(t)  (,,{D)<fi,m-\-e. 


1)  Unter  Berufung  auf  Kap.  VI,  §  6,  Satz  XIX. 
Hahn,  Theorie  der  reellen  Funktionen.    I.  37 
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Als  beschränkte  offene  Menge  des  5Ri  ist  D  Summe  abzahlbar  vieler 
Intervalle  (Or,  by)  (Kap.  I,  §  7,  Satz  IX).  In  (a,.,  bv)  gibt  es  nach  Satz  II 
eine  Menge  91».,  für  die: 

//,^(9tv)  =  0;     ^l,{'iU)  =  q(br-ar). 
Setzen  wir: 

SI  =  31, +  9,(, +  ...  +  %,  +  ..., 

so  ist  nach  Kap.  VI,  §  6,  Satz  XIX: 

(tt)  ,«,^(91)-:0;     ^l^m  =  q'^(b.-ar):=qf^A^)■ 

V 

Da  SDJ  meßbar,  ist: 

//,  (91)  =  /.,  (91 W)  +  /.,  (91  (O  -  W)) . 
Wegen  (f)   ist   hierin  : 

also  wegen  (fj) 

(ttt)  /«i  {'^■m>  th  W  -  f  =--  JA^i  (D)  -  «  >  g^i  (9K)-  e. 

Ist    nun  ^   irgendeine    positive  Zahl    •<  ? ,    so  kann    hierin  das    beliebige  s  so 
klein  gewählt   werden ,   daß : 

qfiA^)  —  f>Pl^ii^). 
und   wir  haben   aus  (fff) : 

Bezeichnen  wir  nun  mit  93.r  den  ins  Intervall  [ — x,  z]  fallenden  Teil  von 
9I-9JJ,  so  ist  /^^  (53x)  eine  stetige  Funktion  von  x,  die  von  0  bis  //i  (21 -9^)  wächst, 
wenn  x  von  0  bis  -j- OO  wächst.     Es  gibt  also  einen  Wert  x  von  x,  für  den: 

Wegen  der  ersten  Gleichung  (ff)  aber  ist: 

/<l*(«x)  =  0, 

womit  Satz  III  bewiesen  ist. 

Satz  IV.  In  jeder  linear-meßbaren  Menge  9Ji  des  SR,  gibt  es  zu 
einander  komplementäre  Teile  9t  und  3R  —  91,  so  daß: 

i«i*(9I)  =  0;     /i,=,(5m-9t)=:0. 

Wir  führen  den  Beweis  zunächst  für  beschränktes  SOZ.  Es  gibt  nach 
Satz  III  einen  Teil  S3i  von  W,  so  daß: 

fh*{'ßi)  =  0;    i«i(«i)=i'-/^iW- 

Sei  SKj  ein  meßbarer  Teil  von  M,  der  maßgleiche  Hülle  von  93i  ist.  Dann  ist: 

(0)  fi,  (m  -  m,)  =  ,H  m  -  fc,  (33,)  =  (i-p)f^,m)- 

Nach  Satz  III  gibt  es  in  9[«  —  Tl^  einen  Teil  SS^ ,  so  daß : 

(00)  /^,*  (33^)  =  0;     fi,  (58.,)  =pfi,  {W  -m,)=p{l-  p)  ^1  m). 

Sei  9^2    ein    meßbarer    Teil    von  'SSl  —  m^,  der    maßgleiohe  Hülle    von  95,  ist. 
Dann  ist  wegen  (0)  und  (00): 

^i,  (TO  -  9w,  -  9K.,)  =  /.,  (TO  -  m,)  —  ß,  («2)  =  (1  —  vY  hl  im  ■ 

Nach  Satz  III  gibt  es  in  Tl  —  'm^  —  m^  einen  Teil  583,  so  daß: 

/*!*  («3)  =  0;     /.,  (933)  =  pf^,m-^x-  ^2)  =  P  0  -Pf  f^i  (2«)  • 
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Indem  wir  so  weiter  schließen,  finden  wir  eine  Folge  {93.}  von  Teilen  von  W, 
so  daß : 

(000)  /t/i*(93.)  =  0;     fiA^y)=Pii-py--'lhm)> 

und  zu  jedem  93v  einen  93k  enthaltenden  meßbaren  Teil  TOv  von  '[).1i ,  wobei    je 
zwei  IRy  fremd. 
Setzen  wir: 

51  =  93i  +  58,  +  •  •  •  +  93.  +  . . . , 

so  folgt  aus  (000)  nach  Kap.  VI,  §  6,  Satz  XIX: 

r  =  1  ■" 

Nach  Kap.  VI,  §  6,  Satz  IV  ist  also  auch 

/<!*  (m  -•ä)  =  fi,  m  -  f'i  (2t)  =  0 , 

und  Satz  IV  ist  für  beschränkte  9K  bewiesen. 

Eine    nicht    beschränkte    meßbare    Menge  9JJ  des  ?R^  ist  Vereinigung    ab- 
zählbar vieler  beschränkter,  zu  je  zweien  fremder  meßbarer  Mengen  SO?».: 

ÜK  =  gjfj  -f-  2)ff„  -f- . . .  -f  2R,.  + . . . 

Nach  dem  eben  Bewiesenen  gibt  es  in  9)?v  einen  Teil  31k,  so  daß: 

/!,*  (W.)  =  0 ;     ^1^  (SKv  -  3lv)  =-  0 . 
Setzen  wir: 

2I  =  2Ii4-2I.,  +  ...-f  5tv+..., 
80  wird: 

91J  _  St  ==  (m,  —  srj  +  (90?2  —  %)  + . . .  +  (g)?K  -  s?(„)  + . . . 

und  somit  nach  Kap.  VI,  §  6,  Satz  XIX: 

/z,*(2I)  =  0;     A*,*(3)I-5I)  =  0. 
Damit  ist  Satz  IV  vollständig  bewiesen. 

Wir  beweisen  nun  den  analogen  Satz  für  den  9?^: 

Satz  V.    In  jeder  Ä-dimensional-meßbaren  Menge  90?  des  9^i  gibt 
es  zu  einander  komplementäre  Teile  31  und  W  —  2(,  so  daß: 

(><)  ^lk*{'&)  =  0;     //fc*(9K-3J)  =  0. 

•    Es  genügt,  dies  für  9)1  =  9?^.  nachzuweisen;  denn  ist: 

(x><)  MU*{^1)^0;     fi,A'^k  —  ^)  =  0, 

so  folgt  für  jede  Menge  9}J  des  3^,.: 

/ik^(9«-2t)  =  0;  fi^^{m-m-^)  =  o, 

so  daß  die  Menge  9K-91  das  Verlangte  leistet. 

Sei  nun  (x^,  x.^,  ...,x^  ein  Punkt  des  3?^,  x^  seine  Projektion  in  den  9{i . 
Nach  Satz  IV  gibt  es  im  SR^  eine  Menge  9ti,  so  daß: 

(XXX)  ^,*(9U)  =  0;     /^i*(5R,-2t,)  =  0. 

Sei  3t  die  Menge  aller  Punkte  des  9?^,    deren  Projektion    in  den  Sti  zu  SI^  ge- 
hört.    Wir  behaupten:  für  3t  gelten  die  Gleichungen  (xx). 
Angenommen  in  der  Tat,  es  wäre 

hk*  (2t)  >  0, 

so  gäbe  es  (Kap.  VI,  §  7,  Satz  IV)  in  3(  einen  maßgleichen   Kern,    der  a-Ver- 

37* 
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einigung  ist.  und  mithin  auch  einen  abgeschlossenen  Teil  95,  für  den 

(x^x)  M-(93)>0. 

Die  Projektion  S3i  von  $8  in  den  Stj  ist  dann  gleichfalls  abgeschlossen,  und 
wegen  der  ersten  Gleichung  (xxx)  muß: 

(x^x)  /'i(99i)  =  0 

sein.  Das  aber  steht  im  Widerspruche  mit  (^x^)-  Denn  aus  (x^x)  folgt 
ohne  weiteres  für  die  Menge  6  aller  Punkte  des  ^Ru,  deren  Projektion  in  den 
m,  zu  93i  gehört  1): 

und  mithin  wegen  33  -<  l£  auch : 

Damit  ist  die  erste  bleichung  (><><)  bewiesen,  und  ebenso  beweist  man  die 
zweite. 

In  Satz  V  ist  die  Aussage  enthalten: 

Satz  Tl.     In  jeder  Menge  9)t  des  fR^,  für  die 

/"k(9JJ)>0 

ist,  gibt  es  Teile,  die  nicht  Ä-dimensional-meßbar  sind. 

Dies  ist  trivial,  wenn  901  nicht  A:-dimensional- meßbar  ist.  Sei  also  M 
/c-dimensional- meßbar,  und  sei  9(  ein  Teil  von  W,  für  den  (^)  gilt.  Nach 
Kap.  VI,  §  6,  Satz  IV  i.st: 

flu  {m  -  «0  =  //fe  im)  -  f,j,^  (3()  ^  //fc  (W)  >  0 . 

Es  ist  also,  bei  Beachtung  von  (^): 

d.  h.  3)1  —  21  ist  nicht  fc-dimensional-meßbar.     Damit  ist  Satz  VI  bewiesen. 


^)  In  der  Tat,  nach  Kap.  VI,  §  8,  Satz  V   gibt    es  zu  jedem  f  >  0  im  9i, 
eine  offene  Menge  Dj  ^  Sj ,  so  daß : 

/'i(Oi)<«- 
Sei  D  die  offene  Menge  des  9?;.-,  deren  Projektion  in  den  9?i  die  Menge  Di  ist, 
und  sei  £)'">  der  Durchschnitt  von  D  mit  dem  Intervalle  ( —  n,  —  n,  .  .  .,  —  n; 
n,  n,  ...,n)   des   SR;,.,   und   S'"'   der  Durchschnitt  von  ß   mit  diesem  Intervalle. 
Dann  ist: 

und  wegen  £'"'  <^  0<"'  auch : 

M  (£<"')<  (2  n^'-^f. 

Da  dies  für  jedes  «  >  0  gilt,  ist : 

M(e<"')  =  o, 

und  wegen 

*  6  =  (£(1)  -f-  ^(i)  4-  .  . .  JL  (£(»)  Jj-  .  .  . 
ist  auch: 

wie  behauptet. 
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§  6.     Nicht-meßbare  Funktionen. 

Zu  einem  bemerkenswerten  Beispiel*)  einer  nicht  linear-meßbaren  Funktion 
f{x)  führt  die  Theorie  der  Funktionalgleichung: 

(0)  /•(^'+0  =  /-(a;')  +  /'(a^")- 

Wir  Mollen  als  eine  Basismenge  des  9tj  jede  Menge  S  reeller  Zahlen 
bezeichnen  von  folgender  Eigenschaft:  Jede  reelle  Zahl  x  =}=  0  kann  durch 
endlich  viele  Zahlen  ö, ,  &.. ,  .  .  .,  fe„  aus  S  in  der  Form  dargestellt  werden: 

n 
(00)  x^^rvhr, 

v=  1 

wo  die  *  >.  rationale  Zahlen  bedeuten,  und  es  gibt  nur  eine  solche  Darstellung, 
in  der  alle   *',.  =j=  0  sind.     Wir  zeigen  zunächst*): 

Satz  I.     Es  gibt  Basismengen  des  9^1 . 

Nach  Einleitung  §  4,  Satz  XX  a  gibt  es  zwischen  den  Elementen  des  SRi 
eine  Ordnungsbeziehung,  vermöge  deren  der  9i\  eine  wohlgeordnete  Menge  wird. 
Wir  lassen  aus  ihr  die  0  weg,  und  bezeichnen  sie  sodann  mit  28.  Wir  defi- 
nieren nun  die  gesuchte  Basismenge  S3  des  SRj  durch  Induktion: 

1.  Das  erste  Element  von  SB  gehöre  zu  93. 

2.  Sei  für  alle  dem  Elemente  x  in  2ö  vorangehenden  Elemente  bekannt, 
ob  sie  zu  5B  gehören  oder  nicht.  Dann  gehört  das  Element  x  nicht  zu  58  oder 
zu  95,  je  nachdem  es  unter  den  zu  S  gehörigen  Elementen  des  Abschnittes  von 
X  in  3B  endlich  viele  gibt,  durch  die  x  in  der  Form  (00)  ausdrückbar  ist, 
oder  nicht. 

Durch  diese  Definition  ist  ein  Teil  'iü  von  9{j  deliniert.  Wir  wollen  zeigen, 
daß  93  eine  Basismenge  des  SRi  ist. 

In  der  Tat,  daß  jedes  x  =j=  0  durch  endlich  viele  6,.  aus  ^  in  der  Form  (00) 
darstellbar  i.st,  folgt  unmittelbar  aus  der  Definition  von  93.  Es  bleibt  nur  zu 
zeigen,  daß  es  nur  eine  solche  Darstellung  gibt,  in  der  alle  /v  =r  0  sind. 

Angenommen,  e-s  gäbe  deren  zwei  verschiedene 

(W  x^^r'X;     x-^^^'^v- 

Sei  6i,  b^,  ■  .  .,  bfi  die  Vereinigung  von  b[,  . . .,  b'^'  und  b'i,  .  . .,  b'^" .  Dann  kann 
(OqO)  auch  geschrieben  werden: 

(oOq)  .r  =  2  »'■  ^" '   •*-'  =^  2  «V  K . 

wo  nun  einige  s',,  s'.'  auch  =0  sein  können.     Aus  {q%)  folgt: 

(000)  2(s'v-0^  =  o, 

wo  wegen  der  Verschiedenheit  der  beiden  Darstellungen  (OqO)  nicht  alle 
8y  —  Sy=0  sind.  Sei  b  unter  den  6,,,  deren  Koeffizient  s',  —  Sy  =4=  0  ist,  dae- 
jenige,  das  in  9S  zuletzt  steht.   Dann  wäre  durch  (000)  eine  lineare  Darstellung 


1)  H.  Lebesgue,  Atti  Torino,  42  (1907),  537. 
*)  G.  Hamel,  Math.  Ann.  60  (1905),  460. 
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von  b  durch  endlich  viele  dem  ö  in  SS  vorangehende  Elemente  von  33  ver- 
möge rationaler  Koeffizienten  gegeben,  entgegen  der  Definition  von  93.  Also 
können  die  Darstellungen  (OqO)  von  x  nicht  beide  bestehen,  und  Satz  I  ist  be- 
wiesen. 

Wir  können  nun  leicht  die  allgemeinste  Lösung  der  Funktionalgleichung 
(0)  angeben^): 

Satz  II.'-)  Ist  58  eine  Basismenge  des  SR^,  und  ist  (00)  die  Dar- 
stellung der  reellen  Zahl  x  durch  die  Zahlen  von  58,  so  ist  die  all- 
gemeinste Lösung  der  Fuuktionalgleichung  (0)  gegeben  durch: 

(*)  f{^)  =  ^r,f{K), 

v=X 

wo  f{b)  eine  willkürliche  Funktion  auf  93  bedeutet.     , 

In  der  Tat,  aus  (0)  folgt  unmittelbar,  wenn  m  und  n  natürliche 
Zahlen  sind: 

f{mx)  =  mnx);    f  (^^)  =  1^  f (x) , 
daher,    wenn  die  r,,  rationale  Zahlen  sind: 

also  muß  jede  Lösung  von  (0)  die  Gestalt  {*)  haben. 
Seien  sodann 

■v'=^2<K;  x"  =  !<&;'     (,-;4=o,r';=f=o) 

v=l  »■  =  ! 

die  Darstellungen  von  a;'  und  x"  durch  die  Zahlen  von  93.  Ist  6^,...,ft„  die 
Vereinigung  der  b[,  und  b'J,  so  kann  man  statt  dessen  auch  schreiben: 

(**)  x'^'S^sib,;     -r:"  =  2srb,, 

wo  nun  möglicherweise  einige  s'^  und  s"  gleich  0  sind.     Dann  ist: 

[***)  a;'  +  .r"  =  2fs;  +  Or- 

Vermöge  (*)  folgt  aus  (**)  und  (***): 

f{x')  =  2 ^rfiKh    fix")  =  2 <' fiK); 

V=l.  V=:l 

/•  (^.' +  . ^/')  =  2  (s'.  +  O /■(&.}. 

Es  genügt  also  die  Funktion  (*)  der  Funktionalgleichung  (0),  und  Satz  II  ist 
bewiesen. 

Wir  folgern  sofort  aus  Satz  II: 


^)  Ihre   allgemeinste   stetige   Lösmig   iöt   bekanntlich   f{x)  =  cx,   wo  c 
eine  beliebige  Kon-stante. 
-)  G.  Hamel,  a.  a.  0. 
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Satz   III.      Es    gibt      unstetige    Lösungen    der    Funktional- 
gleichung (0)*). 

In  der  Tat,  auf  SQ  reduziert  sich  die  Funktion  (*)  auf  f{b),  und  da  f{b) 
auf  33  willkürlich  war,  haben  wir  nur  zu  zeigen,  daß  es  auf  58  unstetige 
Funktionen  gibt,  d.  h.  daß  es  einen  zu  93  gehörigen  Häufungspunkt  von  93 
gibt.  Nun  ist  aber  93  nicht  abzählbar  (denn  wäre  93  abzählbar,  so  gäbe 
es  auch  nur  abzahlbar  viele  in  der  Form  (00)  darstellbare  Zahlen,  während 
jede  Zahl  so  darstellbar  ist),  also  gibt  es  nach  Kap.  I,  §  7,  Satz  XIV  einen 
zu  95  gehörigen  Häufungspunkt  von  93,  und  Satz  III  ist  bewiesen. 

Satz  IV.    Eine  unstetige  Lösung  von  (0)  ist  nicht  linear-meßbar. 

Sei  in   der  Tat  f{x)  eine   unstetige  Lösung  von  (0).     Für   rationales  x 
ist,  wie  aus  (0)  folgt: 

nx)=fii).x. 

Daher  ist  f{x)  —  /"(l)x  eine  unstetige  Lösung  von  (0),  die  für  alle  rationalen  x 
den  Wert  0  hat.  Und  da  f{x)  und  f{x)  —  /"(l)«  gleichzeitig  linear-meßbar 
Bind  oder  nicht-,  können  wir  von  vornherein  annehmen,  es  sei: 

(t)  f(x)=^0    für  rationales  x. 

Wir  nehmen  an,  f(x)  sei  meßbar,  und  zeigen,  daß  dies  auf  einen  Wider- 
spruch führt. 

Seien  91,  93,  S  die  Mengen  aller  Punkte  des  9^^,  in  denen  /■>0,  /"<0, 
f=0,  und  seien  2t  J,  93j,  (Sj  die  Durchschnitte  von  91,  93,  £  mit  [a,  6].  Alle 
diese  Mengen  sind  nach  Annahme  meßbar.  Keine  der  Mengen  9(,  93,  S  ist 
leer:  denn  S  enthält  alle  rationalen  x;  21-^93  ist  nicht  leer,  weil  f  unstetig- 
und  mithin  nicht  =0  für  alle  x  ist,  und  da,  wie  (0)  zeigt,  durch  die  Trans- 
formation x  =  —  X  9i  in  93  übergeht,  kann  weder  2(  noch  93  leer  sein.  — 
Endlich  ist  jede  der  Mengen  91,  93,  G  dicht  im  ^^;  denn  E  enthält  alle  ratio- 
nalen X,  und  es  wird,  wenn  r  irgendeine  rationale  Zahl  bedeutet,  durch 
x  =  x-\-r  sowohl  21  als  93  in  sich  übergeführt,  da  wegen  (0)  und  (t) : 

f(^x-^r)=^f{x)-{-f{r)  =  f{x). 

Wir  zeigen  nun:  für  jedes  Intervall  [a,6]  ist: 

(tt)  ^i(<)  =  ^x(«J)- 

Da  [a,  b]  Vereinigung  einer  monoton  wachsenden  Folge  von  Intervallen  [üv,  by] 
mit  rationalen  Endpunkten  ist,  genügt  es,  (tf)  unter  der  Annahme  zu  be- 
weisen, a  und  b  seien  rational.     Dann  ist  wegen  (f): 


f{ 


'  +  "^-0 


und  somit  wegen  (0): 


fl^±^+^^-f^-. 


2 

0  +  6 

Durch  die  Transformation  x  =  (a-|-6)  —  x  wird  also  2(^'     in  93 ^^^  und  21*^^ 

a+h  

— —  2  a 

in  93^     übergeführt,  woraus  (ft)  unmittelbar  folgt. 


^)  Mit  unstetigen  Lösungen  der  Funktionalgleichung  (0)  beschäftigte  sich 
zuerst  R.  Volpi,  Giorn.  di  mat.  35  (1897),  104.  Vgl.  auch  E.  Noether,  Math. 
Ann.  77  (1915),  542. 
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Sodann  zeigen  wir:  für  jedes  Intervall  [a,b]  ist: 

(ttt)  f^^iK^k^hK). 

In  der  Tat,    ist  c  >  0   beliebig    gegeben,   so  gibt  es  ein  Teilintervall   [a',b'] 
von  (a,  6),  so  daß: 

Da   31    dicht    im    ftti,    gibt    es    ein    zu    'ä    gehöriges   h,    so    daß    auch    noch 
[o'  +  Ä,  b'-^h]  Teil  von  {a,b)  ist.     Wie  aus  (0)  folgt,  geht  durch  ic  =  x-|-Ä 

jeder  Punkt  von  E  über  in  einen  Punkt  von  Sl,  also  S^'  in  einen  Teil  von  3t?  . 

'  a  et 

Es  ist  also: 

und  da  hierin  t  >  0  beliebig  war,  ist  (fff)  bewiesen. 
Nun  sehen  wir:  es  ist 


In  der  Tat,  wäre 

so  wäre  wegen  (fff)  auch: 

was  unmöglich  ist,  wegen: 


[a,fe]  =  9lJ  +  S8j  +  eJ. 


Aus  (ff)  folgt,  da  jede  offene  Menge  D  Vereinigung  abzählbar  vieler  zu 
je  zweien  fremder  Intervalle  ist,  daß  für  jede  offene  Menge  D: 

Daher  ist  auch  für  jeden  o  -  Durchschnitt  S): 

(ft.^)  ^.(2l-®)  =  A*i(93-®). 

Sei  nun®  ein  o- Durchschnitt,  der  maßgleiche  Hülle  von  Sl*  ist.  Dann 
ist  wegen  (t+t) : 

,aj(3r2))>0, 
und  da  ®93<3)  — SlJ,  wäre: 

/.,(g3D)  =  o, 

im  Widerspruch  mit  {-hTj).     Also    kann  f  nicht  meßbar    sein,    und  Satz  IV 
ist  bewiesen. 

Wir  wollen  uns  noch  überzeugen,  daß  in  Satz  VII  von  §  2  die  Voraus- 
setzung, gix^,x^, . .  .,xi()  sei  eine  Bairesche  Funktion,  nicht  ersetzt  werden 
kann  durch  die  allgemeinere,  g  sei  Ä:-dimensional-meßbar.  Wir  gehen  dabei 
aus  von  der  Bemerkung: 

Satz  V.  Es  gibt  stetige  Funktionen  F{x),  die  im  Intervalle  [0, 1] 
des  SR,  stets  wachsen,  und  derart,  daß  eine  Menge  9?  aus  [0,  1]  des 
linearen  Inhaltes  0  durch  y  =  F{x)  abgebildet  wird  auf  eine  Menge 
3K  von  positivem  linearen  Inhalt. 

Sei  in  der  Tat  5?  eine  perfekte  Menge  aus  (0,  1),  für  die: 
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Nach  Kap.  VII,  §  12,  Satz  V  gibt  es  eine  in  [0,  1]  monoton  wachsende,  zu  9i 
gehörige  streckenweise  konstante  (aber  nicht  durchweg  konstante)  Funktion  ^(a;). 
Wir  bilden 

F{x)^g{x)  +  x. 

Indem  wir  nötigenfall.s  F{x)  ersetzen  durch  aF{x)-\-h,  können  wir  annehmen: 

2^(0)  =  0;     F{\)  =  \. 

Sei  9)t  die  durch  y  =  F{x)  aus  9Z  hervorgehende  Menge,  und  sei  O  eine  ?.)( 
enthaltende  offene  Menge  aus  (0,  1).  Als  offene  Menge  des  5R,  ist  £)  Summe  ab- 
zählbar vieler  offener  Intervalle,  und  da  W  abgeschlossen,  gibt  es  nach  dem 
Boreischen  Theorem  unter  diesen  endlich  viele:  {y[,,  t/^)  (v  =^  1,  2, . . .,  n),  in 
deren  Vereinigung  M  enthalten  ist.  Da  F{x)  stets  wachsend  ist,  so  gibt  es 
in  [0,  1]  je  einen  und  nur  einen  Punkt  ^•^,   bzw.  x'^,  so  daß: 

Da  9?  in. der  Vereinigung  der  Intervalle  {x'^,  x'^)  enthalten  ist,  und  g{x)  in 
jedem  zu  9t  komplementären  Intervalle  konstant  ist,  so  haben  wir: 

i  {9  «)  -  9  « ))  =  ^  (1)  -  ^  (0)  >  0 . 
1=1 
Nun  ist  aber 

.«1  (0)  ^  2  (y'y  -y'.)  =  2{F (<)  -  Pix,  ))>2(9  (*'/)  -9(<)), 
»■=1  »«=1  »-=1 

und  daher: 

/.,(O)>^(l)-^(0) 

für  alle  5Di  enthaltenden  offenen  Mengen.  Nach  Kap.  VI,  §  8,  Satz  V  ist 
daher  auch : 

u,m)>9{l)-g(0)>0, 
und  Satz  V  ist  bewiesen. 

Betrachten  wir  nun  die  Umkehrfunktion  f(y)  der  Funktion  F(x)  von 
Satz  V,  durch  die  jedem  Werte  y  aus  [0,  1]  der  Wert  x  aus  [0,  1]  zugeordnet 
wird,  in  dem 

y  =  F(x) 

ist,  so  sehen  wir,  indem  wir  das  Argument  y  von  f  (y)  wieder  durch  x  er- 
setzen : 

Satz  VI,  Es  gibt  stetige  Funktionen  f{x),  die  im  Intervalle  [0, 1] 
des  5Ri  stets  wachsen,  und  derart,  daß  eine  Menge  9)1  aus  [0,1] 
von  positivem  Inhalte  durch  y^=f(x)  abgebildet  wird  auf  eine 
Menge  9J  des  linearen  Inhaltes  0. 

Und  nun  beweisen  wir,  in  Ergänzung  zu  §  2,  Satz  VII : 
Satz  VII.  Durch  Zusammensetzung  zweier  linear-meßbarer 
Funktionen  kann  eine  linear  nicht-meßbare  Funktion  entstehen. 
Haben  in  der  Tat  f{x),  9Ji,  92  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Satz  VI,  so 
gibt  es  nach  §5,  Satz- VI  in  9)?  einen  nicht -meßbaren  Teil  9W.  Er  wird 
durch  y=zf{x)  abgebildet  auf  einen  Teil  9?'  von  9t,  und  aus  /<^  (9t)  =  0  folgt 
auch  ,Mi(9t')=:0,  und  9t'  ist  meßbar.  Definieren  wir  also  eine  Funktion  g  iy) 
durch  : 

g{y)  =  \     auf  9t',      g  (y)  ==  0     außerhalb  9t', 

so  ist  g  (y)  meßbar.     Bilden  wir    nun  die  zusammengesetzte  Funktion  g(f{x)), 
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so  ist  sie  =1  auf  93J',  sonst  =0,  und  da  W  nicht  meßbar  ist,  so  ist  sie 
nicht-meßbar.     Damit  ist  Satz  VII  bewiesen. 

Nun  erkennen  wir  auch  leicht,  daß  in  §  1,  Satz  III  die  Boreische 
Menge  93  nicht  durch  eine  beliebige  meßbare  Menge  ersetzt  werden  kann: 

Satz  Till.  Es  gibt  linear-meßbare  Funktionen  f  (x)  derart, 
daß  durch  y  =  f{x)  eine  nicht-meßbare  Menge  9X  abgebildet  wird 
auf  eine  meßbare  Menge  93. 

Sei  in  der  Tat  f{x)  die  Funktion  von  Satz  VI  und  2t  ein  nicht-meßbarer 
Teil  von  SÄ  (§  5,  Satz  VI).  Durch  y  =  f(x)  wird  2t  abgebildet  auf  einen 
Teil  93  von  5R.  Wegen  ^^  (9?)  =  0  ist  auch  ^^  (93)  =  0  und  daher  93  meßbar, 
womit  Satz  VIII  bewiesen  ist. 


§  7.   Meßbare  und  reguläre  Abbildungen. 

Wir  haben  uns  in  diesem  Kapitel  mit  dem  Begriffe  der  meßbaren 
Funktion  beschäftigt.  Nun  ist  der  Funktionsbegriff  nur  ein  Spezialfall  des 
allgemeinen  Abbildungsbegriffes  (Kap.  II,  §  1,  S.  113).  Es  ist  daher  naheliegend, 
den  Begriff  der  Meßbarkeit  auch  auf  Abbildungen  zu  übertragen.  Der  Defi- 
nition der  Meßbarkeit  einer  Funktion  würde  dann  folgende  Definition  der 
Meßbarkeit  einer  Abbildung  entsprechen: 

Sei  2t  Punktmenge  eines  metrischen  Raumes,  wie  sie  zu  Beginn  von  §  1 
eingeführt  wurde.  Sie  werde  durch  die  Abbildung  A  abgebildet  auf  eine  Punkt- 
menge 2t'  eines  metrischen  Raumes  SR'.  Die  Abbildung  A  heiße  9? -meßbar, 
wenn  das  Urbild  jeder  in  2t'  offenen  Menge  9? -meßbar  ist. 

Neben  diesen  meßbaren  Abbildungen  ist  von  besonderem  Interesse  eine 
andere  Klasse  von  Abbildungen,  mit  denen  wir  uns  etwas  eingehender  be- 
schäftigen wollen. 

Sei  auf  2t  die  9? -Meßbarkeit  definiert  wie  zu  Beginn  von  §  1,  und  sei  W 
das  Bild  von  2t  vermöge  der  Abbildung  A.  Auf  2t'  sei  vermittels  einer 
absolut-additiven  Mengenfunktion  (p'  die  9?' -Meßbarkeit  definiert.  Die  Ab- 
bildung A  heiße  dann  9?9?'-regulär,  wenn  sie  jeden  9?- meßbaren  Teil  von  2t 
abbildet  auf  einen  95' -meßbaren  Teil  von  2t'.  Der  Einfachheit  halber  wollen 
wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  daß  sowohl  2t  als  21'  Punktmengen  des  dij^ 
sind,  und  sowohl  9?  als  95'  der  A-dimensionale  Inhalt  //^  sind.  Die  ^^^^-regu- 
lären  Abbildungen  nennen  wir  dann  kurz  reguläre  Abbildungen^). 

Satz  I.  Damit  die  Abbildung  A  der  Punktmenge  2t  des  dik 
auf  die  Punktmenge  2t'  des  9?^  regulär  sei,  ist  notwendig,  daß  sie 
jeden  Nullteil-)  von  2t  abbilde  auf  einen  Nullteil  von  2t'. 

Sei  in  der  Tat  9?  ein  Nullteil  von  21,   9?'  sein  Bild  vermöge  A.     Wäre 

so  gäbe  es  nach  §  5,  Satz  V^I  in  91'  einen  nicht  i-dimensional  meßbaren  Teil  93'. 
Ist   93   das  Urbild   von   93',  und   93o  =  939?  so   ist  95o<9^,   und  daher  ist  93o, 


^)  H.  Rademacher,  der  diese  Klasse  von  Abbildungen  eingehend  studiert 
hat  (Monatsh.  f.  Math.  27  (1916),  183)  bezeichnet  sie^^als  meßbare  Abbil- 
dungen. Wir  weichen  hier  von  dieser  Terminologie  ab,  da  wir  den  Ab- 
bildungsbegriff als  Verallgemeinerung  des  Funktionsbegriffes  auffassen,  und 
daher  verlangen  müssen,  daß  der  Begriff  der  meßbaren  Abbildung  eine 
Verallgemeinerung  des  Begriffes  der  meßbaren  Funktion  sei. 

*)  So  nennen  wir  kurz  jeden  Teil  9?  von  2t,  für  den  /^fc  (9i)  =  0  ist. 
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ebenso  wie  5J,  ein  Nullteil  von  ?{,  und  mithin  Ar-dimensional-melibar.  Da  A 
regulär,  widerspricht  dies  der  Tatsache,  daß  das  Bild  33'  von  '^^  nicht 
Ä-dimensional-meßbar  i.'^t,  und  Satz  I  ist  bewiesen. 

Die  Bedingung  von  Satz  I  ist  nicht  hinreichend^),  sie  wird  es  aber,  wenn 
wir  uns  auf  stetige  Abbildungen  beschränken. 

Satz  II.  Damit  die  stetige  Abbildung  A  der  Punktmenge  91 
des  SRjj  auf  die  Punktmenge  21'  des  5R,.  regulär  sei,  ist  hinreichend, 
daß  sie  jeden  Nullteil  von  2t  abbilde   auf  einen  Nullteil  von  ?t'. 

Sei    in    der    Tat  S3    ein    fc-dimensional- meßbarer  Teil    von   9(.      Es    gibt 
dann  (Kap.  VI,  §  8,  Satz  IV)  in  95  eine  a- Vereinigung  93,  so  daß: 
(*)  //fc(93-9S)  =  0. 

Die  Menge  3?  hat  als  a  -  Vereinigung  die  Gestalt: 

9S  =  3(, -[-9(3  4-...  +  2tv -[-•••. 
wo  die  %v  abgeschlossen;   sie  können  ohne  weiteres  auch  als  beschränkt 
angenommen   werden.     Dann  aber  ist  (Kap.  II,  §  6,  Satz  II)   das  Bild   A  (9U) 
gleichfalls  abgeschlossen,  und  wegen: 

4(SJ)  =  ^(2ij-f4(9y-f...+A(9(v)4---- 

ist  ^  (9S)  jfc-dimensional -meßbar.  Nach  Voraussetzung  ist  nun  wegen  (*)  auch 
.4(93  —  93)  eine  Nullmenge,  und  somit  Ä-dimensional-meßbar,  also  ist  wegen: 

^  (93)  =  .1  (9S)  -f  4  (93  -  93) 

auch  A  (58)  Ä-dimensional-meßbar,  und  Satz  II  ist  bewiesen. 

Sfetzen  wir  die  Abbildung  A  nicht  nur  als  stetig,  sondern  auch  als  ein- 
eindeutig  voraus,  so  können  wir  Satz  I  ein  wenig  verschärfen: 

Satz  III.  Damit  die  eineindeutige'^)  stetige  Abbildung  A  der 
/c-dimensional-meßbaren  Punktmenge  %  des  9?fc  auf  die  Punkt- 
menge %'  des  atfe  regulär  sei,  ist  notwendig,  daß  A  jeden  Teil  9J 
von  9(,  für  den  ,«^.^(9J):=0  ist,  abbilde  auf  einen  Teil  9^  von  9(',  für 
den  gleichfalls  /<^^(gr)  =  0. 

Sei  in  der  Tat  9?  ein  Teil  von  %  mit  //fc^(9?)  =  0,  und  sei  9('  das  Bild 
von  9?  vermöge  A.     Wäre 

,"t*(9J')>0, 

so  gäbe  es  in  ^X  einen  abgeschlossenen  Teil  93',  so  daß  auch : 

(**)  /'fe(S3')>0. 

Das  Urbild  93  von  58'  ist  nach  Kap.  II,  §  6,  Satz  III  abgeschlossen  in  %,  und 

mithin,  als  Durchschnitt  von  91  mit  einer  abgeschlossenen  Menge,  Ar-dimensional- 


^)  Beispiel  im  9ii :  Sei  58  ein  nicht  meßbarer  Teil  von  [0,1].  Wir 
definieren  die  Abbildung  A  von  [0,  1]  durch: 

A(x)  =  x  wenn  x  in  58 , 

4  (a;)  =  1  +  X    wenn  x  in  [0,  1]  —  93  • 

Diese  Abbildung  ist  eineindeutig,  und  bildet  jede  Nullmenge  aus  [0,1]  auf 
eine  Nullmenge  ab,  aber  sie  ist  nicht  regulär,  denn  das  Bild  von  [0,1]  ist 
nicht  meßbar. 

'^)  H.  Rademacher  (a.a.O.  205)  spricht  den  Satz  ohne  diese  einschrän- 
kende Voraussetzung  aus,  benützt  sie  aber  beim  Beweise.  Ob  der  Satz  auch 
ohne  diese  Einschränkung  gilt,  steht  dahin. 
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meßbar.     Aus  93'-<9?'  folgt  nun  aber  wegen  der  Eineindeutigkeit  von  A  auch 
«  <  Ü? .     Wegen  i^h^C^l)  =  0  muß  also : 

(***)  M^)==o 

sein.    Wegen  (**)  und  (***)  kann  dann  nach  Satz  I  A  nicht  regulär  sein,  und 
Satz  III  ist  bewiesen. 

Sind  insbesondere  21  und  31'  Intervalle  des  di^,  ist  z.  B.  %  das  Intervall 
[a,  b],  so  ist  der  Begriff  einer  eineindeutigen  stetigen  Abbildung  von  2t  auf  %' 
gleichbedeutend  mit  dem  Begriffe  einer  in  [a,  b]  stetigen  und  stets  wachsenden 
(oder  stets  abnehmenden)  Funktion  f{x).  Mit  Hilfe  dieser  Funktion  f{x)  ent- 
hält man  eine  sehr  einfache  Bedingung  dafür,  daß  eine  solche  Abbildung 
regulär  sei.     Wir  gehen  aus  von  der  Bemerkung: 

Satz  IV.  Sei  die  Funktion  f{x)  stetig  und  monoton  wachsend 
im  Intervalle  (a,6).  Bedeutet  5(9t)  den  äußeren  Zuwachs  von  f 
auf  21  (Kap.  VII,  §  1,  S.  470),  und  ist  21'  das  Bild  von  21  vermöge  der 
Abbildung  y  =  f(x),  so  ist  für  jede  Menge  2(  aus  (a,b): 

.5  (21)  =  /^,  (21'). 

In  der  Tat,  dies  ist  richtig,  wenn  2(  ein  Intervall  {a',b')  ist,  denn  dann  ist: 

6  (21)  ==  f{b')  -  f{a') ;    fi,  (21')  =  f{b')  -  f{a') . 

Es  ist   also  auch  richtig,  wenn  21  eine  beschränkte  offene  Menge,  d.  h.  Summe 
abzählbar   vieler  offener  Intervalle    ist. 

Sei  nun  2t  eine  beliebige  Menge  aus  (a,  b) .  Nach  Definition  ist  dann  ^) 
8  (21)  die  untere  Schranke  von  8  {£))  für  alle  21  enthaltenden  offenen  Mengen  D. 
Ist  D'  das  Büd  von  D  vermöge  y=z=f{x),  so  folgt  aus  %  <C,  £)  auch  2t' ■<D' 
und  somit 

/.,(2l')<,u,(D')-^(D). 
Es  ist  also: 

//,(2(')^6(20. 

Andererseits  ist  jede  2t'  enthaltende  offene  Menge  D'  Bild  einer  2t  enthal- 
tenden   offenen  Menge  D,    und   da  /*!  (2t')   untere  Schranke   von  ^j(D')  =  3(D) 
(^  S  (2t))   für   alle  21'  enthaltenden    offenen    Mengen  D'   ist,    so    ist    auch    um- 
gekehrt 

^(21)^^,(21'), 
womit  Satz  IV  bewiesen  ist. 

Nun  erhalten  wir  sofort  das  gewünschte  Resultat: 

Satz  V*).  Sei  f{x)  eine  in  [a,b]  stetige,  monoton  wachsende 
Funktion.  Damit  die  Abbildung  y  =  f(x)  regulär  sei,  ist  notwendig 
und  hinreichend,  daß  f{x)  totalstetig  sei  in  [a,b]. 

In  der  Tat,  durch  Anwendung  von  Satz  IV  ^)   lehren  Satz  I  und  II,   daß 


^)  Da  f  monoton  wächst,  ist  der  äußere  Zuwachs  8  nichts  anderes  als  der 
äußere  Absolutzuwachs  a  von  /'. 

^)  H.  Rademacher,  a.  a.  0.  266.  Vgl.  auch  H.  Hahn,  Monatsh.  f.  Math. 
•23  (1912),  163. 

')  Dabei  ist  unter  dem  offenen  Intervalle  (o,6)  von  Satz  IV  irgendein 
das  abgeschlossene  Intervall  [a,  b]  von  Satz  V  enthaltendes  offenes  Intervall 
(c,  d)  zu  verstehen,  auf  das  die  Definition  von  /"  (x)  durch  die  Vorschrift : 

f{x)  =  f{a)    für    x<a;      f{x)  =  f{b)  für   x>b; 
erweitert   wird. 
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die  Abbildung  y^=f{^)  dann  und  nur  dann  regulär  ist,  wenn  für  jede  Null- 
menge 91  aus  [a,b]  auch  ^('•2l)  =  0  ist,  d.  h.  wenn  Ö{%)  totalstetig  nach  i-i^ 
iet.  Das  aber  heißt  nach  Definition  (Kap.  VII,  §  10,  S.  523):  die  Funktion  f 
ist    totalstetig.     Damit  ist  Satz  V  bewiesen. 

In  Satz  V  kann  die  Voraussetzung,  f  sei  monoton,  nicht  weggelassen 
werden;  es  gilt  vielmehr: 

Satz  VI').  Es  gibt  im  Intervalle  [0,1]  stetige,  aber  nicht  total- 
stetige Funktionen  f{x),  derart  daß  durch  die  Abbildung  y  = /"(a;) 
jede  Nullmenge  aus  [0,1]  in  eine  Nullmenge  übergeführt  wird. 

Un^  dies  einzusehen,  definieren  wir  die  Funktion  f{x)  in  [0,1]  durch  die 
Vorschrift: 

f(a;)  =  0     für       a;^^— ^      (>-  =  1,  2  . .  .)  und  für  .r  =  0; 
2v  —  1 

f{x)  =  \     für      x  =  l      (»'  =  1.2,...); 

f{x)  linear  in  jedem  Inter\'alle        _^     ,  -  |      (v  ^  1 ,  2, .  .  .). 

Dann  ist  f{x)  stetig  in  [0,  1],  aber  nicht  von  endlicher  Variation  und  mithin 
auch  nicht    totalstetig   in  [0,1]  (Kap.  VII,  §  10,  Satz  III). 

Wir  haben  noch  zu  zeigen,  daß  die  Abbildung  y  =  f{x)  jede  Nullmenge 
in  eine  Nullmenge  überführt.     Sei  also  9J  eine  Menge  aus  [0,1]  mit 

(0)  /h(5I)  =  0. 

Wir  bezeichnen  mit  9?v  den  ins  Intervall  F^-r.  —1  fallenden  Teil  von  9?: 
dann  ist  wegen  (0)  auch: 

/*iW  =  0  (r=l,2,...). 

Weil  f{x)  in  [— ^,  -1  linear,    folgt   hieraus  für  das  Bild  .9?'   von   9Z,.   vermöge 

y  =  nx): 

(00)  /'AK)  =  0  (v^l,2,...). 

Bezeichnen  wir  noch  mit  9fo  die  aus  dem  Bildpunkte  des  Punktes  0  bestehende 
Menge  oder  die  leere  Menge,  je  nachdem  IJZ  den  Punkt  0  enthält  oder  nicht, 
so  ist  das  Bild  9i'  von  9?  vermöge  y  =  f{x)  gegeben  durch: 

^  =  %  +  X  +  ...-^%^-...; 
aus  (00)  folgt  also: 

und  Satz  VI  ist  bewiesen. 


1)  Vgl.  H.  Lebesgue,  Rend.  Line.  16/1  (1907),  285.  —  Dort  wird  auch 
gezeigt,  daß  wenn  jede  der  beiden  Abbildungen  y  =  f{x),  y  =  g{x)  Nullmengen 
in  Nullmengen  überführt ,  die  Abbildung  y  =  f{x)  -f-  g  [x)  keineswegs  diese 
Eigenschaft  haben  muß.  —  Ob  es  stetige,  aber  nicht  totalstetige  Funktionen 
f{x)  endlicher  Variation  gibt,  derart  daß  die  Abbildung  y  =  f{x)  Null- 
mengen  in    Nullmengen  überführt,  scheint  nicht  bekannt  zu  sein. 
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beschränkt  (nach  oben,  nach  un- 
ten b.):  b.  Funktion  114;  b.  Funk- 
tionenfolge 230;  b.  Funktionenmenge 
300;  b.  Punktmenge  59;  b.  Zahlen- 
menge 30.  b.  Schwankling,  b.  Va- 
riation 8.  endliche  Variation. 

Bild  5,  140;  stetiges  B.  141. 

Borelsche  Menge  334  ff.;  Vereini- 
gung, Durchschnitt  B.  M.  337;  Mäch- 
tigkeit B.  M.  342;  B.  M.  und  Baire- 
sche Funktionen  351;  Meßbarkeit 
der  B.  M.  432,  456,  470;  Är-dimen- 
sional- meßbare  Mengen,  die  nicht 
B.  M.  sind  458. 

Borelsche  Reihe  313. 

Borelscher  Teil  einer  Menge  335; 
Mächtigkeit  der  Menge  aller  B.  T. 
351. 

Borelsches  Theorem  89;  verallge- 
meinertes B.  Th.  91. 

Bruch  :  endlicher,  unendlicher  ^-Bruch 
44. 

Cauchysche  Bedingung  für  eigent- 
hche  Konvergenz  einer  Zahlenfolge  41. 
Cauchysche  Folge  99. 


dicht  in  einer  Menge  77;  nirgends  d. 
siehe  nirgends. 

Differenz  einer  Funktion  in  einem 
Intervalle  465 ;  D.  und  Zuwachs  einer 
Funktion  473,  477. 

Dimensiouszahl  147. 

divergente  Zahlenfolge  32. 

Doppelfolge  reeller  Zahlen  288;  D. 
meßbarer  Funktionen  561. 

Dreiecksungleichung  52,  55. 

Durchlauf  ung  einer  Menge  518. 

Durchmesser    eines  Intervalles  479. 

Durchschnitt  2,393;  D.  eingeschach- 
telter Intervallfolgen  33;  D.  abge- 
schlossener Mengen  62,  63;  D.  offe- 
ner Mengen  62,  64;  D.  von  o-Durch- 
schnitten,  a -Vereinigungen  65;  D. 
nirgends  dichter  Mengen  80;  D.  Bo- 
relscher Mengen  337;  D.  von  Men- 
gen 2)«,  SSa  335;  D.  meßbarer  Men- 
gen 428. 

o-Durchschnitt  s.  unter  0. 

echter  Teil  einer  Menge  1. 

eigentlich  konvergente  Zahlenfolge 
32,41;  e.  k.  Ä:-fache  Zahlenfolge  34; 
e.  k.  unendliche  Reihe  34;  e.  k.  R.  q^- 
meßbarer  Funktionen  557 ;  e.  k.  Wach 
unendliche  Reihe  35;  e.  asymptotisch 
konvergent  570;  e.  einfach -gleich- 
mäßig konvergent  in  einem  Punkte 
282;  auf  einer  Menge  284;  e.  gleich- 
mäßig konvergent  in  einem  Punkte 
246,  264,  267;  auf  einer  Menge  251; 
e.  gl.  k.  Reihe  von  Funktionen  end- 
licher Variation  491 ;  e.  gleichmäßig 
(oberhalb,  unterhalb  gleichmäßig)  os- 
zillierend 254;  e.  quasi-gleichmäßig 
konvergent  285;  e.  stetig  konvergent 
241. 

eineindeutige  Abbildimg  6,  145. 

einfach-gleichmäßig  konvergent  in 
einem  Punkte  282,  286;  auf  einer 
Menge  284. 

eingeschachtelte  Folge  von  Inter- 
vallen 33. 

einseitig  abgeschlossen  177;  e.  Grenz- 
wert 179,  189,  193,  208;  e.  Häufungs- 
funktion 189;^.  Häufungspunkt  177; 
e.  Häufungswert  einer  Funktion  189; 
e.  Maximal-  und  Minimalfunktion  238 ; 
e.  punktweise  unstetig  228;  e.  (obere, 
untere,  reduzierte)  Schranke,  Schran- 
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kenfunktion  177fif,  189;  e. (reduzierte) 
Schwankung,  e.  (reduzierte)  Schwan- 
kungsfunktion 193;  e.  stetig  178, 193; 
e.  oberhalb,  unterhalb  stetig  178,  228, 
229;  e.  Umgebung  176. 

einwertige  Funktion  113. 

endliche  Folge  1;  e.  Funktion  113;* 
e.  stetige  F.  128;  e.  halbstetige  F.  156; 
e.  Intervall  29;  e.  Intervallsyetem 
453,  486;  e.  Systembruch  44,  48;  e. 
Zahl  28;  e.  Zerlegung  eines  Inter- 
valles  484;  e.  Zerlegungssystem  453. 

endliche  Variation:  Funktion  f{x) 
endlicher  Variation  489  ff.,  536;  Zu- 
sammensetzung von  F.  e.  V.  490;  F. 
e.V.  und  monotone  F.  491,  492;  die 
ünstetigkeiten  von  F.  e.  V.  493,  505; 
stetige  F.  e.  V.  498,  502;  stetige  F., 
die  nicht  von  e.  V.  498;  F.  e.  V.,  die 
nicht  totalstetig  533,  537;  Variation 
und  Absolutzuwachs  einer  F.  f  {x) 
493 ff.;  Funktion  f{x^,...,  xu)  e.  V. 
540,  543,  546. 

erstes  Element  einer  Menge  12. 

erweiterbar:  von  a-ter  Klasse  e., 
mit  Annäherung  e  von  «-ter  Klasse 
e.  360. 

erweiterter  a-Körper  399. 

Erweiterung  einer  stetigen  Funktion 
135ff.,  16ö;  E.  einer  stetigen  Abbil- 
dung 143;  E.  einer  punktweise  un- 
stetigen F.  210;  E.  einer  Funktion 
a-ter  Klasse  356,  362;  E.  einer  F. 
erster  Klasse  364;  E.  einer  absolut- 
additiven Mengenfunktion  auf  den 
erweiterten  ö-Körper  399;  E.  einer 
für  offene  Mengen  definierten  Men- 
genfunktion zu  einer  Inhaltsiunktion 
448;  E.  einer  Intervallfunktion  zu 
einer  Inhaltsfunktion  453. 

Euklidischer  Raum  9t?j  52,  93,  101. 

fast  alle  2. 

Folge:  endliche  F.  1;  unendliche  F. 
2;  A-fach  unendliche  F.  34;  Menge 
aller  /c-gliedrigen  F.  aus  einer  ab- 
zählbaren Menge  9;  Menge  aller  k- 
gliedrigen  F.  reeller  Zahlen  47 ;  Menge 
aller  unendlichen  F.  natürlicher,  re- 
eller Zahlen  47;  F.  von  Funktionen 
230  ff. 

fremde  Mengen  1. 

Funktion  113,  398;    Menge   aller  F. 


134;  F.  «-ter  Klasse  318;  F.  or-ter 
Ordnung  328;  F.  Ga,gcc  328;  F.  der 
(positiven,  negativen)  Singularitäten 
528;  F.  der  (positiven,  negativen) 
Sprünge  507;  F.  mehrerer  Punkte 
883  ff. 

Funktionalgleichung  /"(x'-i-x-") 
=  f{x')Jrf{x")  581  ff. 

Funktionenfolge  230ff. 

Funktionenmenge  300  ff. 

ganze  Zahl,  Menge  aller  g.  Z.:  Mäch- 
tigkeit 9;  OrdnungstypuB  14. 

Gebiet  61,  85. 

Gemeinschaftsgrenze  (obere,  un- 
tere) 4,  74,  395  ff.,  407;  G.  meßbarer 
Mengen  428. 

geordnete  Menge  11. 

gewöhnliche  Maßfunktion  430,  451, 
563. 

gleichgradig  stetig  300ff  ,  306,  307. 

gleichmächtige  Mengen  6. 

gleichmäßige  Konvergenz  in  einem 
Punkte  247,  252,  254,  301;  gl.  K. 
auf  einer  Menge  251  ff.,  302;  Punkt  gl. 
K.  268;  gl.  K.  der  Zeilen  einer  Dop- 
pelfolge 291;  gl.  K.  einer  Funktion 
f{h,c)  für  alle  h  298;  gl.  k.  Folgen 
stetiger,  halbstetiger  F.  249,  251,  253, 
280;  punktweise  unstetiger  F.  253 ;  gl. 
k.  Folgen  von  Funktionen  a  ter  Klasse 
322;  von  Funktionen  Gn,ga  333;  gl. 
Oszillation  254,  560;  gl.  Stetigkeit 
131,  195;  gl.  St.  einer  Abbildung  143. 

Glied  einer  Folge  2. 

Grenzbegriff  57. 

Grenze  (obere,  untere)  einer  Zahlen- 
menge 30;  einer  Funktionenmenge 
305. 

Grenzfunktion  (obere,  untere)  einer 
Funktionenfolge  231 ;  einer  Funktio- 
"  nenraenge  305;  einer  Folge  Bairescher 
Funktionen  324;  einer  Folge  stetiger 
Funktionen  369;  einer  Folge  99-meß- 
barer  Funktionen  554. 

Grenzpunkt  einer  Punktfo'ge  56, 
58,  68. 

Grenzsatz:  allgemeiner  Gr.  58. 

Grenzübergang:  Eigenschaften,  die 
bei  Gr.  erhalten  bleiben  324;  Ver- 
tauschung von  Gr.  288. 

Grenzwert  einer  Funktion  170,  185, 

•  192,  207;  einer  Funktion  f{b,c)  297; 
38* 
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einer    Zahlenfolge    31;    A-facher   Gr. 

34;  zweifacher  Gr.  290. 
Grenzzahl  21;  Gr.  aus  3a  23. 
Grundzahl   eines   Systembruches  44. 

halboffenes   Intervall   29;    h.  I.   im 

mu  54. 
halbstetig  in  einem  Punkte  152;  auf 

einer  Menge  156,  162,  168,  214,  215, 

328,  363;  Folgen  h.  F.  161,  243,  249, 

253,  256,   260,   277;    h.    oszillierend 

244,  249,  256,  259. 
Häufungsfunktion  185. 
Häufungspunkt  58,  68;  Menge  aller   { 

H.  69,  72. 
Häufungswert     einer     Zahlenfolge, 

Zahlenmenge     35;     einer     Funktion 

184fl:'.,  188. 
Hauptlimiten  einer  Zahlenfolge  38; 

einer    /c-fach  unendlichen   Folge   42. 
hebbar  unstetig  173. 
Hülle:  abgeschlossene  H.  70,  71,  72; 

a.  H.  in  einer  Menge  71;  maßgleiche 

H.  435,  441,  445,  447,  456. 

Induktion  24. 

Inhalt  456;  linearer  I.  315,  456,  461, 

520;    Ä-dimensionaler    I.    456,    459, 

460;  ^-dimensionaler  I.  im  dik  461. 
Inhaltsfunktion  444,   452,   565;   I. 

im  SRfc  453. 
innerer  Inhalt  456,  461;  i.  Maß  433; 

i.  Näherungspunkt  74;  i.  Punkt  71. 
insichdichte  Menge  75;  i.  Kern  76,  98. 
Intervall   reeller  Zahlen  29,  33,  45, 

48;  I.  im  ^k  54,  75,  84,  85,  86,  94. 
Intervallfunktion  453. 
Intervall  System  453,  486. 
inverse    Abbildung    145;    i.   Schrän- 

kungstransformation  115. 
irrationale  Zahl  47;   Menge   aller  i. 

Z.:  Mächtigkeit  47;    Ordnungstypus 

48,  50. 
isolierte  Menge  75,  99;  i.  Punkt  75, 

94;  i.  Zahl  21. 

Kardinalzahl  6. 

Kategorie:  Mengen  erster,  zweiter 
K.  81,  107ff.,  327. 

Kern:  insichdichter  K.  76,  98;  maß- 
gleicher K.  435,  439,  443,  445,  447, 
456;  offener  K.  70,  71,  72;  o.  K.  in 
einer  Menge  71. 


Kette  83. 

Klasse  einer  Funktion  318,  345,  349, 
352,  360;  F.  erster  Kl.  318,  363;  F. 
erster  Kl.  bei  Vernachlässigung  ab- 
zählbarer Mengen  366;  F.  zweiter 
Kl.  851,  365,  368,  565;  F.  dritter  Kl. 
'  370;  Existenz  von  F.  a-ter  Kl.  378; 
von  a-ter  Kl.  in  einem  Punkte  357; 
mit  Annäherung  f  v.  a-ter  Kl.  in 
einem  Punkte  356. 

kompakte  Punktmenge  58,  59,  61, 
91,  94,  100;  k.  Funktionenmenge  302. 

Komplement  3;  K.  einer  Punkt- 
menge 52;  einer  meßbaren  Menge 
425. 

komplementäre  Intervalle  109. 

Komponente  einer  Menge  86;  eines 
Schnittes  29. 

Kondensation  d.  Singularitäten  309. 

Kondensationspunkt  69,  97. 

Kontinuum85;  Mächtigkeit  des  K.  45. 

konvergente  Funktionenfolge  231; 
k.  Mengenfolge  4;  k.  Punktfolge  56; 
k.  Reihe  35 ;  k.  Folge  stetiger  Kurven- 
bögen 519;  k.  Zahlenfolge  32,  41; 
k.  k-f&ch  unendliche  Zahlenfolge  34, 
43;  k.  abgesehen  von  Nullmengen 
558,  570. 

Konvergenzmenge  380;  K.  einer 
Folge  9^- meßbarer  Funktionen   554. 

Konvergenzpunkt  231. 

Koordinate  53. 

Körper  393;  a-Körper  394. 

Kugel:  Z;-dimensionale  K.  460;  k-d. 
abgeschlossene  K.  473. 

Kurvenbogen  518. 

Länge  eines  Intervalles  29 ;  der  Durch- 
laufung einer  Menge  514;  eines  ste- 
tigen Kurvenbogens  518. 

leere  Menge  1,  393. 

letztes  Element  einer  Menge  12. 

Limes,  lim  bei  Folgen  reeller  Zahlen 
31;  bei  Ä;-fachen  F.  r.  Z.  34;  bei 
Mengenfolgen  4;  bei  Ordinalzahl- 
folgen 23;  bei  Punktfolgen  56,  292, 
384;  bei  Funktionen  171,  179,  293. 

Limes  inferior,  superior,  lim,  lim 
bei  Zahlenmengen,  Zahlenfolgen  30, 
38;  bei  fc-fachen  Zahlenfolgen  43; 
bei  Mengenfolgen  4;  bei  Funktionen 
115,  178,  293. 
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linearer  Inhalt  ol5,  456,  461,  520. 
linksseitig  s.  einseitig. 

Mächtigkeit  6;  M.  eines  Ordnungs- 
typus 22;  M.  «0  der  abzählbaren 
Mengen  7;  M.  n,  22;  M.  c  des  Kon- 
tinuums  45;  größere,  kleinere  M. 
6,  26. 

Majorante,  m.  Zahl  einer  Zahlen- 
menge 30;  einer  Funktion  114;  einer 
Funktionenfolge  230;  m.  Funktion 
einer  Funktionenfolge  230;  M.  bei 
Vernachlässigung  von  E- Mengen  174. 

Maß,  (p-M&Q  424,  548. 

Maßfunktion  424;  gewöhnliche  M. 
430,  451,  563;  reguläre  M.  433. 

maßgleiche  Hülle  435,  441,  445,  447, 
456;  m.  Kern  435,  439,  443,  445, 
447,  456. 

Maximalfunktion  232. 

mehrwertige  Funktion  113. 

Menge  erster,  zweiter  Kategorie  81, 
107  ff.,  327;  M.  a-ter  Ordnung  334; 
M.  2)a,  58«  334. 

Mengenfunktion  393. 

meßbar:  99 -meß bare  Abbildung 586; 
qj-m.  Funktion  548 ff.,  554;  qo-m. 
Menge  424,  436,  437,  438,  548;  f- 
m.  M.  470,  475;  Ä;-dimensional  m. 
M.  456;  ^-dimensional  m.  M.  im  5Rfc 
461. 

metrischer  Raum  52;  m.  Definition 
des  Grenzbegriffes  57,  der  Stetig- 
keit 124. 

Minimalfunktion  232. 

Minor  ante  s.  Majorante. 

möglichst  stetige  Erweiterung  211; 
m.  st.  Funktion  212,  222. 

monotone  (m.  wachsende,  abneh- 
mende) Mengenfolgen  3,  4,  395,  439; 
m.  Folgen  abgeschlossener,  kom- 
pakter Mengen  63;  m.  F.  97 -meß- 
barer M.  429;  m.  Zahlenfolgen  32; 
m.  Funktionenfolgen  161,  162,  243, 
244,  ,284;  m.  F.  Bairescher  Funk- 
tionen 330;  m.  F.  95-meßbarer  Funk- 
tionen 553;  m.  Funktionen  f{x)  491 ; 
m.F.  f{x„x„...,Xk)   543. 

Näherungsbruch  eines  System- 
bruches 44. 

Näherungsgrenze  (obere,  untere)  74 ; 
N.  zusammenhängender  Mengen  87. 


Näherungspolygon  513. 

Näherungspunkt  (äußerer,  innerer) 
74. 

natürliche  Anordnung  von  ganzen, 
von  rationalen  Zahlen  13,  14;  von 
Ordinalzahlen  19;  von  Intervallen 
des  %  109. 

natürliche  Zahl,  Menge  der  n.  Z.: 
Mächtigkeit  7;  Ordnungstypus  13; 
n.  Z.  als  Mächtigkeiten  6;  als  Ord- 
nungstypen 12;  als  Ordinalzahlen  18. 

negativ:  Ordnungstypu.s  der  Menge 
der  n.  ganzen  Zahlen  14;  n.  Teil 
einer  Mengenfunktion  400;  n.  Varia- 
tion s.  Variation. 

Negativfunktion  404. 

Negativzuwachs    470,    494ff.;     N. 
einer  Funktion  totalstetigen  Absolut- 
j       Zuwachses  480,  482. 
!   nicht-Bairesche  Funktion  327,  563, 
'       564. 

nicht-meßbare  Funktion  57-5,  581; 
n.-m.  Punktmenge  575. 

nirgends  dicht,  n.  d.  in  einer  Menge 
79;  n.  d.  perfekte  Menge  105,  109, 
110;  n.  d.  Menge  positiven  Inhaltes 
458. 

Norm  eines  Intervalle nsystems  480; 
einer  Zerlegung  499,  503. 

Oberfunktion  230. 

oberhalb  gleichmäßig  oszillierend  254, 
260;  o.  sekundär-gleichmäßig  oszil- 
lierend 257. 

oberhalb  stetig  s.  halbstetig. 

Oberzahl  einer  Zahlenmenge  30;  einer 
Funktion  114;  einer  Funktionenfolge 
230;  0.  bei  Vernachlässigung  von 
E-Mengen  174. 

o-Durchschnitt  64,  101,  106.  837. 

offenes  Intervall  29;  o.  I.  im  9tfc  54; 
o.  Kern  70,  71,  72;  o.  Kern  in  einer 
Menge  71;  o.  Punktmenge  61,  67, 
68,  94,  95,  96,  430,  456;  o.  Mengen 
des  $Ri  95;  o.  Mengen  des  SRfc  87,  95. 

offen  in  einer  Menge  61,  70,  334; 
o.  in  einer  insichdichten  M.  75. 

Ordinalzahl  12,  18ff. 

Ordnung  einer  Funktion  328,  342, 
345;  0.  einer  Menge  334. 

Ordnungstypus  12;  O.  rj  14,  47,  48; 
0.  i  48,  50,  111;  0.  X  48;  O.  co  13, 
18,  21;  0.  CO*  14. 
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Oszillationspunkt  231. 
oszillierende  Zahlenfolge  32. 

Peanosche  Kurve    150,  499. 

perfekte  Menge  (p.  iu  einer  Menge) 
76,  98,  101,  106;  nirgends  dichte 
p.  M.  105,  536;  n.  d.  p.  M.  im  m^ 
109  ff.;  p.  M.  vom  Inhalte  0  457, 
537;  p.  Teil  einer  Boreischen  IVJenge 
338. 

positiver  Teil  einer  Mengenfunktion 
400;  p.  Variation  s.  Variation. 

Positivfunktion  404. 

Positivzuwachs  470,  494ff.;  P.  einer 
Funktion  totalstetigen  Absolutzu- 
wachses 480,  482. 

Potenz  von  Mächtigkeiten  6,  10. 

Produkt  von  Mächtigkeiten  6. 

Produktzerlegung  484. 

Projektion  54,  390. 

Punkt  52. 

punktfreies  Intervall  109. 

Punktfunktion  393. 

punktiert  unstetig  203. 

Punktmenge  52. 

punktweise  sekundär-ungleichmäßig 
oszillierend  277;  p.  ungleichmäßig 
konvergent  274 ;  p.  u.  oszillierend  277 ; 
p.  unstetig  203, 2 14  ff.,  220, 221 ,  223  ff., 
311,  363;  Menge  aller  p.  u.  Funk- 
tionen 209;  gleichmäßig  konvergente 
Folgen  p.  u.  F.  253;  p.  u.  bei  Ver- 
nachlässigung von  E- Mengen  227; 
von  Mengen  erster  Kategorie  325 ; 
p.  u.  konvergent  274;  p.  u.  oszil- 
lierend 277. 

Quadrat:    Abbildung    einer    Strecke 

auf  ein  Qu.  146  ff. 
quasi-gleichmäßig  konvergent  285. 

rational,  Menge  der  r.  Zahlen :  Mäch- 
tigkeit 9;  Ordnungstypus  14,  47; 
r.  Punkt  des  5Rfc  54;  Menge  aller  r. 
P.  des  m^  75,  77. 

Raum:  euklidischer  9lj  53;  euklidischer 
diji  52;  metrischer  R.  52. 

rechtsseitig  s.  einseitig. 

reduzierte  Maximal-,  Minimalfunk- 
tion 235;  r.  (obere,  untere)  Schranke, 
Schrankenfunktion  168,  187;  r. 
rechtsseitige,  linksseitige  Schranken- 
funktion 178, 189, 190;  r.  Schwankung 


192,  206;  r.  Schwankungsfunktion 
193;  r.  einseitige  Schwankungen, 
Schwankungsfunktionen  193,  208; 
r.  Umgebung  66,  67;  r.  einseitige 
U.  176. 

reelle  Funktion  113;  Funktion  von 
r.  Veränderlichen  113;  r.  Zahl  27, 
45;  Menge  der  r.  Zahlen:  Mächtig- 
keit 45,  46;  Ordnungstypus  48. 

reguläre  Abbildung  586;  r.  Maß- 
funktion 433;  r.  Teil  419. 

Regularitätsfunktion  421. 

Regulärteil  420. 

Reihe:  unendliche  R.  34;  /;-fach  u. 
R.  35. 

rein-singuläre  Funktion  f(x)  529, 
538;  r.  s.  Mengenfunktion  421;  g- 
dimensional  r.  s.  462. 

rein-unstetige  Mengenfunktion  413. 

Rektifikation  513. 

relativ-vollständige  Menge  108. 

Restfolge  230. 

Restfunktion  265. 

Schnitt  29. 

Schranke  (obere,  untere)  einer  Funk- 
tion auf  einer  Menge  114,  122,  127, 
134,  156,  159;  einer  Funktion  in 
einem  Punkte  117,  120,  13.5,  159, 166; 
einer  Funktionenmenge  305;  einer 
Zahlenmenge,  Zahlenfolge  30;  bei 
Vernachlässigung  von  E-Mengen  174. 

Schrankenfunktion  (obere,  untere) 
121,  157,  159,  160.  167;  Sehr,  bei 
Vernachlässigung  von  E-Mengen  174; 
bei  Vernachlässigung  von  Mengen 
erster  Kategorie  214;  iterierte  Sehr. 
21 9  ff. ;  Sehr,  einer  Funktionenfolge 
231;  einer  Folge  Bairescher  Funk- 
tionen 323,  324;  einer  Folge  q>-aieB- 
barer  Funktionen  553;  einer  Funk- 
tionenmenge 305. 

Schränkungstransformationllö. 

Schwankung  einer  Funktion  auf 
einer  Menge  190;  in  einem  Punkte 
191;  Schw.  bei  Vernachlässigung  von 
E-Mengen  227;  Schw.  einer  Funk- 
tionenfolge 261. 

Schwankungsfunktion  193,  219; 
Ä;-te  Schw.  223. 

Schwingung  192. 

sekundär-gleichmäßig  oszillierend 
258,  560. 
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separable  Menge  90,  91,  93 ff. 

separierte  Menge  76,  98;  Funktionen 
auf  einer  8.  M.  204. 

singulärer  Teil  419. 

Singularitäten:  Funktion  der  S. 
■  528;  Verdichtung  d.  S.  309. 

Singularitätsfunktion  421. 

Singulärteil  420. 

Sprung:  äußerer  Spr.  212;  Funktion 
der  (positiven,  negativen)   Spr.  507. 

Sprungstelle,,  äußere  499. 

steigender  Kurvenbogen  542. 

Stelle  eines  Systembruches  44. 

stetige  Abbildung  104,  141;  st.  Bild 
141;  st.  Bild  einer  Strecke  147;  st. 
Funktion:  in  einem  Punkte  122, 124, 
125,  154,  173,  191;  auf  einer  Menge 
127,  156,  164,  568;  st.  Funktionen 
endlicher  Variation  498,  502;  st.  F., 
die  nicht  von  endlicher  Variation 
498;  st.  F.  endhcher  Variation,  die 
nicht  totalstetig  537;  Funktionen 
/"(CijOg,  .  .  .,  ttk),  die  nach  jeder  ihrer 
Veränderlichen  st.  sind  384,  389 ff.; 
Folgen  St.  Funktionen  162,  244,  249, 
253,  275,  276,  279,  280,  283,  284,  286, 
287;  Menge  aller  st.  Funktionen  133; 
st.  bis  auf  eine  Nullmenge  564;  st.  bei 
Vernachlässigung  von  E-Mengen  176, 
227;  St.  Mengenfunktion  408;  st. 
Kurvenbogen  518;  st.  konvergent 
238,  244,  248,  301;  st.  oszillierend 
244,  304. 

Stetigkeitsfunktion  412. 

Stetigkeitspunkt  122;  Menge  aller 
St.  199  ff.,  206;  St.  einer  Mengen- 
funktion 408. 

Stetigkeitsteil  411. 

stets  wachsende,  abnehmende  Funk- 
tion 491 ;    st.  w.,  a.  Zahlenfolge  32. 

Strecke  84. 

streckenweise  konstante  Funktion 
534. 

Summe  von  Mächtigkeiten  6,  S.  v. 
Mengen  2;  S.  v.  Ordnungstypen  13; 
S.  einer  Reihe  35;  absolute  S.  einer 
Mengenfunktion  400. 

Systembruch  44,  47,  48,  50. 

Teil  einer  Menge  1 ;  Menge  aller  T.  10; 
positiver,  negativer  T.  einer  Mengen- 
funktion 400. 

Teilfolge  2;  Menge  aller  T.  45. 


Teile  um  nie  35. 

topologischc  Definition  des  Grenz- 
begriffes  57;  der  oberen  (unteren; 
Schranke  einer  Funktion  in  einem 
Punkte  120;  der  Stetigkeit  124. 

totalstetige  Funktion /■(x)  523,  588; 
nach  oben,  unten  t.  F.  f(x)  526; 
t.  F.  f  {x^ ,  X., , .. . ,  Xk)  541 ;  Funktion 
f  {Xi ,  x^ ,  .  .  . ,  Xk),  die  nach  jeder  ihrer 
Veränderlichen  t.  542,  545;  Funktion 
f{x^ ,  X.2, . .  . ,  Xk)  von  t.  Absolutzu- 
wachse  474;  t.  Mengenfunktion  416; 
(/-dimensional  t.  462. 

total-ungleichmäßig  konvergent 
268. 

total-unstetig  200. 

tr an sf  in ite  Induktion  24;  tr.  Ordinal- 
zahl 18. 

transitive  Relation   11. 

überall  dicht  77. 

Umgebung  57,  65,  66,  67;  U.  in  einer 
Menge  66,  67. 

Umkehrung  einer  Abbildung  145. 

unendliche  Folge  2;  fc-fach  u.  F.  34; 
u.  Reihe  34;  u.  Systembruch  44;  u. 
Zahl  27;  u.  Zerlegung  502. 

ungleichmäßig  konvergente  Folgen 
stetiger  Funktionen  281;  Punkt  u. 
Konvergenz  268  ff.,  275. 

Ungleichmäßigkeitsgrad  264. 

unmittelbar  folgend ,  vorangehend 
13?  u.  f.  Ordinalzahl  19,  20. 

unstetige  Funktion  122;  u.  Mengen- 
funktion 408;  u.  von  erster,  zweiter 
Art  216,  311,  493. 

Unstetigkeitsf unktiofi  412. 

Unstetigkt'itsgrad  191. 

Unstetigkcit.sintervall  211. 

Unstetigkeitspunkt  122;  Funktio- 
nen mit  abzählbar  vielen  U.  364; 
Menge  aller  U.  einer  Funktion  198  ff., 
204;  U  einer  Mengenfunktion  408, 
410,  413. 

Unstetigkeitsteil  411. 

Unterfunktion  einer  Funktionen- 
folge 230. 

unterhalb  gleichmäßig  oszillierend 
254,  260:  u.  sekundär -gleichmäßig 
oszillierend  257. 

unterhalb  stetig,  s.  halbstetig.      . 

Untersystem  480. 

Unterzahl    einer    Zahlenmenge    30; 
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einer  Funktion  114;  einer  Funktionen- 
folge 230;  U.  bei  Vernachlässigung 
von  E-Mengen  174. 

Unterzerlegung  399,  484. 

unvollständige  Bairesche  Funktion 
381. 

Urbild  6,  140,  141. 

Variation  (positive,  negative  V.) 
einer  Funktion  f{x)  400,  484,  496, 
500 ;  einer  Funktion  f  (x^ ,x^,...,  xu) 
540,  543;  s.  auch  endliche  V. 

Verbindungsmenge  7. 

Verbindungsraum  292,  383. 

Verdichtung  der  Singularitäten  309, 
313. 

Vereinigung  2;  V.  abzählbarer  Men- 
gen 9:  V.  von  M.  der  Mächtigkeit  c 
46;  V.  abgeschlossener  M.  62;  V. 
offener  M.  63;  V.  von  a- Vereinigun- 
gen, o-Durchschnitten  65;  V.  insich- 
dichter  M.  75;  V.  perfekter  M.  76; 
V.  dichter  M.  78;  V.  nirgends  dich- 
ter M.  81 ;  V.  von  M.  erster  Kate- 
gorie 81 ;  V.  zusammenhängender  M. 
82,  83;  V.  Borelscher  M.  337;  V.  von 
Mengen  93«,  S)«  335;  V.  meßbarer 
M.  425,  426,  443. 

o-Vereinigung  s.  unter  A. 

Vernachlässigung  von  E-Mengen 
173;  V.  von  Teilen  erster  Kategorie 
325;  Funktionen  erster  Klasse  bei 
V.  abzählbarer  Mengen  366. 

Vertauschung  von  Grenzübergängen 
bei  Doppelfolgen  288  ff. ;  bei  Funk- 
tionen f{b,c)  294  ff. 


vollständige  Menge  100  ff. 
vor  11. 

wesentlich-gleichmäßig  konver- 
gent 558,  572. 

wohlgeordnete  Menge  15  ff.;  w.  M. 
reeller  Zahlen  50 ;  w.  M.  abge- 
schlossener, offener  Mengen  95, 
96;  Wohlordnung  einer  beliebigen 
Menge  25. 

Zahl  28. 

Zahlklasse  22. 

Zerlegung  399;  endliche  Z.  eines  In- 
tervalles  484;  unendliche  Z.  eines 
Intervalles  502;  Z.  eines  Kurven- 
bogens  542. 

Zerlegungsintervall  502. 

Zerlegungspunkt  484,  502. 

Zerlegungssystem  453. 

zusammengesetzte  Abbildung  145. 

zusammenhängendeMenge  82;  ste- 
tige Funktionen  auf  z.  M.  130;  ste- 
tiges Bild  einer  z.  M.  143. 

Zusammensetzung  von  Baireschen 
Funktionen  320,  330;  von  F.  end- 
licher Variation  490;  von  totalste- 
tigen F.  527;  von  95 -meßbaren  F. 
556,  585. 

Zusammenziehen  einer  Menge  auf 
einen  Punkt,  auf  eine  Menge  68, 
74. 

Zuwachs  470;  Z.  einer  Funktion 
totalstetigen  Absolutzuwachses  477, 
478;  Z.  einer  monotonen  F.  588. 

zwischen  12. 


Druck  von  Oscar  Brandstetter  in  Leipzig. 
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